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Введение 

В настоящей работе изучаются элементарные теории булевых алгебр 
с выделенными идеалами. В дальнейшем такие алгебры будем называть 
/-алгебрами. 

В статье показано, что элементарные теории достаточно широкого 
класса /-алгебр имеют простую модель. Доказано, что у каждой счет
ной несуператомной булевой алгебры существует континуум обогащений 
выделенными идеалами, элементарные теории которых имеют простые 
модели, но не имеют счетно насыщенных моделей. Указаны признаки то
го, что /-алгебра является простой моделью, и признак отсутствия счетно 
насыщенной модели у элементарней теории /-алгебры. 

В [1-15] изучались свойства элементарных теорий булевых алгебр и 
/-алгебр. В [1,2] приведена элементарная классификация булевых алгебр; 
в [2, 3, 5, 9, 13] исследовалась разрешимость теорий /-алгебр. В частности, 
в [2] показана разрешимость элементарной теории /-алгебры (55,/) при 
одном из следующих условий: 

(а) Ш// конечна; (б) Ш атомна и существует 8ир{х | х е /}. 

В [2] доказана также разрешимость класса алгебр, обладающих свойством 
(б). В [3] установлена неразрешимость теории класса /-алгебр. В [5] при
ведены примеры булевых алгебр с одним выделенным идеалом и нераз
решимой элементарной теорией для любой ненулевой первой характери
стики Ершова — Тарского. В [9] показано, что в булевой алгебре можно 
выделить идеал с неразрешимой элементарной теорией тогда и только 
тогда, когда она не является суператомной. В [13 
шимости элементарных теорий /-алгебр. В [4, 6-14 

дан критерий разре-
изучались теоретико-

модельные свойства /-алгебр. В [4, 10, 12] описаны счетно категоричные 
/-алгебры, а в [13] — конечно аксиоматизируемые /-алгебры. В [6, 7, 
9] показано, что существует континуум элементарно неэквивалентных /-
алгебр. В [7, 9] охарактеризованы как несуператомные счетные булевы 
алгебры, имеющие континуум элементарно неэквивалентных обогащений 
выделенным идеалом. В 
валентности /-алгебр. В 

8, 13, 14] даны критерии элементарной экви-
8, 14] предложено обогащение языка /-алгебр, 

допускающее элиминацию кванторов. В [11] изучались простые и счетно 
насыщенные /-алгебры. 
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Работы [4, 6-14] можно условно разделить на две группы. В [4, 7, 8, 
14] изучаются булевы алгебры с выделенными идеалами на основе иссле
дования псевдобулевой алгебры идеалов булевой алгебры и ее подалгебры 
формульно определимых идеалов; большая часть результатов формули
руется на языке псевдобулевых алгебр формульных идеалов. В [6, 9-13 
изучаются /-алгебры, начиная с элементарного: атома, принадлежаще
го (не принадлежащего) идеалу; безатомного элемента, под которым нет 
ненулевых элементов, принадлежащих идеалу и т.д. Исходные идеи под
хода, реализованного в указанных работах, изложены в [2]. Для постро
ения более сложных /-алгебр вводятся конструкции ш-смешивания и г]-
смешивания [9, 10, 12]. В этих конструкциях обобщается идея построения 
булевых алгебр по линейным порядкам. Одновременно рассматриваются 
формулы, описывающие простейшие /-алгебры, а также конструкции над 
этими формулами, позволяющие описать ы-смешивание и 77-смешивание 
/-алгебр. Получены последовательность формул У„ и характеристика г. 

Зафиксируем А € N. Будем рассматривать /-алгебры в сигнатуре 
а ±^ (и, П, ~, О, 1, / 1 , . . . ,/л) , где / 1 , . . . ,/л — символы унарных пре
дикатов. Обозначим через Т теорию класса /-алгебр; она порождается 
аксиомами булевых алгебр и предложениями о том, что предикаты / ,̂ 
^ ^ Л, выделяют идеалы. Обозначим через ^ (У, П, ~, О, 1) сигна
туру булевых алгебр. Символ означает «равно по определению». Для 
произвольной алгебраической системы 21 сигнатуры а' обозначим через 
ТЬ21 элементарную теорию 21, т.е. множество всех предложений сигна
туры а', истинных на 21. Выражение 21 = Ш означает, что ТЬ21 = ТЬФ. 
Если а" С сг', то 21 ^ а" есть алгебраическая система сигнатуры а", по
рождаемая 21. Пусть Р ^ — формулы сигнатуры (У. Пишем Р = ^, 
если Т \- Р <—> ^. В дальнейшем мы используем также обозначения 
N {1 ,2 ,3 , . . . } и п ±=; { т е N | т ^ п}, для п 6 N. 

Если 21 — /-алгебра и а Е | 21 то полагаем 

а {6 6 21 I 6 ^ а}, (а) ^ ( а ,и ,П , - " , 0 ,1 « , /1 « , . . . , /? ) , 

где 6" а \ для 6 Е а, 1̂ * ̂  а и /^ /̂  П а для ^ ^ Л. Таким образом, 
(а) есть /-алгебра и 21 = (а) X (а).. Будем считать, что 21 = (а) X (а). Если 
21 = <В X а:, то предполагаем, что 1®, 1^ Е 21 и Ш = (1®), ^ = (1^ )̂. Введем 
обозначения П,•е̂ ;2̂ ^ ^ 21,^ X . . . х 21,̂ 1., где // = { г ь . . . , и ^^ ф %1 при ^, 
1<,к,зф1. 

Пусть 21 — булева алгебра или /-алгебра; /"(21) {а Е 21 | а = 
й! и . . . и а„,а^ - атомы, г < тг} — идеал Фреше алгебры 21; {-̂ «̂(21) | 
а - ординал} — последовательность идеалов Фреше алгебры 21 [16, с. 20]. 
Если ясно, о какой алгебре идет речь, вместо /(21) и /'а(^) будем писать 
Р и Ра- Булеву алгебру ( /-алгебру) назовем суператомной, если все ее 
фактор-алгебры атомны. В [17, с. 33] доказано, что счетная булева алге
бра 21 суператомна тогда и только тогда, когда 21//"» атомна для любого 
счетного ординала а. Обозначим через сЬ(21) ^ {сЪ.1 (21), с112(21), сЬз (21)) 
элементарную характеристику Ершова — Тарского булевой алгебры 21 
(см. [1 , 2]). 

Для /-алгебр 9Л, 0^ и числа т Е N пишем Ш =т ^ , если ШТ и ОТ 
ш-эквивалентны [13, с. 439]. В [10; 12; 13, с. 441] даны критерии элемен
тарной эквивалентности и тп-эквивалентности /-алгебр. Они являются 
модификациями критерия Воота изоморфизма булевых алгебр (см. [17]). 
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К р и т е р и й эквивалентности /-алгебр. Множество 8 С |3!Л| х \Щ X 
ш X и называется критерием эквивалентности 1-алгебр ПЛ и ОТ, если 
выполнены следующие условия: 

1. Если (ж,у,А;,т) € 5, то /; ̂  т . 

2. Справедливо включение (0,0,0, т) Е 8 для любого ш € и?. Найдут-
ся 71 € о;, Со,... ,с„ € |3!Л|, </о? • • • ?<̂ п € \Щ такие, что с,Пс^ = О, с?,Пс?̂  = О 
при г ф ] к с^и .. .исщ = для любого 
г ^ тг. 

3. Если {х,у,к,т) Е 8, то {х = О равносильно у = О и ж € / ^ 
равносильно у Е 1^ для любого тг ̂  А; если к < т, выполняется {х,у,к + 
1,771) е 5. 

4- Если (ж,г/, ̂ , 7п) € 5, А: < 71 и О < а < ж, то найдутся такие п Е 
711 < тг, Со,... , с„ е 1̂ 1? «?01 • • • »о̂ п е |0Т|, что с, 7̂  О, о?, ф 0; Л = О и 
(1{ П(1у = О при г ̂  7; Со и ... и с„^ = а, со У ... У Сп = ж, У • • • У = 
(с,-,с{,-, А; -Ь 1, тп) е 5 для любого г ^ тг. 

5. Если (ж, т/. А;, ттг) € 5, < тп и О < 6 < у, то найдутся тг 6 с̂ , тгх < п, 
со,.- - ,с„ 6 |971|, (1.0,... ,Е \Щ такие, что с,- ф ^, 6,^ ф 0; с, П с̂  = О и 
с?,- П = О при г >; со У . . . У с„ •= х, й{^\^ .. .Лщ = Ь, <^^\^ .. .и Лп = У\ 
(с,-, <̂ ,̂ А: -I- 1, тп) е 5 для любого г < тг. 

Критерий тп-эквивалентности /-алгебр. Множество 5 С 19711 X 
91[ X ы называется критерием т-эквивалентности 1-алгебр ШТ и ОТ, если 

для 8' ^ {{х,у,к,т)\{х,у,к) Е 8} выполнены условия 1, 3-5 критерия 
эквивалентности, а также условие ^, отличающееся от условия 2 лишь 
отсутствием слов «для любого тп Е Сь»». 

В [13, с. 442] доказана следующая 

Л е м м а . Пусть ЯЛ и ОТ — I-алгебры и т. Е Справедливы следую
щие утверждения: 

(а) Ш1 = ОТ тогда и только тогда, когда найдется критерий 8 эквива
лентности *Ш и ОТ; 

(б) Ш =т ОТ тогда и только тогда, когда найдется критерий 8 т-эк-
вивалентности 9Л я ОТ. 

Для а 6 ШТ и 6 € ОТ будем писать а =т Ь вместо (а) =ш (6) и а = 6 
вместо (а) = (6). В дальнейшем используем обозначения а^ ±^ а, а^ ^ 
а, {0 ,1 }^ {г I е : N {0 ,1 } } . Для /-алгебры 21 и а ь . . . , а» е 21, 
61,... ,Еп Е {0 ,1 }^ полагаем а ^ (ах,... , а„ ) , е ^ ( б ! , . . . , вп), и а^ ^ 

П . . . П . 
Формула Ф(ж1,... ,Жп) сигнатуры (т^ называется полной в теории 

той же сигнатуры, если У {Ф(с1,. . . ,Сп)} порождает полную теорию 
сигнатуры <т̂  У { с1 , . . . , с„ } . 

В [10,12] введена последовательность формул V^(ж), тг 6 N (см. также 
13, с. 436-439]). Поскольку мы зафиксировали А, вместо У^{х) будем 

писать Уп{х). 
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Пусть даны формулы Р{х) и Я{х) сигнатуры а с одной свободной 
переменной. Пишем 

Р<д, если Т \- {Щ{Я{х) (Зу ^ х )Р (у ) ) ; 
Р ^ д , если Т Ь О^хШх) ^ - (Зу < х)Р{у)У, 
Р <С Я, если для любого п е N 

Г Ь {^хШх) (3 уь ... ,у„ ^ ж) ( Д Р{у^)) & ( Д у.- П у, = 0 ) ) . 

Формула Р{х) называется 

• сплошной, если Т Ь- (Ух)(Р(а;) (Зу ^ а;)(Р(у) & Р(ж \; 
• точечной, если Г Н (Уж)(Р(а:) -* (Уу < ж)(Р(у) (Уг: <\у)-.Р(г) ) ) ; 
• е-идеальной, если Г Ь (Уа:)(Р(а;) о; Е //); 
• I-неидеальной, если Т I- (Уа:)(Р(а:) - » х ^ для ^ ̂  А. 

В лемме 9 [10] (см. также [12]) доказаны следующие утверждения, 

о Для любого п 6 N формула. Уп сплошная либо точечная, 1-идеальна. 
либо 1-неидеальна при любом ^ ̂  А. 

о Для любых т , г а ( т < п € N ) выполнены следующие условия: У„ ^ Ущ, 
Ут<Уп ЛИб0Ут4Уп-

Очевидно, что Р Я влечет Р < ^ для любых формул Р и.^. 

Формулы Р, ^ называются независимыми, если Р ж^•^ Р. Мно
жество формул называется независимым, если все формулы этого множе
ства попарно независимы. 

Пусть дана /-алгебра 21 и а е 21. Определим характеристику Гд : N —>̂  
{ 0 } ^ N ^ { о о } элемента о следующим образом. Для тг € N полагаем 

га(тг) ^ О, если 211= (Уж < а)(-.У„(ж)); 
^а(^) ^ 1, если Уп сплошная и Й |= {Зх < а)Vп(а;); 
''о(»г) ^ если Уп точечная и тп — наибольшее число такое, что 

21 И Фт(а ) - (Зж1 , . . . , Жт ^ а) ( Д X,- П ж̂  = О & Д У„(ж^)); 

' 'о ( « ) ^ 00, если точечная и 211= Фт(а ) для любого тп 6 N. 

Введем обозначение т<^ ^ г^%. 

Функция г : N -+ {0 } У N У {оо} называется естественной при вы
полнении следующих условий: если п € N и формула Уп сплошная, то 
г(п) < 1; если тп, п 6 N 5 < ^» и г(п) ф О, то г(тп) ^ 0; если, кро
ме того, формула Ут точечная, то г(тп) = оо. В [10, 12] доказано, что 
функция г естественная тогда и только тогда, когда г = для некоторой 
/-алгебры 21. 

Множество А/ С N называется естественным, если для любых тп, п € 
N из условий т 6 М и Уп < вытекает п € М . Множество М естествен
ное тогда и только тогда, когда М = М(21) для некоторой /-алгебры 21. 



86 Д. Е. Пальчунов 

Естественная функция г называется локальной, если она имеет конеч
ный носитель, т. е. найдется «о ^ N такое, что г{п) = О для любого гг > по. 
/-алгебра 21 называется локальной, если локальна. Элемент а Е 21 на
зывается локальным, если Га локальна. 

Для естественной функции г полагаем 

М{г) ^{пеП\ ф 0 ) , 

^V(г) ^ {п Е М{г) I У „ / УшДля любого т Е М{г), т ф п}; 
для /-алгебры 21 и элемента а Е 21 примем обозначения 

М{^)^М ( га ) , ^V(2^) ^ 7У(Г21), М(а ) М ( га ) , N{а) ^ М{га). 

Очевидно, что функция г локальна тогда и только тогда, когда множе
ство М ( г ) конечно. 

В [10, 12] показано, что теория Т1121 / алгебры 21 счетно категорична 
тогда и только тогда, когда 21 локальна и ^<2^{п) < оо для любого п Е N. 
Как установлено в [13], Т Ш конечно аксиоматизируема если и только 
если ^ локальна и Г(^{п) < оо для любого п Е ^V(2^). Согласно [10, 12 
если /-алгебры 21, *В локальны, то тождество 21 = Ф имеет место тогда и 
только тогда, когда = ''«з. 

Пусть 21 — /-алгебра, а Е 21 и п Е N. Элемент а называется 

• п-простым, если Га{п) / О и М(а ) = {т Е N | Ущ < Уп}', 
• простым, если а т-простой для некоторого тп Е N. 

/-алгебра 21 называется п-простой (простой), если элемент 1^ явля
ется п -простым (простым). Подчеркнем, что мы различаем понятия прос
той /-алгебры и простой модели ее элементарной теории. 

Сформулируем утверждения, доказанные в [10, 12]: 

(а) если элемент а Е 21 локальный, то а — а1 У ... У а„ лля некоторых 
непересекающихся простых элементов ах,... ,о„; 

(б) если элемент а Е 21 локальный, т, п Е ^(а) и т, ф п, то существует 
п-простой элемент Ъ ̂  а такой, что Г1,{т) = 0; 

(в) если а, 6 Е 21, а ^ 6 и п Е N, то Га = '^(а)) ''6 ̂  ^ <̂а? ̂  соотношения 
21 1= Уп{Ь), (а) \= Уп{Ь) равносильны; 

(г) если 21 = 211 X ... X я тг Е N5 то Г21(тг) = 2̂11 (^) 4- • • • + ^21т(^) ^ 
случае точечной формулы Уп и ^^[(п) = тах{г<^.{п) \ ^ тп} в случае 
сплошной формулы Уп; 

(д) если элемент а Е 21 локальный, то каждое из утверждений «М{х) = 
М(а ) » , «Гх = Га» при Га < оо, «элемент х является п-простым» запи
сывается одной формулой. 

Предложение. Пусть 21, *В — I-алгебры, ах,... ,ап Е 21, 61 , . . . ,Ь„ Е 
*В, причем а^ П = О и Ь, П 6у = 0 яри г ф ^, 1^ = ах и ... и йп и 
1^ = 61 У . . . У 6 „ , Тогда 
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(а) если а^ = Ь^, г ^ п, то (21, аь .. . , а„ ) = (<В, 61, . . . , 6„); 
(б) если т е N и а( =т Ь{, г ^ та, то (21, « 1 , . . . ,а„ ) =т (05,61,... ,6„). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Утверждение (б) доказывается аналогично утвер
ждению (а). Поэтому докажем (а). Полагаем ±^ а У { с ь . . . , с „ } ; 

с1 ^ щ, с? ^ 6.-, аи ^ ^ при г < щ с<^'^ О 4 * ' ' 
при г Ф 2 . Тогда 

(а,-, с^•,... , с^*) =щ (6,-, с^',... , с^*), 

(21,01,... ,ап) = (21, с?',... ,с?) = П,-^„(а^,с^% ... ,с^') 

= ^ П^^„(6,-,с5',... ,с^») = ( « , с ? , . . . , с? ) = (05,б1,... ,6„), 

т. е. (21, а 1 , . . . , а„ ) =то (03,61,... , 6„). Предложение доказано. 

Используемые в статье определения по теории булевых алгебр можно 
найти в [16, 18], а по теории моделей — в [19] или [20]. Изложение суще
ственно опирается на работы [9,10,13], поэтому знакомство с указанными 
статьями (особенно с [10] или ее кратким вариантом — [12]) необходимо 
для понимания предложенных доказательств. Основные результаты дан
ной работы анонсированы в [11] (случай одного выделенного идеала) и 
частично в 12] (общий случай). 

§ 1 . Прямые разложения, сохраняющие элементарную 

эквивалентность 

Теорема 1 . 1 . Пусть для I-алгебры 21 имеет место разложение 21 = 
05 X С, 05 является локальной и Г(ц = г^. Тогда 21 = (2. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть т € N, 05,- — А;,-простые алгебры, алгебра 
05 = П,̂ ^05,- локальна. Если формула точечная, то = оо, поскольку 
г^ = Г1Г. Существует разложение (С = Со X П,-^ (̂2,, где С, |= У;ьД1^), если 
VII. сплошная; г^(к^) = 2"^ и (^^ А:,-простая, если У]^. точечная. Поэтому 
05, X €^ =т С| и (П,^^05^) X (П.^^С:,) =т П,^^(С,. Следовательно, 

21 = (п,-^^05,) X Со X (п,-^^(!:^) =т <^о х п,-̂ (̂г:.- = а, 

т. е. 21 =т Поскольку тп € N выбрано произвольно, имеем 21 = (С. 
Теорема 1.1 доказана. 

Следствие 1 . 1 . Пусть 21 и 05 — I-алгебры такие, что 21 = 05, 21 = 
211 X 212 , 05 = 051 х 052, где алгебры 211, ®1 локальны и гщ = гд̂ ^ = 
Тогда 212 = 052-

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Очевидно, что = г^,^ = = г<з и 052 = 05 = 
^ = Щ. Следствие 1.1 доказано. 

Усилением следствия 1.1 является следующая 
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Теорема 1 . 2 . Если I-алгебры Щ и Ъ\ 211 х 212 = х ®2 
и Гд12 = Г<82? то 212 = 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть т Е N. Покажем, что 212 =т ^2- Обозначим 
М ^ М(211 X Рассмотрим множество формул 

Г ^ { ( З г ) ( М ( г ) С М & 2 б / > ) I ; ^ А } и { М ( 1 ) С М } 
и {{Зг){М{г) С М&гг(гг) = 0) | п е М } 
и{г1(7г) = ^ I п е М , ^ < 2 " * } и { г 1 ( п ) ^ 2 " » ! т г е М } . 

Выберем <' так, чтобы все формулы из Г были устойчивыми относитель
но <'-эквивалентности. Положим I ^ -|- т . Построим критерий 5 
т-эквивалентности /-алгебр 212 и Ш2 [13, с. 441]. Докажем, что мно
жество 

8 ^=^ {{х,у,к) \ ^ т, х Е Щ, у € О г̂; Для любого п Е М 

либо Гх(п) = Гу{п), либо (гх (п) ^ 2 " ' - *иГу(п) > 2"*-*=); 

(х) X о: (у) X -Си(б: X 2 ) С М для /-алгебр б:и 11} 

является критерием ш-эквивалентности (см. введение). 

1. Очевидно из определения 5. 

2. По условию теоремы имеем (0,0,0) Е 3 и (1,1,0) Е б". 

3. Пусть {х, у,к) Е 3 и X = 0. Тогда М ( ( х ) X <С) С М. Следовательно, 
М{(у) X 2) С М и М(у) С М. Значит, М{х) = М{у) и у = 0. Обратное 
утверждение доказывается аналогично. Пусть 1С А и х Е / .̂ Ввиду 
выбора числа < существует элемент г Е (у) X -С такой, что М(г) С М и 
г Е / .̂ Если у ^ II, то у П 2 ^ 1^. Однако М{у П г) С М ж М{у П г) С 
М{х). В силу локальности алгебр 211 и ^\о М конечно. Значит, 
элемент уПг локальный. Поскольку уГ\г ̂  / ,̂ согласно лемме 10 [10, с. 39 
найдется число ^ Е N такое, что формула ^-неидеальна и Гут{з) ф 0. 
Тогда Гх{з) Ф О и X ^ противоречие. Поэтому у Е Обратное 
утверждение доказывается по аналогии. 

4. Пусть {х,у,к) е 3, к < т и О < а < X. Тогда найдутся /-алгебры 
^2-, -21, -С2 и элемент 6 ^ у такие, что (а) X 6̂ 1 =(<_;̂ ._1) (6) х -С1 и 

{х\а)х(12 =(^-к-\) {у\Ь)х.22- При этом М(С1 хСз) С М,М{И1хг2) С М 
и число 1^ минимальное среди возможных 6 ̂  у, где 

1^ ^ тах{г Е М \е 5" нарушается на (а, Ь), {х\а,у\, т. е. 

Га{г) ф гь(г) т ш ( г а ( г ) , ф ) ) < 2"^"* либо 

Пусть > о (если = О, то 6 — искомый элемент). Положим п г. 
Рассмотрим два случая. 

С Л У Ч А Й 1: формула Уп сплошная. Без ограничения общности можно 
предположить, что Га{п) < 7*а;\о(̂ )- Тогда Гх{п) = Гу{п) = 1, поскольку 
М ( х ) ПМ = М{у) П М. 

Возможны следующие варианты. 
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СЛУЧАЙ 1а: Га{п) = г^\д^{п). Тогда Га{п) = 1. Без ограничения общ
ности считаем, что Г1,{п) < = О и Гу\^1,{п) = 1. В силу выбора 
п ^ & имеем Га(п) = 1, (а) X (̂ 1 =(^_^к_1) (6) X 1̂ 1. Следовательно, 
г^Дп) = 1. Пусть с < у \ 6 и 5 3 2 | = Уп{с). Тогда существуют С1 и С2 такие, 
что с = схУсг, С1ПС2 = О, ©2 1= Уп{с\)', ®2 1= Уп(с2). Положим 61 ^ 6 и с 1 . 
Тогда у \1 = ((у \) \) и С2. Кроме того, Г(^^)>,д^ = т^у^^^^, поскольку 
гдДп) = 1; г̂ ,\ь̂  = ^у^ф, поскольку у\  =  ( у\ б 1 )ись и Гу\1,^{п) = 1. Имеем 
(Ьх) х2,1 = (С1) X (6) X Л ь М ( с 1 ) с М. По теореме 1.1 (61) X -С1 = (6) X ;̂, 
(у \) = (у \. Поэтому 

(61) Х2>1= (Ь) X 2.1 =(<_]к_1) ( а ) X €ъ{у\Ь1) X 22 

= {у\Ь)х22 ={г-к-1) (ж \) X «2. 

Однако г^Дп) = 1 = Га(п), Гу\Ь1{^) = 1 = ^1\о(^)- Так как г^Д») = г^(г) 
и = Дл* * > ^» имеем < что противоречит выбору 6. 
Следовательно, случай 1а невозможен. 

С Л У Ч А Й 16: Го(п) < г^.\^^{п). Тогда Го(п) = О, г^\^а{п) = 1. Так 
как Гу{п) = 1 и для п условие критерия 5 нарушается, имеем г^(гг) = 1 
(если Г{,(п) = О, то Гу\1,{п) = 1). Поэтому г^у\ь)ха^2(^) = 1 и (а) х «̂ 1 = 
(32г)(М(г) С Мкгг{п) = О, поскольку М(^1) С М. По определению 
числа I получаем (6) X Х̂х |= (Зс')(ЛГ(с') С М кгс'{п) = 0. Рассмотрим 
с' из последнего условия и положим с" ^ 6 П с'. Тогда М(с " С М и 
Ь\с' = 6 \у г"5\̂ (."(̂ ) = 0. Элемент с" локальный, поэтому можно 
найти п-простой элемент с < с" такой, что ?*с"\с(п) ~ ^' Тогда Г1\^^{п) = 

^(6\с")и(с"\с)('^) = О- Положим 61 ^ 6\с . Тогда г"(2,\̂ )х€2 = ^(у\б1)хЙ2' 
(у\б1)хХ12 = (у\ 6 )х (с )хХ : 2 , М(с ) С М. По теореме 1.1 (у\ Ь 1 ) х 1 : 2 = (у\ 
Ь) X 22 =(^_]ь_1) (ж\а) X <^2- Выберем /-алгебру ОТ такую, что ОТ |= У„(1^). 
Тогда (с) = ОТ и (61) X ОТ X -С1 = (61) X (с) х = (6) х =(<_А;_1) (а) х € 1 . 
Кроме того, гьДп) = О = Га{п), Гу\ы('^) = 1 = ^х\а(^) и гь(г) = щ{г), 

^у\б(0 — ^уХбДО для всех г > п. Поэтому < 1^, что противоречит 
выбору Ь. Поэтому случай 16 невозможен. 

С Л У Ч А Й 2: формула Уп точечная. Возможны два варианта. 

С Л У Ч А Й 2а: {ть{п) < Га{п) и г^(п) < 2"*~*~^) либо {гу\1,{п) < г-д.\̂ д(п) и 

^у\ь('*) < 2'"~*~^). Пусть, например, Г(,{п) < Га{п) и Г{,{п) < 2"*~*~^. Для 
ж и у условие 5* на п € N выполнено, поэтому найдется п-простой элемент 
с < у \ такой, что т^ус(п) = т1п{га(п),2"*~*~^}. Действительно, пред
положим противное: Гу{п) < т1п{Га(п), 2"*~*~^}. Тогда Гу{п) < 2 " * " * и 
Гх{п) = Гу(те), но Гу{п) < Га{п) < Гх{п); противоречие. 

Далее, если г^,\(бис)(п) < тт { г^\„ (п ) ,2 " » - * -1 } , то Гу{п) = гьис(п)+ 

Гу\^Ь^с){п) < 2"*~*. Следовательно, Гх{п) = Гу{п). Однако Гу{п) -

Чис{п) + Гу\{Ьис)(^) < ^а{п)-\-г^\М = Гх{пУ, противоречие. Стало быть, 

'•у\(Юс)(«) > тш{г^\а( « ) »2" ' - * -^ } . 
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Если тт { г^\„ (п ) ,2" » - * -1 } = 2 " * - * -1 или Гу\(ьис)(^) = ^^\а(^), то 
полагаем Н с тп. Ь\ ЬиН. В противном случае имеем ^ .̂̂ (̂гг) < 2 " * " * " ^ 
и ^у\(ьис)(^) > ^1\а(")> Поэтому (г \) 1= (32; ) (М(г) С Мктг{п) = 0), 
( х\о ) =(<_]ь_1) {у\Ь). Следовательно, согласно определению < заключаем 
(у \) 1= {ЪЛ1){М{д,1) С М&Г(^,\ь)\йДп) = 0. Обозначим Л2±=^{у\{Ьи 

с)) П йх. Тогда М(<^2) С М и '*(у\(бис))\(^2('*) ~ ^' Значит, можно выбрать 
п-простой элемент <1 ^ Л2 такой, что М{й) С М и т^^\^^{п) = 0. Поэтому 

^{у\{Ьис))\М = ''{у\{Ьис))\Л2^'п) + = О, < 2/ \6 и с). Выберем 
5Г < такое, что г^\^(п) = Гд.з̂ д(п) и положим 61 = 6 У с У 5». Имеем 

"^УХЬМ) = ^{у\{Ьис))\д{^^) = Г{{у\{Ьис))\Л)и(6\д){п) 

= Г{у\{Ьис))\М + »*А< (̂̂ ) =7а;\а(«)-
Предположим, что Га(п) < 2"*~*~^. Тогда Гх{п) = Го(п) -|- Г2.\̂ д(п) < 
2"*~*. Следовательно, Г2;(п) = Гу{п). Однако Гх{п) = Га{п) + Гд.\д(п) < 
ЧиЛ'"') + ^|^\(Ьис)('*) = ''уС"); противоречие. Таким образом, Го(п) ^ 
2т-Л-1 . г^Дп) ^ гйис(«) ^ 2"*-*^-^ Обозначим Н ^ си д и Ь Ьг и к. 
Напомним, что мы определили 61 так: 61 6 У /1, где выше было принято 
Н С] здесь полагаем к си д. В обоих случаях элемент к п-простой, 

тш { га (п ) ,2 " * - * -1 } = шш{гьДп),2"»-*-1}, 

т ш { г , ^ ^ , ( п ) , 2 — = тш{г,\^,^(п),2— 

Предположим, что /-алгебра ОТ п-простая и гщ{п) = т1п {гд(п), 2^^"*"^)}. 
Тогда ОТ =(<_)ь_1) С»)- Поэтому 

(о ) X С1 X ОТ (Ь) X X ОТ Щг.к-1) (Ь) х (к) х = (61) х ^21, 

(а:\а)х(?:2 (г/\6)х1:2 = {у\Ь1)х{к)х22 =(<-*- ! ) (у\б1)хОТх1:2. 

Таким образом, поскольку элемент к п-простой, все условия критерия для 
г ^ п выполняются и 1^^ < что противоречит выбору Ь. Значит, случай 
2а невозможен. 

СЛУЧАЙ 26: имеют место неравенства ^{п) ^ П11п{га(п),2"*~*^~^} 
и ^ па1п{г,.\^д(п),2"*~*~^}. Допустим, что {п{п) = Га(п) либо 

Га{п) ^ 2"»-*^-!) и {Гу\ь(п) = 2х\а(п) либо г^\д(п) ^ 2 " » - * - ! ) . Тогда 
условие критерия 5 для п должно выполняться. Однако это не так. Зна
чит, либо Га(п) < Г1,{п) и Га(п) < 2"*~*^~^ ЛИбо Г -̂̂ аСп) < Гу\1,{п) И 
г^\о(п) < 2 " * - * - ^ Пусть, например, Га(п) < ГЙ(П) и Га(п) < 2 " * " * - ! . 
Имеем (а) X (Г1 [= {Зг){М{2) С М & Г г ( п ) = 0),(а) х С1 ( ^ ) X -Сь 

В силу выбора < найдется элемент С1 < 6 такой, что ''б\с1(^) = ''а(^) 
и М(с1) С М. Следовательно, найдется п-простой элемент с ^ С1 такой, 
что г^\(.(п) = Га(п). Обозначим 61 ^=^ Ь\с. Имеем 6 = 61 Ус. Предположим, 
что г^\д(п) < 2"»-*-1. Тогда Гх{п) = Гв(п) -Ь г^р\в(") < 2"*~*. Значит, 
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гх(гг) = Гу{п). Однако Гх{п) = Га{п) -(- г^\а{п) < Г(,{п) + Гу\ь{'^) = Гу{пу, 

противоречие. Следовательно, Г2.\̂ д(п) ^ 2 " * " * "^ и Гу\^1,{п) ^ 2"*""*"^ 

Тогда Гу\ьДп) = Г(2,\й^)ус(^) ^ Мб (^ ) ^ 2"»- ' ' -1. Получаем, что условия 
критерия 3 для тг на а, 61 и на ж\а, у\б1 выполняются. Выберем тг-простую 
/-алгебру ОТ, подчиненную условию г<)̂ (тг) = т1п{гс(тг),2*~*~^}. Тогда 
ОТ (с), 

( а ) X (6) X -С1 = (61) X (с) X 21 (^О X ОТ X Х!!, 

(ж\а)хб:1Х0Т =(<_;к-1) (г/\&)xОIx^21 (у\6)х (с)хХ:1 = {у\Ь1)х21. 

Следовательно, 1^^ < что противоречит выбору Ь. Случай 2 также 
оказывается невозможен. 

Мы пришли к противоречию, предположив, что > О минимальное. 
Следовательно, & = О и (а, 6, А; 1), {х\ •\- I) € 3. Условие 4 
критерия проверено. 

5. Рассматривается аналогично условию 4-

Таким образом, мы доказали, что 5 — критерий ттг-эквивалентности 
212 и 052. В силу леммы 1(6) [13, с. 442] 212 = т ^ 2 - Учитывая произ
вольность выбора тгг е N и предложение 1(а) [13, с. 439], заключаем, что 
212 = 052- Теорема 1.2 доказана. 

§ 2 . Существование простой модели для любой характеристики 

Покажем, что для любой естественной функции г суш;ествует простая 
модель 21 такая, что = т*. 

Теорема 2 . 1 . Пусть каждое разложение 21 = 05 X С счетной I-алгебры 
21 удовлетворяет следующим условиям: 

(а) если 05 локальна, то для любого I € 7У(05) равенство Г21(̂ ) = оо влечет 
неравенство г,г{1) < оо; 

(б) если 05 нелокальна, то € локальна. 

Тогда 21 — простая модель. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Сначала рассмотрим случай, когда 21 нелокальна. 
Пусть Ь1,...,Ьк е 21, тг = 2^ - 1 и {0,1}*= = { Г ^ . . . , Г " } . Положим 

щ Ь , г ^ тг. Тогда элементы ао,.. . , а„ не пересекаются и ао У ... У 
= 1. Среди этих элементов имеется, по крайней мере, один нелокаль

ный. Для определенности будем считать, что элемент ао нелокальный. 
Пусть 1 ̂  г ^ тг. Тогда «о ^ й»- Следовательно, элемент а, нелокальный. 
Элемент а, локальный, так как 21 = (а^) х (а,). Кроме того, если I Е N(а^) 
и т-а.(/) = 00, то ^а^{^) < 00. Значит, ГаД^) < 00 для любого 3 ф г. При 
г ^ 1 обозначим 

^^ ^ О 6 N{а^) I ГаДЯ < оо}, /о ^ О' е У М(а, ) I ГаоО) < оо}. 
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Рассмотрим формулу 

У ' ( а ; о , . . . , х „ ) ^ ГД Д К ( ; ) = Га ,0)&М(а: . ) = М(а^)Л 

& Д (^хоа) = ''аоа))& Д ( « . П а у = 0 ) & ( ' у а , = 1У 

а также формулу ^ (у1 , . . . , у/ь), полученную из 'ф{хо,... , ж») подстановкой 
-»»• 

вместо x^ термов у , г ^ п. Очевидно, что 21 [= (р{ао,... ,а„ ) и 21 |= 
^ ( 6 1 , . , . , 6„) , Покажем, что формула (р{у1,... , Ук) будет полной в Т11(21). 
Достаточно показать, что теория {«^(сь . . . , с^[.)}^ТЬ(2^) полна в сигнатуре 
а и {с1,... , } . Для последнего достаточно показать, что (55,С1,... ,с;^) |= 
ТЬ(2^)^V?(с1, . . . ,С)к) влечет (<В, с ь . . . , С)̂ ) = (21,61, . . . , 6 * ) -

Пусть ^ с^', » < п. Тогда (<В, Л^,... , Лп) И ТЬ(21) У ф{<1о,... ,с1п)-
Значит, 05 = 21, элементы (1о,... ,йп не пересекаются, . ..и йп — 1® 
и М{йх) = М(а , ) для г > 1. Поэтому 05 нелокальна, а все элементы с?,, 
0 1, локальны. 

Покажем, что г .̂ = для любого г. Имеем = г<з. Пусть 1 < г < п 
и 7 е -Л^(а,) = М(<^^). Если формула сплошная, то ^а^{^) = 1 = т^.{з). 
Пусть формула У^ точечная. Если Гщ{з) < оо, то ^ 6 N{а^) ж ] € ^^. 
Следовательно, г^ДУ) = ГаД^'). 

Пусть ^а^{^) = оо. Тогда для любого 1^1 либо ^ ^ М(а^) (следо
вательно, г̂ /Д '̂) = 0), либо ] € N{а^) и Га^(Я < оо. Поэтому ] е 
и ^^1(3) = ^аДЯ < 00. Кроме того, 3 6 М(а, ) и Га^{з) < оо, откуда 
3 е 1ож гл^{з) = Гао(У) < 00. Следовательно, гф) = Г(^„и..у^^)^^Д;) = 
^1ф1'гЛ1{з) < 00. Однако г^вО) = Г21(У) = оо, поэтому г^Д;) = оо. 

Таким образом, = Гц,- для любого г ^ 1. Элементы а̂  и д,^ локаль
ные. Следовательно, (̂ ,) = (а,) по теореме 4 [10, с. 44]. 

Докажем теперь, что = г̂ ^̂ . Имеем 

ао = 01 и . . . и а „ , бо = ^1 и • • • и &п, 

м ( а 1 и . . . и а „ ) = М(б1 и . . . и б „ ) , = г(в. 

Поэтому Гао(; ) = Г(/р(;) для^ ^ М ( а 1 и . . . и а „ ) . Пусть; е М ( а 1 и . . . и а „ ) = 
и,-^1 М{а^). Если ГаД^) = 00 для некоторого г ^ 1, то ^а^{з) < оо, 3 е Хо 
и »*с/оО) = ^ао(Я- Пусть ГаД^') < 00 ДЛЯ любого г ^ 1. Тогда 

гв1и...иап(>) = 2|>1^аДЯ = и^и.^лМ < ^а(^) = ^*8(^)-

Если г^{з) = оо, то Гао{з) = оо, г«8(;) = оо и г^^{з) = оо. Если г^{з) < оо, 
то ^ао(^) = Мз) - Га1и„.иаЛЛ = " -̂г̂ гУ-.-айпО) = с̂̂ оО')- Таким 
образом, мы доказали, что г^о = г^ .̂ Однако 21 = 05, 21 = (ао) X (а1 У 
. . •. У а „ ) , 05 = (</о)(<'1 У . • • У (1п)- Кроме того, 01 У . . . У а „ и 6̂ 1 У . . . У с/„ 
локальны. По теореме 1.2 (оо) = (</о)-

Итак, (а^) = (< ,̂) для любого I . В силу предложения, доказанного в 
введении, имеем (21,09,... , а») = (03,1^0,... , Лп)-
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Заметим, что 6 1 , . . . ,6^ термально выражаются через ао,.. . ,ап, а 
С1,... ,С(. — через (1о,... ,(1п, причем таким же образом, как и 6 1 , . . . , 6;̂  че
рез ао, . . . , Оп. Следовательно, (21,61, . . . , 6^) = (®, сь . . . , Ск). Мы доказа
ли этот факт, предположив, что (18, С1,... ,0^) [= Т11(21) У {</э(с1,... , Ск)}. 
Значит, теория Т11(21) У {<^(с1,... ,Ск)} порождает полную теорию и фор
мула (р(х1,... ,Хк) полна в ТЬ(21). Таким образом, на любых элементах 
Н->--- •>^к € 51 реализуется формула (р(х1,... ,Х1.). Следовательно, 21 — 
простая модель. 

В случае локальной алгебры 21 рассуждения упрощаются: все а,, О < 
г < тг, локальны. Определим ^^, г ^ 1, так же, как в случае нелокальной 
21, а Хо — как все другие X^. Положим 

хо, . . . ,хп) (Л( Л (^-ДЯ = ^аЛ^))^М^x^) = М{х,) = М ( а . ) ) ) 

к (/\{а^па^ = 0)) к (\^а^ = л. 

Далее доказательство такое же, как в случае нелокальной 21, только ао 
рассматривается как и другие а,-, 1. Теорема 2.1 доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2.1. Условие (а) теоремы 2.1 необходимо, чтобы /-алгебра 
была простой моделью. Именно, для любого разложения 21 = 05 X (2̂  про
стой /-алгебры 21 если (С локальна, то для любого I € равенство 
г^{1) = оо влечет г^(^) < оо. Действительно, пусть ^ — простая модель, 
21 = 05 X с:, С локальна, С е N{€), = оо и г$з(^) = оо. Тогда для 
некоторого ^-простого элемента а е 21 имеем Га{1) = оо и Га(^) = оо. 

Пусть (р{х) — полное предложение, |= (р{а) и т е N такое, что 
(р{х) устойчива относительно т-эквивалентности. Рассмотрим ^-простой 
элемент 6 < а такой, что Г},{1) = 2"*. Тогда (а) =т (Ь) и (а) X (а) =т 
(а) X (6). Поскольку Га{1) = оо и элементы а, Ь ^-простые, имеем гд̂  = 
Га = г^иь- Б силу теоремы 1.1 21 = (о) = (а У 6). Поскольку (а) =„1 
(б) и (а) X (а) =ш (а) X (6), получаем (21, а) =т ( ( « У 6), 6) и 21 |= (р{а). 
Следовательно, ((аУб),6) ^ ^{Ь). Таким образом, ((аУб), 6) |= ТЬ(21)У<^(6). 
Однако ((а У Ь),Ь) ф. (21, а), так как Га(^) — оо ф 4(1) = 2"*. Мы пришли 
к противоречию с тем, что (р{х) — полная формула. Значит, 21 — не 
простая модель. 

Теорема 2 . 2 . Для любой естественной функции г существует про
стая модель 21 такая, что = г. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Заметим сначала, что при доказательстве теоре
мы 2 [10, с. 24] и теоремы 5 [10, с. 44] для каждого тг 6 N была построена 
простая модель 01„ |= Уп(1). (В теореме 2 [10] рассматривался случай 
одного выделенного идеала и использовалось обозначение (х » , /) вместо 
обозначения ОТ»? введенного здесь. Случай А выделенных идеалов — тео
рема 5 [10] — аналогичен). 

Здесь мы воспроизведем построение модели ОТ такой, что Г(л = г, и по
кажем, что построенная модель простая. Определим последовательность 
21п, тг € М(г) , следующим образом: 
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21„ ^ 9Т„, если п € М{г) и п ^ ^{г); 
21» ^ ОТп X . . . X ОТп — ''(та) раз, если та € Л^(г) и г(та) < оо; 
21„ — б<;-смешивание (см. [10, с. 25] либо [9, с. 328]) счетного числа 

экземпляров 0Т„, если та € N(^) и г(та) = об; причем 1^ ^ 121» 
формула Уп 7-идеальна для У < А. 

, если 

Из определения и свойств и;-смешивания [9, 10 вытекает 

Предложение 2.1. Если 21 — ш-смешивание 1-алгебр 21 п; ТО для лю
бого элемента а найдется число ^ 6 N такое, что либо а < У^^^ и 

а ^ 1^3 при 3 > I, либо а < У -̂̂ ^ и а ^ 1̂ > яри з > I. 

Если г локальна, т.е. М ( г ) конечно, то полагаем 21 ̂  П„^д^^^^21». То
гда 21 простая. Действительно, пусть а € 21, а = игаеМ(г) п̂? где а„ е 21». 
Если Га(^) = сю для некоторого ^ е М{а), то з Е N{а^) ж г-дД )̂ = оо для 
некоторого г € М{г). Если ГдДг) < оо, то по построению 21̂  существует 
элемент с 6 ОТ,- такой, что 7'с(^) = оо и ^ € N{0). Поэтому У^ <С У, и 
г̂ <п^^ (̂̂ ) = оо. Мы пришли к противоречию с тем, что модель ОТ, про
стая. Следовательно, т*аДг) = оо. Но тогда элемент а, будет г-простым, 
поскольку о, Е 21,-. Таким образом, 3 = г, так как 3 Е Поэтому 
3 Е N{т) и Г21^(Я = О, ^1а,Дд.(7) < оо при та ф 3, поскольку 3 = г Е М{г). 
Отсюда заключаем, что Га{з) < оо. Значит, модель 21 простая. 

Пусть функция г нелокальна. В этом случае в качестве 21 берем 
ы-смешивание /-алгебр 21». Определяем для тех 1^,3 ^ А, для которых 
Уп будет ^'-идеальной при произвольным образом. Полагаем 1^ Е /у либо 

Покажем, что модель 21 простая. Пусть а € 21, Та{з) = оо для 3 Е N{0) 
и элемент а локальный. Тогда а Е П„ем(г)21» для некоторого I. Как дока-

зано выше, 3 Е М{г). Поэтому Г(21^{з) — О для всех п ф 3, следовательно, 
найдется ^-простой элемент а^ ^ а такой, что г {3) < оо. Значит, 

1 •» 
^а(^) < 00. По теореме 2.1 модель 21 простая. Теорема 2.2 доказана. 

Следствие 2.1. Для любой естественной функции г существует про
стая модель 21 такая, что = г, и выполнено равенство 

3 ^ А I 1^ е = ^ А \ з-идеальна для любогоп Е М(г)}. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.1. Естественная функция г называется идеально опре
деленной, если для любого ^ ^ А найдется число та Е М{г) такое, что 
формула V» ^'-неидеальная. 

Следствие 2.2. Если нелокальная естественная функция г не явля
ется идеально определенной, то существуют простые модели 21 и 05 такие, 
что Га = = г и 21 ̂  05. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть для ^ ^ А и любого та 6 М{г) формула V» 
является ^-идеальной. Рассмотрим построение простой модели с харак
теристикой г в теореме 2.2. Пусть 21 и *В — а;-смешивания /-алгебр 21», 
та Е М(г), причем 1^ Е /у, 1® ^ /у. Тогда модели 21 и 05 простые, но 
215^ 05. Следствие 2.2 доказано. 
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Следствие 2.3. Если для нелокальной естественной функции г най
дется т е М{г) такое, что формула Ут сплошная либо г{т) = оо, то 
существуют простые модели 21 и ^ такие, что 7"21=г<з=:ги21^05. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть тп е М{г) и формула Ут сплошная либо 
г ( т ) = оо. Рассмотрим построение простой модели для г в доказательстве 
теоремы 2.2, а именно последовательность Положим 

тп-
Пусть 21 — ы-смешивание 21» и 03 — а;-смешивание 05„. Нетрудно про
верить, что тогда = г«8 = г. Из доказательства теоремы 2.2 видно, 
что модель 21 простая. Аналогично доказывается, что модель 03 простая. 
Заметим, что 21 \ (Зг) 

( (г ш-простой )кгг{т) = 0). 

В качестве г можно взять 1 ^ . Кроме того, 

03 1= -|(3г)((г т-простой) & Г2(т) = 0). 

Действительно, если элемент г т-простой, то он локальный, а г — не
локальный. По построению 03 легко проверить, что если 6 € 03 6-нело-
кальный, то г^(т) = оо. Таким образом, 21 ̂  03. Следствие 2.3 доказано. 

Следствие 2.4. Для любой естественной функции г существует про
стая модель 21 такая, что любое разложение 21 03 X (Г удовлетворяет 
следующим условиям: 

(а) если 03 локальна, то для любого (. € Ж(03) равенство Г(^{1) = оо влечет 

(б) если 03 нелокальна, то С локальна. 

Следствие 2.5. Если булева алгебра 21 суператомна, то ТЬ(21, /) име
ет простую модель для любого идеала / С |21 . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть 21 суператомна, / С |21|, (03,/) — простая 
модель и ^(<8,7) = (̂21,/)- ^ силу следствия 2 [9, с. 343] имеем тождество 
(21, /) = (03,7). Поэтому (03, /) — простая модель теории ТЬ (21,/). След
ствие 2.5 доказано. 

Следствие 2.6. Если 1-алгебра 21 локальна, то ТЬ21 имеет простую 
модель. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О следует из теоремы 2.2 и теоремы 4 [10, с. 44 . 

Таким образом, у /-алгебр 21 с достаточно «маленькой» характеристи
кой Га теория ТЬ 21 имеет простую модель. Таким же свойством обладает 
/-алгебра с самой большой характеристикой. Действительно, нетрудно 
доказать, что существует (единственная) естественная функция г™*^ та
кая, что г' :̂  г^^^ для любой естественной функции г', где г™^^ однознач
но определяется свойством г^^^{п) ф О для любого тг € N. 

Следствие 2,7. Пусть функция г такая, что г(тг) ф О для любого 
тг 6 N. Тогда 
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(а) ДЛЯ любых 1-алгебр 21, *В если гд̂  = г$з = г, то 21 = Ш; 
(б) для любой I-алгебры 21 если = г, то ТЬ.^ имеет простую модель. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О , (а) Пусть щ = тг^ = г, т е N. Докажем, что 
21 =т 05. В силу следствия 1(в) [13, с. 451], найдутся конечно аксио
матизируемые /-алгебры 211, ®1 такие, что 21 =т 211 и 05 = т 051. По 
определению функции г имеем гд̂ ^ < г = г<з и г«з^ ^ г = г<^. Ввиду ко
нечной аксиоматизируемости 211, ^ также теоремы 1(4) [13, с. 450] и 
аналога леммы 6 [10, с. 19, 44] для случая Л выделенных идеалов мож
но найти 212, Щ и 052, ®3 такие, что 21 = 212 х 21з, 05 = 052 х 
211 = 05з и 051 = 21з- Поэтому 21 = 051 х 212 и 05 = 211 х 052- Кроме 
того, гщ = Га = г и г«32 = = г. В силу теоремы 1.1 21 = 212 и 
<В = 052. Поэтому 211 =т 212 и 051 =т ^2- По лемме 2(в) [13, с. 442 
21 = 051 X 212 = ш « 2 X 211 ^ 211 X 052 = т.е. 21 =т 05. 

Итак, для любого т Е N имеем 21 =т 05. Следовательно, в силу 
предложения 1(а) [13, с. 439] 21 = 05. 

(б) Доказательство следует из утверждения (а) и теоремы 2.2. 
Следствие 2.7 доказано. 

Следствие 2.8. Если 1-алгебра 21 — простая модель, 21 = ОЛ X ОТ и 
ШТ — локальная 1-алгебра, тоШ — простая модель. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Поскольку 21 — простая модель, в силу замечания 
2.1 21 удовлетворяет условию (а) теоремы 2.1. Нетрудно заметить, что 
этому условию удовлетворяет также /-алгебра Ш. Поскольку ШТ локаль
на, условие (б) теоремы 2.1 для нее выполнено автоматически. Таким 
образом, Ш — простая модель. Следствие 2.8 доказано. 

. §3. Теории, не имеющие счетно насыщенной, модели 

В этом параграфе мы рассмотрим теории, имеющие простую модель, 
но не имеющие счетно насыщенной модели. 

Предложение 3.1. Пусть для естественной функции г существует 
бесконечное множество Ь С М{т) такое, что V^, г 6 /, попарно неза
висимы. Тогда не существует счетно насыщенной модели ОТ такой, что 
г^ = г. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть ОТ — счетная /-алгебра п гщ = г. Тогда 
Ь С Л/(ОТ) и все У{, г 6 I, попарно независимы. Рассмотрим формулы 
ф^(х) ^ (Зу < x)V^{у), г € /. Пусть Н С I. Положим 

^н{х)'=^{'ФМ I Я } и {-1^,(а;) I ^е 1\н}. 

Поскольку V ,̂ г 6 X, независимы, множество ТЬ(ОТ) У ^н^^) локально 
Следовательно, множество Т11(0Т) У ^н^x) совместно и существует тип 
Тц{х) Э 1н{^)-> совместный с ТЬОТ. Ясно, что если Н\ Н2, то типы 
Т2л^{х) и Тд^(х) различны. Множество / бесконечно, поэтому существу
ет континуум различных Я ^ / и, соответственно, континуум различных 
типов Ту{х), совместных с Т11(0Т). Таким образом, модель ОТ не счетно 
насыщена. Предложение 3.1 доказано. 
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Следствие 3.1. Если для I-алгебры 21 существует бесконечное мно
жество Ь С М(21) такое, что У{, г € X, независимы, то ТЬ(21) не имеет 
счетно насыщенной модели. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Если 21 = 05, то = гг^. Поэтому 05 не является 
счетно насыщенной. Следствие 3.1 доказано. 

Если 05 — булева алгебра, С = (05,/1,... ,/д), то /-алгебра называ
ется I-обогащением булевой алгебры Ш. В [21] анонсирована следующая 

Теорема 3.1. Если счетная булева алгебра 21 не суператомна, то су
ществует континуум ее I-обогащений (С с различными ТЪ.(^, имеющими 
простую, но не имеющими счетно насыщенной модели. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . 

СЛУЧАЙ 1: 21 не атомна. Тогда существует разложение 21 = 05 X б!, где 
алгебра 03 безатомна. Чтобы выделить идеал / в алгебре 21, достаточно 
его выделить в алгебрах 05 и XI. 

Определим множество М(05,-С). Для этого выберем некоторые фор
мулы А{х), В{х), С{х) и будем строить Л/(05,-С) из номеров п таких, что 
У„ > А,Уп > В, Уп > С либо Уп < Р {А,В,С}. Строение множества 
М иллюстрирует рис. 1. 

Па этом рисунке точки обозначают формулы, принадлежащие мно
жеству {Уп{х) I п 6 N} , линии — связь между ними. Например, пусть 
формула 5 построена непосредственно из формул Р, ^, Я (см. [10, §4]), 
т.е. для любого п € N если Уп Ф 8, тоУп < 8 тогда и только то
гда, когда либо Уп < Р, либо Уп < Я, либо Уп < Я. Тогда эту связь 

будем изображать при помощи диаграммы / \ Все формулы, 
\

находящиеся «выше» А, В а С, будем считать точечными. 
Предположим, что все формулы, находящиеся «выше» А, В, и С, явля

ются точечными. В качестве А, В, С возьмем следующие формулы: 

А{х) {хП11 =6)к{х фО)к{х безатомный) & Д (х 6 / ; ) , 

В(х) ^ (х//1 — атом)&;(жбезатомный) & Д(х 6 /у), 
^>^ 
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С{х) ^{0 ф Ж//хбезатомный) & (ж безатомный)& (Уг/ ̂  ж) 

(см. [10, с. 8 и § 4]; формулы рассматриваются с точностью до эквива
лентности в теории Г класса /-алгебр). 

Для произвольной функции е : N —̂  {0,1} (далее будем использовать 
обозначение е € {0,1}^) множество М{8,1) и рис. 1 изменим следующим 
образом: для п € N если е = О, то формулы А^, Я^ и связаны с 

^ '̂ ^^ формулы Ап, Вп и Сп связаны с Ап-1, Вп-1 и 
Если е(п) = 1, то Я^ и связаны с ^4«_1, и С^_^ так, 

как изображено на рис. 2. 

г^(п) 

О, 
1, 

Рис. 2 

Пусть 
^ {та I У„ < А^ , либо < Я ^ , либо У„ < 

либо Уп < В%1 для некоторого т 6 М}, 
1^ ±^ {п \ = Вт для некоторого ш 6 N1; Х^ С М*. 

Для та е N положим 
если та ̂  М^, 
если та 6 М^, К„ — сплошная формула, 
если та е /^ 
если та е М*̂  \, У» — точечная формула. 

Нетрудно доказать, что множество и функция естественные, N{^^) — 
X*, формулы V», та 6 Х^, независимы, М(г^) = и ^ г* при г ,1̂  

В силу теоремы 2.2 для каждого е € {0,1}^ найдется простая модель 
такая, что гг^е — г^. Согласно определению характеристики г модель 
будет безатомной. Кроме того, счетна. В силу предложения 1 [16, 

с. 30] <В^[^^= *В. Будем считать, что (после переобозначения) ^^\<тЬ= ®-

Обозначим через /-обогащение булевой алгебры С такое, что 1^ е 1^ 
для любого ^ ^ А. Это /-обогащение единственно. 

Положим ^ X €*. В силу следствия 2.1 найдется простая мо
дель Ш такая, что гда = г с* и 

I 00, 

0 < А 1 ^ е } 
= 0 ^ I У-идеальна для любого та е М(гс* ) } = А. 

Поэтому 1 ^ е Т^^ для любого ^ ^ А. Нетрудно доказать (см. [10, с. 20]), 
что равенство г^* = гда означает, что величина 

сЬ(С) = сЦЩМ^Цт) = (сЬ1(а1),сЬ2(а1),сЬз(^)) 
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есть элементарнал характеристика Ершова — Тарского булевой алгебры 
2, с. 22]. В силу теоремы 3 [2, с. 25] = и Й!* = Ш. Поэтому 

= 55с X ШТ. Обозначим ОТ̂  53^ х 2Н. Докажем, что 91® — простая 
модель. 

Если с111(С) < оо, то 1* локальна (см. [10, с. 20-22]). Поэтому Ш ло
кальна. Несложно проверить, что /-алгебра 91^ удовлетворяет условиям 
(а), (б) теоремы 2.1. Достаточно заметить, что если для п е N выполня
ется условие г^(п) = 00, то г«з«(гг) = О и если г«зс(п) — оо, то гда(п) = 0. 
Таким образом, 91® — простая модель. 

Пусть с111(Й )̂ = 00, п € N, а 1 , . . . ,а„ € ОТ®. Полагаем ±^ 
П 1® , с̂ , =̂;̂  П 1 ^ . Предположим, что заданы ш 6 N, форму

ла х(^1> • • • 1 ^т) и переменная у, не входящая в х (^ь • • • ̂  ^ т ) - Обозна
чим через х^(ж1> • • • •> Хт, у) формулу, полученную из х(х1,... , Хт) заме
ной V ка. у \ и кванторов Эг, Уг; на (Зь < у ) , (Уг; ^ у) соответствен
но. Очевидно, что для любь1х /-алгебры ОТ и ... ,рт Е N соот
ношение ОТ 1= Х^(Р1^ - • • •>Рт,р) выполнено тогда и только тогда, когда 
(р) ^ сЫ(р1,... ,рт). 

Поскольку модели 03®, Ш простые и С 1 , . . . ,с» Е 03®, с?!,... ,с „̂ Е 
9Л, найдутся полные (в теориях ТЬОЗ® и ТЬ Ш1 соответственно) формулы 
Ф(х1,... ,а;„), (р{у1,... ,у „ ) такие, что 

03® [ = ^ ( С 1 , . . . , с „ ) , Ш\=<р{(11,... ,ап). 

Обозначим 

Д ( г 1 , . . . , 2 „ ) ±^ (3 жь. . . , аг„, у ь . . . , у„, г?) 

( Д (-2̂ 1 = и У» & а?» ^ и & 2/| ^ V I & (г? — безатомный элемент) 

& Д ( « Е /^) & Л^ь ... , Хп, г ) & (^0(уь ... , у„, г;)). 

Очевидно, что ОТ® |= А (а1, . . . ,а „ ) , если Х{ с,-, у̂  с(,-, г; 1®'. 
Покажем, что А{г1,... , г » ) — полная формула. Пусть ОТ = ОТ® и ОТ |= 

А{91, ••• ,9п) для некоторых 5Ь • • • »Уп Е ОТ. Тогда найдутся р ь . . . ,р„, 
• • • чдп, и ^ ОТ, для которых выполнена бескванторная часть Д;ОТ = 

(и)X (й). Будем считать, что Р1, . . . ,Рп Е («) и 91,... , Е (й). Нетрудно 
доказать, что сЬ1(0Т|'<т6) = оо. Кроме того, элемент и безатомный, поэтому 
сЬ1((й)[о-Ь) = оо. Следовательно, (й) = 9Л [2, с. 25]. Покажем, что 
(г*) = 03®. Пусть (и) \= Ф для некоторого предложения Ф. Тогда 

ОТ И (Зг;)(Ф^(г;)&(г; безатомный) & Д(г;Е Тг)). 

Значит, существует элемент а Е ОТ® такой, что ОТ® |= Ф"(а), а безатомный 
и а Е /̂  для любого ^ < А. Поэтому а \® = а П 1 ^ Е /̂ , 1® \ = 
1® П а Е и оба эти элемента при ^ ^ А безатомные. Следовательно, 
элементы а \® и 1® \ локальны. Обозначим а' а У 1®*. Тогда 
(а ' ) = 1®* X (а \, а' = (а) X (1®' \) и V = Га = Г(^е. По теореме 1.1 
03® = {а') = (а). Кроме того, с111((а)|"а'^) = оо и (й) = ОЛ. Следовательно, 
(ОТ®,а) = (0Т®,1®') и ОТ® И Ф'^(1®'). Поэтому 03® >= Ф. Таким образом, 
мы доказали, что (и) = 05®. 
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Ввиду вышеизложенного 

{и) = ?В^ (й) = 2Л, . . . ,Рп,и), 01 И / ( 9 1 , • • • ,9» , 

Следовательно, (и) |= ф{р\,... ,Рп) и (й) 9(дь • • • , 9п)- Однако форму
ла ф{х\,... ,Хп) полна в теории ТЬОЗ® = ТЬ(и), а формула (^(уь... ,?/») 
полна в теории ТЬОЛ = ТЬ(й). Поскольку 03̂  |= ^(сх,... ,с„ ) и ОЛ |= 
</?(_сг1,... ,д,п), имеем (03®, сх,... ,с„ ) = ((и),рх,--. ,Р7г) и (0Л ,(^1,.. . = 
((м), дх,--- ,9п)- Поэтому 

(01^, Сх,... ,С„, С^х,--. С̂̂ п) = (ОТ, рх,-.- ,Ртг, 9 1 , - • • ,9п), 

(ОТ̂ , ах,... ,а„ ) = (ОТ, ̂ х,-- - ,9п)-

Итак, мы доказали, что для любых модели ОТ = ОТ® и элементов 
91-,-- ^Зп Е ОТ соотношение ОТ |= Д(дх^-- - чЧп) приводит к следующему 
тождеству: (ОТ, дх,... , 9п) = (01®, ах,... , а„ ) . Поэтому Д(2х , . . . , г „ ) — 
полная формула в теории ТЬОТ®, истиннал на ах,... ,а„ 6 ОТ®. Следова
тельно, на любом кортеже формула ах,... ,а„ € ОТ® истинная и полная в 
ТЬОТ®. Мы доказали, что ОТ® — простая модель. 

Таким образом, для любого е 6 {0,1}^ и любого значения характе-
ристки сЬх(<21) существует /-алгебра 2^ и простая модель ОТ® = 2̂® = 
03® X «2̂ *, где XI® [<т^ = 03 х = 21. Как отмечалось выше, ф ж 
М® / при еф 6,8,6 е {0,1}^. Поскольку для любого 7 Е {0,1}^ 

П М{€*) = {{Офх безатомный&( Д ж Е Тг)}, 

имеем М(^3®) ф М{2>^) и Х̂® ^ 2^, е ф 6. Кроме того, для любого е Е 
{0 ,1 }^ существует бесконечное множество номеров попарно независимых 
формул /® С М® С М(Л®). В силу следствия 3.1 при любом г Е {0 ,1 }^ 
теория ТЬХ1® не имеет счетно насыщенной модели. 

Таким образом, если булева алгебра 21 не атомна, то существует кон
тинуум /-обогащений 21 с различными элементарными теориями, имею
щими простую модель, но не имеющими счетно насыщенной модели. Слу
чай 1 рассмотрен. 

С Л У Ч А Й 2: 21 атомна, но не суператомна. Из теоремы 1 [17, с. 33 
вытекает, что найдется счетный ординал а такой, что 21//"^ атомна для 
любого ^ < а, Ра не атомна [Р^ — /9-й идеал Фреше). Кроме того, 
найдутся /-алгебры 03 и (Л такие, что Ш/Ед безатомная и 21 = 03 х б̂ . 

Рассмотрим конструкцию для случая 1. В качестве А{х), В{х), С{х) 
возьмем следующие формулы: 

А(х) ^ (ж — атом)&(ж ^ /х) & Д (а̂  Е Т^), 

В{х) ^ (ж//х — атом)&(х атомный)&(Уу ^ х){->А{у))к Д (ж Е /^), 

С(ж) ±^ (о ф ж//х безатомный)&(ж атомный)& Д (ж Е /^). 
» 1 
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Все остальное оставим без изменений. Точно так же для е Е {0,1 }^ опре
делим М®, X® и г®. 

Далее мы модифицируем доказательство теоремы 2 [10, с. 24] (в ци
тируемой теореме изучается случай одного выделенного идеала, однако 
идеалы при ^ > 1 нас здесь не интересуют, поскольку у нас всегда 
будет 1 е для С > 1). Для каждого т € N возьмем /-алгебру 21*" 
такую, что 21"*Со-* ^ <8 и 1^ "̂* 6 / ] " для ^ ^ А. В качестве (хт,/"^) возь
мем 07-смешивание 21"*, ш 6 N, а в качестве (жз,/^) — г/-смешивание 21"*, 
т 6 N (см. шаг О [10, с. 27]). Остальное в доказательстве теоремы 2 [10 
оставим без изменений. 

Заметим, что если /-алгебры 21"* такие, что 21"* [<7^ = Ъ для любого 
ш € N, и 21* есть а?-смешивание (77-смешивание) 21"*, ш Е К, то 21*//]^ 
атомна для любого /3 < а, а 21*//"» безатомна. Поэтому (см. упраж
нение 3 [16, с. 34]) 21* [а^ = 05. Следовательно, указанная модификация 
доказательства теоремы 2 [10, с. 24-39] для каждого е € {0,1}^ строит 
/-алгебру *В® такую, что г<зе = г® и 05® [сг* = 05. 

Будем считать, что (после переобозначения) 03® \аЬ = ®. Рассмотрим 
/-обогащение (V булевой алгебры С : 1*̂  & при ^ ^ А. Положим И® ^ 
05® X €*. Нетрудно заметить, что (С* локальна {г,г*{п) ф О только для 
формулы Уп{х) = (ж — атом)& Д^^д(ж € /^)). Поэтому г̂ г̂ = г^^е. По 

теореме 1.1 XI® = 05®. Следовательно, Х̂® ^ Л* при е ф 6. 
В силу следствия 2.1 для каждого е найдется простая модель ОХ® такая, 

что Гд̂ е = г® и 
0 ' ^ А 1 ^ 6 / ] ^ } 

= ^ А I Уга ^-идеальна для любогоп 6 М(г®) } — А \, 

т.е. 1 ^ € / ^ для любого ^ > 1. 

Лемма 3 . 1 . Для любых е € {0,1}^ и 1-алгебр ОЛ, 01 таких, что гда = 
г*)х = г®, из условий 1 ^ € /1"̂ ^ и 1 ^ € 1^ при 1> 1 вытекает ОЛ = 01. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть е € {0,1}^. Для п € N обозначим 

М® ^ { т I = А® , либо Уш = Я®, либо Ут = С® 

ЛИбоУш = ^п }? Р('^) ^ ^ п -

в силу определения последовательности формул Уп (см. [10, с. 37, 38]; 
там аналогичные формулы обозначаются У^ , где т — число выделенных 
идеалов), точнее, в силу свойств последовательности множеств Кп [Ю, 
с. 9] нетрудно доказать, что М® = {тп е М® | р{п - 1) < т ^ р(^)} 
для любого тг е N. Из последнего соотношения легко заметить, что для 
любых тг 6 N, /-алгебры ОТ такой, что г<л = г®, и элемента а 6 ОТ имеют 
место следующие утверждения: 

(а) если Га{т) = О при р{п) < ттг < р{п -\- 1), то Га(тп) = О для любого 
т > р{п); 

(б) если Га{т) ф О и р{п -}- 1) < тп ^ р(7г -Ь 2), то Га{к) ф О для любого 

А;€ (М®\Х®)Пр(п). 
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Пусть ШТ, 91 — /-алгебры и гда = = г®. Покажем, что ЯЛ = По
строим критерий эквивалентности 9Л и ОТ [13, с. 441] . Полагаем 

5 ^{{х, у,к,п) I ^ < п, ж 6 ОЛ, у Е 01 и для любого I ^ р{2{п -к)+ 2) 

либо (гМ = гу{1), либо г:,(^) ^ 2 " - * и Гз,(/) ^ 2"-* ) } . 

Покажем, что 5 — критерий эквивалентности. Для этого проверим вы
полнение условий критерия (см. введение). 

1. Выполнено по определению. 
2. Имеем го(^) = О для I Е N и (1,1,0,п) € 5", так как гда = 
3. Если (ж, у,к,п) Е 5, то ж = О и Гх = О равносильны [10, с. 8, 35 . 

ЗАМЕЧАНИЕ 3.1. Па с. 8 [10] в определениях базиса и квазибазиса, п. 1 
допущена опечатка. Следует читать (Уж ф 0)(У,'^)^;(3-г)(г < ж&У,(2г))), т.е. 
если X ф О, то Гх Ф 0. Эти условия равносильны условию Гу = О и у = 0. 
Для любого I > 1 имеем же у Е Тг- Включение ж 6 /1 равносильно 
равенству Гх(1) = О для любого У^(ж) = Г{х) е {А(ж),Б(ж),С(ж)}, что 
равносильно у € / 1 . 

4. Пусть {х,у,к,п) е 8,к<пиО<а<х. Возможны три случая. 

СЛУЧАЙ 1: найдутся € ^2{п-к)+2 ^а-кие, что ̂ а{^) Ф О и '''х\а(я) Ф 
0. Заметим, что формула точечная, Гх{С) < 1 для любого ^ 6 Х® и 
2п-к ^ 2. Поэтому найдется 6 < у такое, что ^{,{^) ф О, Гу\ф{д) ф О 

и гь{1) = Га (^ ) , Гу^^1,{г) = г^\М ДЛЯ любого ^ € X® П р{2{гГ^) + 2). 
Нетрудно заметить, что тогда {а,Ь,к -\- 1,п), {х\а,у\Ь,к -\- 1,п) Е 5. 

СЛУЧАЙ 2: ^x{^) Ф О для некоторого * е -^2(п-*;)-|-2' ^^^^^ Щ(п-к)-\-2 ~ 

0 либо М(ж \ П ^2{п-к)-\-2 ~ ^' ограничения общности считаем 
М(а ) П ^2(п-*;)-|-2 ~ ^ ' "^^^^^ элемент а локальный. Для € 6 N полагаем 

' тш{га (^ ) ,2« - * - 1 } при I е N { 0 ) , 
1, если I 6 М(а ) и У^ сплошная, 

. оо, если I е М(а ) \{0) и точечная. 

Нетрудно доказать, что г* — локальная естественная функция, г* < г̂ , и 
найдется 6 < у такой, что = г*. Тогда Ту\ф{%) 7̂  0. В силу построения 
М® и точечности У ,̂ ^ € /®, имеем (а, 6, А:-|-1, п), (ж \у \, А;-|-1, п) е 5. 

СЛУЧАЙ 3: М(ж)П •Л/|(„_]ь)+2 = Тогда М(у)П М|(„_д.)^2 = ^ и ж, у 
локальные. Используя аналог леммы 6 [10, с. 19] для случая Л выделенных 
идеалов и действуя как при доказательстве теоремы 1 [10, с. 23, 24], можно 
найти элемент 6 ̂  у такой, что (а, 6, А: + 1,7г), (ж \у \, А: -Ь 1, п) Е 5'. 

Итак, найдется 6 < у такой, что (а,6,А;-Ь1,п),(ж\а,у\6,А;-|-1,гг) 6 5*. 

5. Рассматривается так же, как 4-

Мы доказали, что 5 — критерий эквивалентности ОЛ и 01. Согласно 
лемме 1(а) [13, с. 442] имеем ОЛ = 01. Лемма 3.1 доказана. 

В силу леммы 3.1 01® = XI®. Итак, для каждого е Е {0,1}^ мы по
строили /-обогащение -С® булевой алгебры 21, для которого существует 
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простая модель 91® = 3̂®. Кроме того, г^е = г«зг = г®, поэтому существу
ет бесконечное множество X® С М(^2®) = М(г®) такое, что г Е Х®, 
независимы. По следствию 3.1 ТЬХ1® не имеет счетно насыщенной моде
ли. Наконец, поскольку г^е = г® и г® г* при е ф 6, имеем €® ^2^. 
Таким образом, мы построили континуум /-обогащений 21 с различными 
элементарными теориями, имеющими простую модель, но не имеющими 
счетно насыщенной модели. Теорема 3.1 доказана. 
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