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Введение 

В теории конструктивных моделей одной из основных проблем являет
ся проблема существования (сильной) конструктивизации у заданной мо
дели [1, с. 300]. Для различных классов моделей этот вопрос исследовался 
многими авторами. Ю. Л. Ершовым доказана теорема о ядре [1, с. 326], 
которая позволяет переносить конструктивизации алгебры на ее «замы
кание» (алгебраическое и вещественное замыкания, пополнение группы и 
т .д . ) . В [2, 3] найдены критерии сильной конструктивизируемости одно
родной модели. В [4, 5] доказана сильная конструктивизируемость любой 
счетной модели категоричной разрешимой теории. 

Указанная проблема изучалась и для конкретных классов алгебр: по
лей, линейных порядков, булевых алгебр и т .д . В частности, доказана 
сильная конструктивизируемость алгебраически замкнутого поля [5, 6]. 
В [7, 8] получен критерий (сильной) конструктивизируемости суператом
ных булевых алгебр. Доказано, что любые счетная насыщенная и простая 
булевы алгебры конструктивизируемы (см. [8, 9]). 

Большой интерес представляет характеризация (сильно) конструкти-
визируемых групп. А. И. Мальцевым в [10] описаны конструктивизиру-
емые абелевы группы без кручения ранга 1, случаи конечных и любых 
рангов рассмотрены соответственно в [И, 12]. В [13] даны достаточные 
условия конструктивизируемости абелевых р-групп, а также доказано, что 
ульмов тип конструктивной абелевой р-группы есть конструктивный ор
динал. В [14] найдены критерии сильной конструктивизируемости абеле
вой р-группы в терминах порождающих и определяющих соотношений. 

По теореме Ульма [15, с. 79] каждая счетная редуцированная абелева 
р-группа однозначно определяется числовыми инвариантами. Ю. Л. Ер
шов обратил внимание автора на важность нахождения критериев в тер
минах этих инвариантов для (сильной) конструктивизируемости абеле
вой р-группы, имеющей конечный ульмов тип. В [14, 16-19] получены 
такие критерии для абелевых р-групп, ульмов тип которых не превосхо
дит 2. Автор предложил конструкцию, описывающую конструктивизиру-
емые абелевы р-группы с конечными ульмовыми типами через наличие 
специальных обобщенно вычислимых функций. С. С. Гончаров высказал 
гипотезу о возможности упрощения доказательства посредством устано
вления связи между степенями конструктивизируемости группы и ее фак
тор-группы, которая позволяет по индукции получить общий критерий 
конструктивизируемости через указанные инварианты. Доказательству 
этой гипотезы и нахождению критерия в этих терминах и посвящена эта 
работа. 

Результаты работы анонсированы в [20, 21]. 
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План статьи следующий. В § 1 приведены вспомогательные сведения. 
В § 2 сформулированы основная теорема и ее следствия. В частности, 
в следствиях 2.1-2.3 даны критерии (сильной) конструктивизируемости 
абелевой ^э-группы, ульмов тип редуцированной части которой конечен. 

Остальные параграфы работы посвящены доказательству основной 
теоремы 2.1. 

Автор выражает благодарность Ю. Л. Ершову и С. С. Гончарову за 
постановку задачи и полезные обсуждения. 

§ 1. Определения, обозначения и некоторые результаты 

В статье используются общепринятые определения и обозначения (см., 
например, [1 , 8, 15, 22-24]). Поясним лишь некоторые: N — множество 
натуральных чисел; р — простое число; 2рп — циклическая группа поряд
ка р " ; 2роо — квазициклическая р-группа; 2 ^ — счетная прямая степень 
группы 2роо; Х), ф — прямые суммы; (жо,. . . , и [(жо,... , 

^0^ Х п - 1 \ номер п-ки упорядоченная п-ка чисел ж,- Е ^V, г ^ гг — 1; 
чисел (жо,. . . , ж „ _ 1 ) в некоторой геделевской нумерации всех конечных 
наборов натуральных чисел; У — подмножество множества натуральных 
чисел; Е ^ , П^ , Ап — классы релятивизированной арифметической ие
рархии множеств; У^") — п-й скачок множества У; символ ^ означает 
равенство по определению, т. е. выражение а ^=^ Ь эквивалентно утвержде
нию «а по определению есть 6». Все числа, если не оговорено противное, 
принадлежат N. Области определения и области значений всех рассма
триваемых функций суть подмножества множества N. Зафиксирована 
канторовская нумерация пар натуральных чисел [23, с. 60 . 

Полагаем ( т , 7 г ) < (г,б) 4> [т,п] < [г^з]. На тройках чисел введем 
следующей порядок. Для^ = {к,т,п), г/ = {^,^,з), \^\ к-\-т-^п, полагаем 
^ < 77, если выполнено одно из следующих условий: либо |^| < \т]\, либо 

: 77 и тг > 5, либо 1̂  = |?7|, п = 3 и {к,т) < {г,з). 
Пусть 0̂ < 1̂ < • • • — последовательность всех троек чисел. Номером 

тройки ^„ назовем число п. 
Функция /(г , ж) называется з-функцией, если функция Аж/(г,ж) неубы

вающая и для любого г существует предел Ишх /(г , ж) = тп,. Если, кроме 
того, т о < Ш! < . . . , то / называется 81-функцией. 

Положим р / = {{т,к) 3*1 •••Н("^11 = = т^|^ = т & г1 < 
12 < . . . < ^к)}^ Пусть задана геделевская нумерация 7 всех формул 
21(г;о,... ,Vд-^) со свободными переменными ^ о , . . . 5 Е N, сигна
туры (Т, состоящей из одного символа «-Ь» двухместной операции. Под 
термином «группа» понимается в этой работе не более, чем счетная абе
лева р-группа. Отображение ь' множества N на группу Л называется ну
мерацией группы Л, а пара{у1, ̂ ') — нумерованной группой. Полагаем 

1)^(Л) = { ( т , п ) I А \= {ит = ип)}, 

= { ("1 , « О , •. • , % - 1 ) I А 1= Щищ,... , 
7 т = 21(^0,.-. , ^ 5 - 1 ) } . 

Пара (А,!^) называется (сильно) У-конструктивной группой, если су
ществует рекурсивная функция з{х,у) такая, что г/х г/у = 1'з{х,у), и 
множество (1)*(А)) В^СА) является У-рекурсивным. 
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Группа А называется (сильно) У-конструктивизируемой, если суще
ствует нумерация и группы А такая, что пара (А, и) (сильно) У-конструк-
тивная группа. Если У — рекурсивное множество, то вместо «У-конструк-
тивная» и «У-конструктивизируемая» пишем просто «конструктивная» и 
«конструктивизируемая». 

Пусть группа С есть ^р^* • Характеристикой Х(С) группы С на
зывается множество {{т,к) \ .. .{^.(щ^ = ... = = т к ц < 12 < 
• • • < и ) } - Для группы А через А^ обозначим ее подгруппу, состоящую из 
элементов бесконечной высоты. Положим А^ = А, А" = (А"~^)^, п > 1. 
Если п Е: N — наименьшее.число такое, что А" = О, то будем говорить, 
что ульмов тип т(А) группы А равен п. Пусть т(А) = п. Для любого г, 
г < 71, фактор-группа А' = А*/А'"^^ называется г-й ульмовой фактор-груп
пой группы А. По теореме Прюфера А* есть прямая группа циклических 
р-групп. По теореме Ульма [15, с. 79] счетная редуцированная абелева 
р-группа однозначно (с точностью до изоморфизма) определяется своими 
факторами А*. Все введенные выше понятия можно определить для лю
бого ординала. 

Приведем некоторые результаты, необходимые в дальнейшем. 

Теорема А. Пусть О — прямая сумма циклических р-групп неогра
ниченных порядков. 

(а) Группа О является У-конструктивизируемой в том и только том слу
чае, когда характеристика Х(0) принадлежит Т,2 и существует У-ре-
курсивная 31-функция / (г , ж) такая, что р/СХ(С). 

(б) Группа О сильно У-конструктивизируема в том и только том случае, 
когда характеристика Х(0) является У-рекурсивным множеством. 

Утверждение (а) для случая У = 0 доказано в [18]. Доказатель
ство общего случая есть релятивизация доказательства из [18]. Утвер
ждение (б) доказано в [17]. 

Теорема В . Пусть С — прямая сумма циклических р-групп. Груп
па С является У-конструктивизируемой в том и только том случае, когда 
существует У-рекурсивная з-функция / (г , ж) такая, что 

оо 
Иш /(г , х)= т{, 6' ~ 2рт^. 

1 = 0 

В [19] доказан более общий результат, чем теорема В для случая, когда 
У = 0 И . 

Теорема С. Пусть абелева р-группа О есть , где В — прямая 
сумма циклических р-групп. Группа О У-конструктивизируема в том и 
только том случае, когда характеристика Х(В) является Т,2-^ножеством. 

Теорема С при У = 0 доказана в [14]. 

Слеяствие А. Пусть У-конструктивизируемая группа А является 
прямой суммой циклических р-групп, порядки которых не ограничены. 
Тогда существуют У-конструктивизируемые группы Во и В1 такие, что 
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А = Во ® Вг и порядки элементов группы В{, г = 0,1, не ограничены в 
совокупности. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточность очевидна. Докажем необходимость 
при У = 0. Общий случай есть релятивизация этого доказательства. 
Пусть группа А конструктивизируема. По теореме А Х{А) € 112 ^ ' кроме 
того, существует рекурсивная 51-функция /(г , ж) такая, что р/ С Х{А). 
Положим 

^(г, х) = Л2г, ж), к{г, ж) = /(2г + 1, ж), (1.1) 

Мо = рд, М = Х{А), М1 = М\Мо. (1.2) 
Тогда 

рНСМг. (1.3) 

Покажем, что ЕЕг- Действительно, так как / является 51-функцией, 
имеет место эквивалентность 

ж € М1 О ж € М & У г < ж + 1 Э 2 / У г ^ у{д{г,2) ф ж). 

Поэтому в силу М 6 получаем 

М1 е Е§. (1.4) 

Пусть группа Б , , г — 0,1 является такой прямой суммой циклических 
р-групп, что Х{В{) = М{. Из (1.1)-(1.4) по теореме А приходим к требу
емому утверждению. 

§ 2. Формулировка основного результата и некоторые его 
следствия 

Цель работы — доказать следующий результат. 

Теорема 2.1. Пусть счетная абелева р-группа А не является прямой 
суммой циклических и квазициклических групп. Группа А (сильно) У-кон
структивизируема тогда и только тогда, когда ее подгруппа А^, состоящая 
из элементов бесконечной высоты, (У^^)-) У -конструктивизируема, а ее 
фактор-группа А/А^ (сильно) У-конструктивизируема. 

Доказательство основного результата и его следствий (см. ниже) бу
дет проводиться для случая, когда У = 0. Общий случай есть простая 
релятивизация этого доказательства. 

Следствие 2.1. Пусть А — счетная редуцированная абелева р-груп
па, имеющая конечный ульмов тип г (А) = п. Группа А сильно У-кон
структивизируема тогда и только тогда, когда существует система 
8-функций { /{{х, у) \ ^ п — 1} такая, что 

1) функция /,(ж,г/) (у(2*-1)-) У(^О-рекурсивна, где У~^ = 0 ; 

2) А» ~ Х)^^о ^^'".г, где \1тхМг,х) = т{г. 

В случае сильной У-конструктивности функция /о(ж, у) не зависит от у и 
Мх,у) < /о (ж+ 1, у). 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем для случал конструктивизируемости ин
дукцией по п. При тг = 1 следствие 2.1 есть теорема В. Пусть для всех тг, 
п < т, утверждение верно. Докажем его для п = т. Допустим, что груп
па А конструктивизируема. Тогда по теореме 2.1 подгруппа А^ будет 
0('^)-конструктивизируемой, а фактор-группа А^ — конструктивизируе-
мой. Ульмов тип т{А^) равен т п - 1 . В силу индукционного предположения 
получаем требуемое утверждение. Докажем достаточность. Пусть суще
ствует система «-функций {/{{х,у) | г < тп - 1} такая, что выполнены 
условия 1, 2. По индукционному предположению подгруппа А^ является 
0(^)-конструктивизируемой, а по теореме В группа А^ — конструктиви-
зируемой. Применяя теорему 2.1, получаем требуемое утверждение. 

В случае сильной конструктивности вместо теоремы В нужно приме
нить утверждение (б) теоремы А. Следствие 2.1 доказано. 

Следствие 2.2. Пусть абелева р-группа А равна С ф 2^, где С — 
редуцированная подгруппа, ульмов тип которой равен п. Группа А (силь
но) У-конструктивизируема тогда и только тогда, когда фактор-группа 
С*, г < тг - 1, является (у('^'~^)-) уС^^^-конструктивизируемой, а харак
теристика Х{С^~^) принадлежит классу (Т12П-1) ^2п ^ арифметической 
иерархии множеств. В случае сильной У-конструктивизируемости выше
приведенные условия при г = О и п = 1 нужно заменить на следующее: 
«С^ сильно У-конструктивизируема». 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем индукцией по тг. Рассмотрим сначала слу
чай конструктивности. При тг 1 следствие 2.2 есть теорема С. Пусть 
для всех п, п <т, утверждение доказано. Докажем его для п = т. 

НЕОБХОДИМОСТЬ. Пусть группа А конструктивизируема. По теоре
ме 2.1 подгруппа А^ — ф 2^ будет 0(^)-конструктивизируемой, а 
фактор-группа А^ = — конструктивизируемой. Ульмов тип т(С^) ра
вен т — 1 . Ввиду теоремы об иерархии [24, с. 403] и определения ульмовых 
подгрупп справедливы равенства 

Е Г ' " = Е Г + „ У ( 2 Р ' = у Р ( - + 1 ) ) , (сГ) ' = < ; . + 1 , ^,,,^€N. (2.1) 

в силу индукционного предположения получаем требуемое утверждение. 

ДОСТАТОЧНОСТЬ. Пусть фактор-группа С*, г < тп — 1, 0^^')-конструк-
тивизируема, а характеристика Х(С"^~^) принадлежит классу И2т-
(2.1) по индукционному препположению получаем, что группа А^ будет 
0(^)-конструктивизируемой. По теореме 2.1 группа А конструктивизиру
ема. 

Докажем следствие для случая сильной конструктивизируемости. 

НЕОБХОДИМОСТЬ. Пусть группа А сильно конструктивизируема. Вви
ду разрешимости теории ТК(А) группы А характеристика Х(А^) рекур
сивна. Следовательно, в силу утверждения (б) теоремы А фактор-группа 
А° сильно конструктивизируема. По теореме 2.1 подгруппа А^ = С^ф2^ 
будет 0(^)-конструктивизируемой. Применяя доказанную часть следствия 
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В случае конструктивности к группе А^, получаем требуемое утвержде
ние. 

ДОСТАТОЧНОСТЬ. Пусть фактор-группа А^ сильно конструктивизиру
ема, фактор-группа С% 1 ^ г < т - 1, является 0(^*~^Ьконструктивизи-
руемой, а характеристика Х{С'"^~^) принадлежит Т,2т-1- доказанной 
части следствия и равенств (2.1) следует, что группа А^ будет 0(^)-кон-
структивизируемой. По теореме 2.1 группа А сильно конструктивизируе
ма. Следствие 2.2 доказано. 

Следствие 2.2 при гг = 2 в случае сильной конструктивизируемости 
доказано в 16 

Следствие 2.3. Пусть абелева р-группа А есть С ф 2^^, к < и, и 
пусть С — редудированная часть группы А, ульмов тип которой конечен. 
Группа А является У-конструктивизируемой тогда и только тогда, когда 
ее редуцированная часть С является У-конструктивизируемой. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточность очевидна. Доказательство необхо
димости проведем индукцией по п. Пусть группа А конструктивизиру
ема. Если п = 1, то С есть прямая сумма циклических р-групп. По 
теореме В достаточно построить рекурсивную 5-функцию / ( г ,х ) такую, 
что С ~ Х^^^о •̂ р'"» ? •̂̂ ^ 11111х/(г,ж) = ш,-. Используя конечность ранга 

делимой части группы А, требуемое построение функции / можно 
проводить аналогично доказательству теоремы В по конструктивизации 
группы А для подгруппы С. В случае п = I необходимость доказана. 

Допустим, что п = т 1 . По теореме 2.1 подгруппа А^ — ® 2^^ 
является 0 ( 2 ) -конструктивизируемой. Ульмов тип т [С^) равен т.. По
этому по индукционному предположению группа будет 0(2^-конструк-
тивизируемой. По теореме 2.1 группа С конструктивизируема. След
ствие 2.3 доказано. 

Следствие 2.3 в случае сильной У-конструктивизируемости верно для 
любой абелевой р-группы [14]. 

Следствие 2.4. Пусть А — (сильно) У-конструктивизируемая абе
лева р-группа, ульмов тип т(С) редуцированной части которой больше 
единицы (не обязательно конечный). Тогда существуют (сильно) У-кон
структивизируемые группы В\ Е такие, что А — В\ Е и группа Вх 
есть прямая сумма циклических р-групп, порядки которых не ограничены. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть А — конструктивизируемая группа. По тео
реме 2.1 подгруппа А^ является 0(^)-конструктивизируемой, фактор-груп
па — конструктивизируемой. Из условия г(С) > 1 вытекает, что 
порядки элементов группы А^ не ограничены в совокупности. По след
ствию А существуют конструктивизируемые группы Бо и В1 такие, что 
А^ = Бо ф ^ 1 . По теореме 2.1 существует конструктивизируемая груп
па Е такая, что ~ А^, Бо- По теореме Ульма группы А к В1 ф Е 
изоморфны. 

Для случая сильной конструктивности доказательство аналогично. 
Следствие 2.4 доказано. 
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Легко показать, что группа В1 из следствия 2.4 не автоустойчива. То
гда конструктивизируемая р-группа, которая не является прямой суммой 
циклических и квазициклических р-групп, не автоустойчива. Автоустой
чивые абелевы р-группы описаны в [25, 26]. 

Следствие 2.5. Пусть ульмов тип редуцированной части С абелевой 
р-группы А конечен. Тогда конечная прямая степень группы А (силь
но) У-конструктивизируема в том и только том случае, когда группа А 
(сильно) У-конструктивизируема. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточность очевидна. Доказательство необхо
димости проведем индукцией по типу т(С) = п. Пусть группа А^*) кон
структивизируема. Докажем, что группа А конструктивизируема. При 
п = 1 этот факт непосредственно следует из теорем А, С и следствия 2.3. 
Докажем индукционный шаг при п = т-}-1, предполагая следствие выпол
ненным для т. По теореме 2.1 группа ( А ( * ) ) ^ = ( А ! / * ^ ^ будет 0(2) -кон
структивизируемой, а фактор-группа А(*^) ^ = (А^)^*^ — конструктивизи
руемой. По индукционному предположению группа А^ является 0(2)-кон-
структивизируемой, а группа А^ — конструктивизируемой. По теоре
ме 2.1 группа А конструктивизируема. 

Аналогично проводится доказательство в случае сильной конструк
тивности. Следствие 2.5 доказано. 

В [27] установлено, что для абелевых групп без кручения следствие 2.5 
не верно. Из результатов работы [14] вытекает, что в следствии 2.5 нельзя 
заменить к наш. 

Следствие 2.6. Пусть ульмов тип т(С) редуцированной части С 
группы А равен п, п < ш. Если Г4)уппа А сильно У-конструктивизируема, 
то для любого 3, 8 < п, фактор-группа А/А^ (сильно) У-конструктивизи
руема. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть группа А (сильно) конструктивизируема, 
5 < пи В ^ А/А^. Легко проверить справедливость равенств В* = А' при 
г ^ 5 — 1. Ввиду следствий 2.1-2.3 группа В сильно конструктивизируема. 
Следствие 2.6 доказано. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2.1. Достаточность доказывается в § 3-12. 
НЕОБХОДИМОСТЬ. Пусть группа (А,р.) (сильно) конструктивна. Со

гласно определению подгруппы А^ имеет место эквивалентность х € А^ <^ 
\/п'Бу(х = р^у). Поэтому подгруппа А^ будет ( 0 ( ^ ) - ) 0(2)-рекурсивной. 
Следовательно, она (0 (^ ) - ) 0(2)-конструктивизируема. Характеристика 
Х(А^) удовлетворяет следующему условию: 

{т,к)ЕХ(А)^ 

^ в группе А содержится сервантная подгруппа, изоморфная 2^ 

^ А 1= Зжо . &^р"*ж, = о & \ / ао . . . а ; ( ; _1 < р"^{У^.СЧХ{ = 0 
V 1=0 ^ ^-^» 

^(о^^x^ = 0)) & V 2/ ( 2 . щx^ ф о ^ р^^+^у ф ^ . а .х , ) ) . 
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Таким образом, если группа (А,/х) сильно конструктивна, то характери
стика Х{А^) рекурсивна. Согласно утверждению (б) теоремы А группа А^ 
сильно конструктивизируема. Если же группа (А,/А) конструктивна, то 

Х{А^) е (2.2) 

В [18] доказано, что если редуцированная абелева р-группа В конструк
тивизируема, то ее фактор-группа В^ также конструктивизируема. В 
доказательстве используется существование элемента д Е В бесконечной 
высоты такого, что для любого к Е В равенство рк = д влечет конечность 
высоты к. По условию теоремы 2.1 группа А не разлагается в прямую сум
му циклических и квазициклических р-групп. Следовательно, в группе А 
такой элемент д существует. Повторяя доказательство из [18], можно по
строить рекурсивную 51-функцию /(г, ж) такую, что р / С X ( А ^ ) . В силу 
(2.2) и теоремы А фактор-группа А^ конструктивизируема. 

§ 3. Основная конструкция 

Для доказательства достаточности условий теоремы 2.1 в случае кон
структивности нам понадобится следующее 

Предложение 3.1. Пусть даны 0(2) -конструктивная абелева р-груп
па (А^,!/) и рекурсивная 31-функция /(г,ж). Тогда существует конструк
тивизируемая абелева р-группа О, удовлетворяющая следующим услови
ям: 

(а) С1 ~ А 1 ; 
оо 

(б) о/о' ~ Е V ' ' 
1=0 

где т^ = Ишх /{г,х). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Д Л Я удобства ссылок мы разбиваем доказательство 

на пункты. 

/3.1/ Пусть (А1,1^) — 0(2) -конструктивная абелева р-группа. Тогда 
операция сложения «(ж, у), определяемая равенством их + 1/у = //5(ж,у), 
будет рекурсивной, а предикат равенства {(ж, у) | их = иу} — 0(2)-рекур-
сивным. Поэтому существует рекурсивная функция д{т,п,х,у), прини
мающая лишь значения О, 1 и такая, что имеет место эквивалентность 

ит = ип <^ \1т11тд(т,п,х,у) = 1. (3.1) X у 

Нам нужно построить группу О со свойствами (а), (б). Объясним «нефор
мально» как будем проводить это построение. 

По шагам ^ строится группа С = []^0*. Группа С* порождается эле
ментами вида ^, ^ € N, где ^ = (к, т , п), [^] ^ ^. Между элементами 
^ и Г) = {С,г,8), к ^ I, т = г Е - к ± е, п = 3 ± €, е = 0,1 вводятся со
отношения по следующему правилу: ^ = ту -Ф^ д{к,1,г,з) = 1. Тогда будет 
существовать предел И т ^ Ишп ^ = 6)Ь и группа, порожденная элемента,ми 
6̂ , г ^ А: - 1, будет изоморфна подгруппе {{иг \ ^к — I)) группы {А^,и). 
Чтобы было выполнено требуемое соотношение 2::гр({6;^ | к Е N})., по
ступаем следующим образом. Допустим, что элемент ^ определился на 
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шаге I. Тогда определяем числа и вводим определяющие соотноше
ния р^^* = ^, 6 = / ( ^ * , | * ) , с помощью которых добьемся чтобы элемент 6;̂  
имел в группе О бесконечную высоту. Далее, на каждом шаге будет опре
делена подгруппа Н* = {О^У, состоящая из элементов «^-бесконечной» 
высоты. Используя 51-функцию / на каждом шаге, мы добиваемся выпол
нения соотношения СУН* ~ Е { ^ р ё ' I [^] ^ О» где - Д ^ М О - Тогда 

/3.2/ в этом пункте доказательства опишем построение. Пусть сде
ланы ^ шагов, определены конечные группы С^,Е^,В* и В* С С*, О* = 
с ' ф Е*. Группа В^ порождается элементами вида (ж,у, г), х,у ,2: € N. 
При этом некоторые элементы {х, у, г) могут быть не определены и эле
мент (О, ж, у) всегда равен нулю группы В. Каждая тройка чисел бу
дет рассматриваться одновременно как элемент. Тройки чисел {к,т,п), 

I, г,б), (ж, у ,г ) , (ш, V), (А;о, т о , гго),... будут обычно обозначаться через 
, г/, X) 0̂? • • • соответственно. Если ^ и ту равны как элементы груп

пы В, то пишем С = т/; если же они равны как тройки чисел, то пишем 
С = Г]. На шаге I будут определены числа ги*, «*, V*, г ^ Элементы 
вида (г, и*, V*) будем обозначать через с*. Элементами бесконечной высо
ты группы О* на шаге ^ считаются по определению элементы подгруппы, 
порожденной элементами с*, г < ш*. Если на шаге I определен элемент ^, 
то будут определены элемент ^* и пара чисел | ^ Число называется 
использованным для подгруппы В^. Если / то число |^ на шаге 

1 считается освобожденным. На дальнейших шагах оно не использует
ся для подгруппы В*. Для элементов ^ и -существует число д такое, что 

= ^. Подгруппа С* порождается элементами вида На шаге * так
же определено некоторое множество натуральных чисел и группа Е^ 
задана кодом 

{ { 4 I к е к'}; = 0). 

Наконец, определены некоторое конечное множество натуральных чисел 
N^ и нумерация N* С*. 

Ш А Г Пусть = [А;,т,п]. Проделаем на этом шаге следующие 
действия. 

/3.3/ В этом пункте определим элемент ^. Для ^, ^ ^ А:, положим 
= т -\- к — ^. Элементы 0 ' , ту ,п ) обозначим через Допустим, что 

для каждого ^, ^ < Аг, известно какие из элементов определены. Далее, 
пусть для каждого ^ < к, определены число {у, множество N{^^) С N 
и нумерованная группа ( Д ^ ^ ) , ^*(^;)), где N{^^) -> Е{^у). Вместо 
^{^з) будем писать Х^, где X обозначает один из символов N, Е, и*. 
Определим значение символов ^, ^* и Х(^) 

Число к зафиксировано. Рассмотрим форму от символов вида 

^ = Е ^ Л (3.2) 
3=0 
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И определим по ней форму 

к 

от элементов ^'{^) группы {А^,и). Исходя из номеров ^ и функции сложе
ния 3 в группе (А^^и) (см. /3.1/), можно однозначно найти число г такое, 
что иг = X. При этом если = О, то считаем, что О • и{]) имеет номер О и 
иу + иО = иу для любого у Е N. Число г будем называть и]^-номером как 
для формы ж, так и для формы х, и обозначать его через х*. 

Определим число Пусть форма р^Хк имеет -номер д{. Проверим, 
существуют ли числа г ^ т и у{ Е N^^_^ такие, что 

9{У{,Я1,т,п)=1, (3.3) 

где функция д определена в /3.1/. Если такие числа существуют, то через 
^* обозначим наименьшее г, а через ^' — наименьшее у,, для которых 
справедливо (3.3) при г = Если таких чисел нет, то полагаем ^* = 
тп -I- 1. Пусть р, ^ р^ . 

Определим теперь значение символа аХ}., где а < р. Если ^* — т-\-1, 
то считаем значение символа аХ}^ тп элемент ^ не определенными. Если 
^* < т-Н 1, то значение символа аХ}. есть элемент а^. Если ^* < т - | - 1 , то 
считаем, что элемент р^ равен элементу и^/,^'. Другими словами, вводим 
следующее определяющее соотношение типа I : 

Л - 1 

(I) де = Е " > ^ ^ ' 

к-1 
где и1^' = Е 

3=0 
Пусть ^* = т 1. Тогда вводим следующее определяющее соотно

шение типа К: 

(К) О = р '^+Ч. 

Заметим, что если в соотношении (I) правая часть равна нулю, то (I) 
приобретает вид О = ^, где ^* ^ т . Поэтому (I) отличается от (К) 
показателями числа р. 

Определим теперь группу ^^(^). Элементами группы / ' (^ ) будут фор
мы вида 

к 

где 1у < р^}, т . е . Е{^) порождается элементами ] < к, где ^к = ^- Если 
элемент не определен, то полагаем = О и О • = 0. Если элемент ^ 
не определен, то ^Р(^) = Е{^к-1)- Далее, полагаем 

N{0 = {x*\xЕт}. И ( 0 ( х * ) = х. 
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/3.41 Опишем связи между элементами (Аг, т , п) и {к, т,п- 1), {к, т — 
1,гг + 1). Условимся в дальнейшем равенство ^ = элементов ^ и т/ 
понимать так: либо оба элемента ^ и. ц определены и равны, либо оба 
они не определены. Будем также считать для удобства, что элементы 
(ж,у, — 1) и (а:, —1,у), х,у Е N, не определены и отличны от любых эле
ментов (гу,^,!;), гу,и, г Е N. Для г, г ^ т , через щ обозначим наибольшее 
число 5 такое, что [А:, г, 5] ^ < 1. Пусть тройка чисел х = (А;, у, ^) равна 
либо 7/0 = (А;, тп, тг — 1), либо ту1 = (А;, ттг - 1, гг -Ь 1). Зададим отображение 
^(х).* Е\х) —>• -^(0 следующим образом; 

<у?(х)(х>) = 

где х> = {з^Уз-,^)-) Уз = У ^ — Зч 3 ^ А:. Так как элементами множеств 
Р{х) и являются формы соответственно от элементов х / и ^31 3 ^ ^1 
отображение <^(х) множества Р{х) в ^ ( 0 определено. При этом считаем 
выполненным следующее условие: если либо ттг = О, либо тг = О, либо лишь 
один из символов х>5 ^/определен, то считаем, что <р{х) не определено. 
Рассмотрим следующие возможности. 

СЛУЧАЙ 1а: для любых чисел у < к к з < т справедливы равенства 

(7, ттг̂ -, тг - 1) = (А:, 3,тг^ - 1) = (А:, 5, Т1з), 

где Пз = гг-|-т—5, отображение ^(т/о): ^"(^0) -^(0 определено и является 
изоморфизмом групп ^Р(т/о) и -^^(^). Тогда вводим определяющее соотно
шение типа I , 

(^) т = ^, 

и. переходим к/3.9/. 

СЛУЧАЙ 1Ь: случай 1а не выполнен, для каждого ^, ^ < А:, справедливы 
равенства , 

У,тггу - 1,тг-)-1) = ^у, т?! = ^* ^ т - 1, 

и отображение <^(т71): ^{гц) является изоморфизмом групп ^{щ) 

Если элемент ^ не определен, то переходим к выполнению /3.9/. В 
ином случае вводим определяющее соотношение типа 3, 

(^) VI = 

и переходим к выполнению следующего пункта. 

СЛУЧАЙ 2: случаи 1а и 1Ь не имеют места. Рассмотрим следующие 
возможности: 

СЛУЧАЙ 2а: оба элемента и ^ не определены. Переходим к выпол
нению п. 3.9. 

СЛУЧАЙ 2Ь: либо оба элемента и ^ определены, либо определен, 
а ^ — нет. Переходим к выполнению /3.5/. 

СЛУЧАЙ 2С: элемент с | не определен, а элемент ^ определен. Перехо
дим к /3.8/. 
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/3.5/ Определим группу Д*"*'̂  и число (^{с^,). Сначала полагаем 

Группа порождается элементами с*"'"\ ^ ги*'^^. Через сг(с^) ^ 
(Т*'''^ обозначим наименьшее число 5 такое, что элемент р*с^ принадлежит 
группе Я*'^^. 

/3.6/ В данном пункте рассмотрим операцию консервации ОК{г],а). 
Если <т*+̂  = О, то переходим к /3.7/. Пусть а ^ > О ж с^. ^ г}. 
На шаге I элемент т/ считался элементом «бесконечной» высоты. На шаге 
^ + 1 элемент т/ будет рассматриваться как элемент «конечной» высоты, а 
а — наименьшее число такое, что р'^т) считается на шаге ^ + 1 элементом 
«бесконечной высоты», т. е. на шаге * + 1 элементы г], 27/,... , (р*̂  - 1)г) как 
бы меняют «значения» высот. Пусть на шаге ^ порядок смежного класса 
ао = + Л* равен р^, = /(77̂ ,77*). На шаге ^ + 1 порядок смежного 
класса ах = ту* + К*'^^ равен р^ Мы хотим так определить элемент 

чтобы выполнялись следующие условия: 

(а) порядок смежного класса 02 = ту*"*"̂  + Д*''"^ равен где 5 

(Ь) й! 6 ( 0 2 ) . 

Для этого определим числа ту*+ ,̂ 
Для каждого х> [х] ^ >̂ через Л*"*" (̂х), е = 0,1, обозначим наиболь

шее число д такое, что в группе, построенной до этого момента време
ни, определен элемент х*"*"̂  и выполнено равенство р^х*'^^ = Х- Пусть 
8 = тах{Л''*"^(х) I [х] ^ >̂ ^ = 0,1}, и = 5 -I- <7 -Ь 1. Выберем число V 
так, чтобы /{и,ь) > и. Это возможно, поскольку / является 51-функцией. 
Теперь положим т?*"*"̂  = и, г]^'^^ = V и введем следующее определяющее 
соотношение типа Ь: 

(Ь) рI^V'^\V'^')-^Ъ)-<^^Ш = 

Отсюда, учитывая определение чисел Л*(ту) и сг, получаем 

т. е. смежный класс аг имеет порядок р^'^^. 
Число ту* освобождаем, а число ту*''"̂  = и считаем использованным для 

подгруппы Б*. Это действие назовем операцией консервации элемента ту* 
(или, короче, ту) относительно числа а и обозначим через ОК(ту, сг). 

/3.7/ В этом пункте рассмотрим операцию расконсервации ОЕ(х, *)-
Если выполнен случай 2, /З.4/, то переходим к /3.8/. Поэтому на шаге 
^ -\-1 реализуется случай 1Ь, /3.4/- Имеем 

4"^^ = »?Ь Щ = (А:, т - 1, п -I-1), ту1 < с*^+^ 

^-\-^ -
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Выберем наибольшую тройку чисел г) такую, что ту = 7/1 и = 77 для не
которого д < Суш;ествование такой тройки т/ следует из /3.4/, /3.5/. 

Пусть Хп * ^ ^ — 1? — все такие элементы, для которых выполнены 
следующие условия: 

1) существуют числа ^^, а^^, ^ ^ хи^^^, такие, что 

2) если шаг е, е < < -Ь 1, наибольший такой, что с̂ . = х» то с | = х; 
3) последняя операция, выполненная до этого момента времени для х»? 

есть либо ОК(х»,^»)) либо ОЩхь*»)» где 5̂  > Г{. 

Фиксируем некоторое число г ^ ^ - 1 и полагаем Х| ^ X» ̂ » ^ »̂ ^ 5. 
На шаге I элементы х, 2х, • • • , (р^-1)х считаются элементами «конечных» 
высот, а р^х — элементом «бесконечной» высоты. Поэтому, как и в пре
дыдущем пункте, нам необходимо «поправить» порядок смежного класса 
x* + ^г*+1. 

Для X» выберем наименьшие числа г,- такие, что справедливы усло
вия 1-3. Выполняем по порядку операции ОК(хо? ^о)> • • • ? 0К(х^_1,' '^_1)-
Операцию ОК(Х|, 1̂) назовем расконсервацией элемента х» относитель
но числа Г{ и обозначим ОЕ(х^,»'»). 

/3.8/ Рассмотрим элемент с*^^ = ^- Пусть числа и' и определены 
так же, как и числа и к V в /3.6/, где считаем = 0. Положим 

и введем следующее определяющее соотношение типа М: 

(М) = е. 

Число 1'"^^ считаем использованным для подгруппы В^. Это действие 
назовем введением нового пути У^т{^^'^^,0 или просто ^Vт(0• 

/3.9/ В заключительном пункте обозначим через х один из символов 
гу, с^, щ, г;,, х, где г ^ , г ф к, и число х^ определено. Если значение 
ж*"*"̂  еще не определено, то полагаем ж*"*"̂  = ж*. Затем для каждой такой 
тройки X? для которой число х*"*"̂  определено, а х*"̂ ^ еще нет, полагаем 
Х*+^ = X* + 1 и вводим следующее определяющее соотношение типа Ь: 

(ь) / ( x * + ^ x * + ' ) - / ( x ^ x ' ) ^ т 

Определим теперь группу Пусть 

з^о"^ = тах{х^"''^ I Х*^^ определено}, 

5*+1 = {О,. . . ,4+1}\ЛГ* = {А:о,... ,А:„_1}. 

Тогда полагаем К^+^ = К* и 5*+^ 
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I 9{-ъ 

Для любых к,е, к е к \ е 5*+^ вводим следующие определяющие 
соотношения типов К, и 8: 
(К) р1{к,г+1)-т)^г+1 = а1 

(8) р д а + 1 ) 4 + 1 = О 

и полагаем 

Е*-^^ = Е { ( 4 ' ^ ^ ) I к € А ' * + 1 } , 6'*+! = С * + 1 ф Е * + 1 . 

Определим нумерацию р^'^^ группы С^*+ .̂ Пусть 

С * + 1 = 0^и {до,... ,дд-1}, п^ = тахЛ^*. 

Положим 

если у Е 
если 2/ = та* + г. 

Шаг < + 1 закончен. 

Полагаем V = У^К*, при У равном В, С, Е, О, р. * 

Построение закончено. 

§ 4 . Определение чисел у»]̂ , фкт и элемента Ь̂ , 

4.1. Напомним, что все пары и тройки чисел упорядочены по их 
номерам (см. § 1 ) . Для каждой пары чисел х = (хо^хх) индукцией по х 
определим число фх ^ Фхох^- Если х = (0,0), то полагаем фх = 0. Пусть 
й = {к, т). Для всех х, х < й, числа фх определены и 7 = т а х { ^ 1 \ < й}. 
Рассмотрим тройки вида {к,т,п), где кит фиксированы, а та меняется. 
Для любых 7, та (^ < А;, та ̂  7) полагаем ^" = т ^ , та), = т -\- к — ] . 

Пусть числа элементы ^" и множества Е{^^), ^V(^^) определены так 
же, как в 13.3/. Поскольку 

< т ^ + 1 < ш + А : + 1 , ( 4 . 1 ) 

множества Е{^^), N{^^) конечны. Пусть Х^, = тах7^(^^) . Через фй обо
значим наименьшее число та (та ^ 7 - 1 ) такое, что [к,т,п] ^ А]^ и для 
любых чисел х,у Е ^{^) и г ^ п справедливо равенство д{х,у,т,п) = 
д{х,у,т,г). 

Л е м м а 4.1. Пусть й — {к,т) — некоторая фиксированная пара и 
^2 = {кут,2), 2 & N. Тогда число фу^ ̂  е существует и для любого г, 
2 ^ е, справедливы равенства 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем индукцией по й. Пусть для всех х, х < й, 
лемма доказана и число 7 определено так, как указано выше. Тогда для 
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всех ^, г и < к, 2 ^ 7) верны равенства ^^ = ^^ = ^ , Х{^^) = 
где X = Г, N. Докажем, что число фй существует. Пусть — 

множество форм вида 

к 

3=0 

где ^ р^+М и = {х* е N \ е Ф"^} (СМ. /3.3/). Множество Ф]̂ ^ 
конечно и зависит только от чисел ш, к. В силу (4.1) для любого г верно 
включение N{^^) С Ф^. Поэтому из (3.1) следует, что существует иско
мое число Фй ^ е. По индукционному предположению группы Е'{^^^_-^) 
и Г(^^_1) равны при любом г ^ е. Отсюда ввиду определения числа е 
имеем ^* = ^* для любого г, 2 ^ е. Теперь докажем, что = ^е-н!- Если 
элемент не определен, то элемент ^е+1 также не определен. Пусть эле
мент определен. Тогда для любого г, г ^ е, элемент определен. Из 
индукционного предположения и определений числа е и группы ^ (̂̂ е-̂ -1) 
заключаем, что на шаге т = [к,т,1-{- 1] имеет место случай 1а, /3.4/-
Поэтому = Се-\-1- Учитывая индукционное предположение, приходим к 
равенствам Р(^е) = ^{^€+1)1 -^(^е) = -^(^е-!-!)- Лемма 4.1 доказана. 

4.2. Пусть к — некоторое фиксированное число. Индукцией по к 
определим число (рк- Для А; = О полагаем (рк ^ 0. Пусть для всех ^, 
3 < к, числа (̂ ^ определены и /3 = тах{<^^ | ] < к}. Для ] , 2 Е N 
полагаем {з,2,фуг) ^ г/̂ г? ^{"Изг) ^ ^321 X = Р,N. Через (р^. обозначим 
наименьшее число г такое, что 1) г ^ 2) г}'^^. ^ г; 3) для всех чисел 

У € ^кг и 2 ^ г верны равенства Ишм д(х, у, г, и) = Нт„ д{х, у, 2, и). 

Л е м м а 4.2. Пусть к — некоторое фиксированное число, Ак — под
группа группы {А^,и), порожденная элементами ^{0),... , ^{к). Тогда чи
сло <р ^ <^к существует и при любом 2, 2 ^ (р, справедливы следующие 
утверждения: 

(А) отображение Шк<р' ^к(р ~* ^к, определяемое равенствами Шк<р{'Пз'р) = 
^ ( У ) ? 3 ^ к, есть изоморфизм группы Рк<р ^ ^к; 

0^)'Пк<р = 'Пкг'ч 

(С)^г^ = С ^ < ^ ' ^к^р = ^кг> Nк^ = Nкг• 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем индукцией по А;, Пусть для всех ^, ^ < 

к, лемма доказана, и число /3 определено так же, как выше. Тогда по 
индукционному предположению для любого 2, 2 ^ ^, имеем 

Рк-1р = ^к-1г. (4.2) 

причем группа Рк-1Р изоморфна Ак-\. Рассмотрим элемент ик группы 
(у4^,1/). Пусть порядок этого элемента равен е = тах{/3 -|- 1,^} и мно
жество Фке состоит ИЗ форм вида 
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их = иу <̂=4̂  11тд{х,у,е',и) = 1. (4.4) 

где 1у < Ф;ь;е = {-г* I г € ^ке} (см. /3.3/). Так как по индукционному 
предположению ту̂ ^ = г)^^ ^ ^ < е для любых ^, ^ (^ < А;, л: ^ ()), имеем 
^{к-1)2 Я: Ф̂ ке• Множества Ф̂ .̂̂  и Ф̂ ;.̂  конечны. Поэтому существует е', 
(е' ^ е) такое, что для всех ж, у Е ^ке и г ^ е' 

11тд{х,у,€',и) = \\тд{х,у,2,и). (4.3) 

в силу (3.1) 
их = иу 1 

и 
Так как р^ик = О и <5 ^ е, имеем ^}^^^, ^ 6 ^ е ^ е'. Поэтому из (4.2), (4.3) 
по лемме 4.1 для любого г, г е', получим т/]̂ ,̂ = г}^^. Следовательно, 
^кс' = ^кг Я: ̂ ке- Таким образом, для числа е' справедливы все условия 
1-3 определения (рк- Значит, искомое число (р^^ (р существует. 

Докажем утверждение (А). По индукционному предположению ото
бражение Шк-1(р'- ^к-11р А.к-1 есть изоморфизм, в силу условий 2, 3 
определения (рк число г}^^ ^ тг будет наименьшим из чисел таких, что эле
менты р^щ^ и р^ик принадлежат соответственно группам Рк-1 <р и Ад._1. 
Ввиду определения группы Гк(р (см. /3.3/) отображение и^.^: А^, 
(см. (А)) есть изоморфизм. 

Из индукционного предположения и условий 1-3 определения числа (̂ ^̂  
непосредственно вытекает, что 

4<р = Л1^<Р (4.5) 

для любого 2 ^ (р. 
Доказательство утверждения (В) проведем индукцией по г, г ^ ср. 

Пусть для всех г, (р ^ г ^ д, утверждение (В) доказано и г = д -\- 1 . 
Если г}^^ = О, то элементы и не определены и, следовательно, 
утверждение (В) для них справедливо. Пусть 77]̂ ^ > 0. Тогда для любого 
г, 2г ^ 9, элементы определены. Рассмотрим шаг * -|- 1 = [к,д-\-
где ф ^ Фк^+\' Ввиду определения числа ф на этом шаге имеет место 
случай 1Ь, /3.4/• Следовательно, 

1кя+1 = {к,д,ф^-1). (4.6) 

По индукционному прецположению 
Щ^ = %<^. (4.7) 

Так как ф ^ ф^.^ — 1, по лемме 4.1 

{к,д,ф + \) = щд. (4.8) 

Из (4.6)-(4.8) получаем 
Vк^-^^ = %д. 

Утверждение (В) доказадо. 
Теперь из (4.5) непосредственно вытекает, что Ркг — ^к<р1 ^кг = ^к(р 

для любого 2, 2 ^ V?. Лемма 4.2 доказана. 

В дальнейшем через фк обозначаем число Фк^р^^ > а, через 6;̂ ; — элемент 
{к,Ч>кчФк)' 
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Л е м м а 4.3. Пусть определен элемент Тогда, он имеет бесконеч
ную вьгсоту в группе С. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Через обозначим Фк{ч^к'^Ввиду определений 
чисел (рк, аг на шаге + 1 = + ^^(^г] имеет место случай 1Ъ, /3.4/. 
Согласно /3.8/ для элемента вг = {^^Ч^к + ^•>о^2) вводится новый путь 
^(р^.+г{^г), Т . е . вводится соотношение 

+ (4.9) 

где 8г = /{91'^^Л'^^). По лемме 4.2 

Ог = Ьк. (4.10) 

Из /3.8/ непосредственно вытекает, что если 21 < 2:2, то < • То
гда в силу (4.9), (4.10) элемент Ьк имеет бесконечную высоту. Лемма 4.3 
доказана. 

§ 5. Некоторые свойства соотношений м е ж д у 
элементами вида х 

Паша цель — доказать, что подгруппа группы С порождается эле
ментами Ьк, к Е N. Для этого необходимо более подробно изучить свой
ства определяющих соотношений, введенных при построении группы С. 
В дальнейшем вместо «определяющее соотношение» будем писать просто 
« соотношение». 

Между элементами х = {^чУ-)^)^ где ж,у,г 6 ^V, на каждом шаге ^ = 
х,у,г] могут быть введены соотношения следующих типов (см. § 3): 

тип I : Е = Р X, 
1=0 

где О < ^ = X* < У, »̂ = {'^{•, Щ, ^г), щ < х, щ = у + х - щ (см. /3.3/); 
тип К: О = р^Хч 

где / = X* = У + 1 (см. /3.3/); 

тип ^: ^ = X? 

где О = (ж, и, V) и пара чисел {и, у) равна либо (у — 1, г -^1), либо (у, г-1) 
(см. /3.4/). 

Соотношения будем писать таким образом, чтобы тройка чисел из 
правой части была больше тройки чисел из левой части (когда это из
вестно). Если в левой части соотношения X встречается элемент е, а в 
правой — г/, то соотношение X обозначаем через Х{^\

Л е м м а 5.1. Пусть определен элемент ^ = {к,т,п). Существует не 
более одного соотношения Х{ \ типа \ = I , ^, К. Соотношение Х{ \
типа I вводится тогда и только тогда, когда соотношение У{ \ типа К 
не вводится. Существует не более одного соотношения 2,{^ \ типа Л. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Соотношение Х{ \ типа \ вводится в /3.3/, 
/3.4/ только на шаге I = [(\. При этом соотношения Х{ \) типа I (типа 
К) вводятся тогда и только тогда, когда ^* ^ т (^* т -Н 1). Соотно
шение I ) типа ^ может быть введено только на шаге I -\- I в / З.4/-
Лемма 5.1 доказана. 
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Лемма 5.2. На любом шаге I = [к,т,п] справедливы следующие 
утверждения: 

1) [А;, 4 , «у ^ ;̂ 

3) неравенство [к,и*^,,у*^] < I верно тогда и только тогда, когда элемент 
{к,т,п - 1) равен {к,т,п). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Элементы с|. = {к,и^.,ь^,) определяются в /8.5/, 
/3.9/ на шаге <. Если имеет место случай 1а, /3.4/, то {к,т,п - 1) = 
{к,тп,п) и = ( 4 ~ \ ^ ' [ ~ ^ ) - Если случай 1а, /3.4/ не имеет места, 
то [А:,и|.,г7|.] = ^. Доказательство завершается легкой индукцией по .̂ 
Лемма 5.2 доказана. 

Лемма 5.3. Пусть даны числа к, т, п. Если шаг ^ наименьший 
такой, что 4 = т, = п, то * = [к,тп,п]. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ^ = [А;,г,5]. По лемме 5.2 [кут,п] < ^. Допу
стим, что [к,т,п] < ^. Тогда по лемме 5.2 {к,г,з - 1) = {к,г,з). Следова
тельно, на шаге I = [к,г,з] имеет место случай 1а, /3.4/- Поэтому числа 
Ид., г;д. определяются в /3.9/ и верны равенства и*^^^ = V^Г^ = у^., что 
противоречит условию леммы. Лемма 5.3 доказана. 

Лемма 5.4. Допустим, что. элемент ( = {к,т,п) определен и ^ = 
с^, < = [е]. Если не существует соотношения Х{ \ типа I, то ^* = т -|г 1 
и существует такой шаг ^* > I, что 

(а) если п > О, то I* = [к, т -\-1, п - \]\ 
(Ь) если п = О, то существует число е ^ т -\- X такое, что I* = [/:, е , т -Ь 

1 - е ] ; 
(с) для любого 3, I ^ 3 ^1*, верно равенство с | = с|.; 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть соотношения Х{ \) типа I не существует. 
Тогда согласно /3.3/ имеем ^* = т-{- I. По лемме 5.2 

{к,т,п-1)ф^. (5.1) 

Рассмотрим возможные случаи. 
СЛУЧАЙ 1: п > 0. Тройка {к,т -\- 1,п — 1) будет наименьшей среди 

троек {к,х,у), больших, чем тройка {к,т,п). Пусть I* = [к, т - Ь 1, п — 1]. 
Согласно определению элемента с | (см. /3.5/, /3.9/) для любого 5, ^ < 5 ^ 
I*, верно равенство = с|., т .е . в рассматриваемом случае справедливо 
утверждение (с). Докажем ((1). Из (5.1) ввиду /3.4/ имеем 

{к,т+\,п-2) ф {к,т-\-1,п-1). 

В силу /3.4/ получим 

Сд. = {к, т -{- \, п — 1), 

т . е . справедливо свойство {А). 
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СЛУЧАЙ 2: п = 0. Пусть е — наименьшее число такое, что на шаге 
^* = [к,е,т -\-1 — е выполнено соотношение 

(А:, е, т - е) 7̂  (А;, е, ш + 1 - е). (5.2) 

Очевидно, что с ^ ш + 1- Тогда на любом шаге з, < ^ в < Г , если « есть 
номер тройки (А;, ж, у), то X < е к у = т -\- 1 — х. Ввиду выбора числа е 
получим равенство 

{к,х,у) = {к,х,у- 1). 

Отсюда по лемме 5.2 = с^~^ = . . . = с | . Из (5.2) в силу /3.4/ имеем 

с1 = (А:, е, т + 1 - е) 7̂  {А;, т,0). 

Лемма 5.4 доказана. 

Л е м м а 5.5. Пусть определены элементы ^ = (Аг, т , п ) , г) = (А;,г,5) и 
введено соотношение 

Г1 = С (5.3) 

Тогда 

(а) пара (г,«) равна либо ( т , п + е), либо {т -\- е, п — е), где е ± 1; 
(Ъ) 7?* = Г ; 
(с) если пара (г, з) равна {т, п-\-е), то соотношение Хо{ \ типа I введено 

тогда и только тогда, когда введено соотношение | ^) типа I ; 
(6.) если пара (г, з) равна (тп -\- е, п — е), то т)* = ^* ^ т1п{г, тп} и введены 

соотношения Хо( \ и Х1( | ^) типа I . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Соотношение (5.3) вводится в /3.4/. Отсюда непо
средственно следует свойство (а). 

Докажем свойство (с). Пусть, например, пара (г, з) равна (тп,тг - 1). 
Тогда имеет место случай 1а, /3.4/- Согласно /3.4/ суш;ествует изомор
физм групп Р{г)) и ^^(ё)^ при этом изоморфизме т/ переходит в ^. Следова
тельно, ^* = т/*, откуда получаем свойство (с). 

Докажем свойство (<!). Пусть, например, пара (г, з) равна ( т - 1 , тг-|-1). 
Тогда на шаге ^ -|-1 = [^] имеет место случай 1Ь, /3.4/. По условию /3.4/ 
^* = Г}* ^ тп — 1. Поэтому существуют соотношения Хо( | ту) и Х1( | ^) 
типа I . Лемма 5.5 доказана. 

Лемма 5.6. Пусть для элементов ^ = {к,т,п) и т} = {к,г,з) введены 
соотношения 

О = Р^е, (5.4) 

е = Г), (5.5) 

имеющие соответственно типы К и ^. Тогда пара {г,з) равна (тп, п -\- е), 
где е = ± 1 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как введено соотношение (5.4), в силу лемм 5.1, 
5.4 имеем ^* = тп-Ь 1. Из (5.5) и леммы 5.5 получаем требуемое утвержде
ние. Лемма 5.6 доказана. 
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Л е м м а 5.7. Не существуют одновременно соотношения 

а' = (5.6) 

е = »?, (5.7) 

О = / т у , (5.8) 
имеющие соответственно типы I , 3,К. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим противное, т .е . предположим, что соот
ношения (5.6)-(5.8) существуют. Ввиду (5.8) и леммы 5.1 не существует 
соотношения У( | т/) типа I . В силу (5.6), (5.7) и леммы 5.5 существует 
соотношение У( | т/) типа I ; противоречие. Лемма 5.7 доказана. 

§ 6. Пути 

Элементами группы В являются формы вида 
V 

^ = Е "«^»' 
1=0 

где ^, = (А;,,7П,, тг^), а, 6 N. Пусть X — некоторое соотношение. Левую 
часть соотношения X обозначим а правую — Х^. Пусть в форме х 
выделено некоторое вхождение Ц^{х), равное Х~^. Если вместо \У{х) в 
X подставим Х^, то получим некоторую форму у. Будем говорить, что у 
получена из пары (ж, ^ ( ж ) ) (или просто из ж) левым применением соот
ношения X и будем писать 

Ж у. 

Таким же образом определяется правое применение соотношения X к паре 
(ж, И^(ж)). Пусть равенство а = 6 получается из соотношений, введенных 
при построении группы С. Тогда существует путь или цепочка 

а = Оо 01 • • • аа = 6, 

где е = ±1, г ^ < т — 1. Каждый элемент а{^1 получен из применени
ем соотношения X^. При этом соотношения, соответствующие аксиомам 
абелевой группы, в схеме не указываются. 

Л е м м а 6.1. Пусть дян путь 

^ 0 ^ X I А'2 
а = ао 01 02 6, (6.1) 

где соотношения Хо, Х2 имеют тип I , а, Х1 — тип 3, и Хо, Хх, Х2 соот
ветственно равны 

а'=р^*^, 7у = е, б ' = р * ' \  (6.2) 

Тогда 
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(а) е = ^*; 
(Ь) существует путь 

а = Ьо 61 бя- = 6, (6.3) 

где соотношения У^, 5 ^ тг - 1, имеют тип Л. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть элементы а' и 6' соответственно равны 

а' = ^а^^^, (6.4) 
1=0 

>=о 
где 

= щ), щ = (^у,г^,5^), г ^ I/-, ^ ^ (6.6) 
^=(А; ,т ,71) , г /={^,г ,б) . (6.7) 

Так как соотношение Х1 имеет тип Л, то 
к = (. (6.8) 

(см. 13.41)' Из (6.2) и леммы 5.5 имеем ^* = г;* ^ 7. Соотношения Хо, 
Х2 имеют тип I . Поэтому ввиду (6.4)-(6.8) и /З.З/ 

т{ = т-\- к - к{, щ = п, (6.9) 

г^ = г-\-1-гу, Зу=з. (6.10) 
Ввиду симметрии ^ и 77 можно считать ^ > т). Тогда по лемме 5.5 пара 
(г, 5) ргьвна либо (ттг, тг — 1), либо (ттг - 1, тг + 1). Рассмотрим эти случаи 
отдельно. 

СЛУЧАЙ 1: 
г = ш - 1, 5 = тг + 1. (6.11) 

Тогда соотношение Х1 есть 
{к,т-1,п-\-1) = (6.12) 

Это соотношение вводится на шаге ^+1 = [А:, тгг, тг]. Поэтому на этом шаге 
имеет место случай 1Ь, /З.4/, по условию которого выполнены равенства 

(^^, г ' ^ - 1 , т г + 1 ) = (^^,г;.,тг), (6.13) 

где 
г'^ = т-\-к-гу, ] ^(1. (6.14) 

На шаге < + 1 также введено соотношение 

Е ^ > ^ > = Л , (6.15) 

где = (^^,г^,тг). По лемме 5.1 можно ввести только одно соотношение 
Х( I ^) типа I . Поэтому соотношения Хо и (6.15) совпадают. Следова
тельно, 

и = Ру а,- = /3 ,̂ к^ = т,- = г|, тг, = тг. (6.16) 



176 Я. Г. Хисамиев 

В силу (б.9)-(6.11) 

т^ = 4- 1, 8^ = 3 = п-\-1. (6.17) 

Поэтому 

6' = ^ а, {к^, т^ - 1, 71 + 1). (6.18) 
1=0 

Из (6.9), (6.14), (6.16) вытекает, что соотношения (6.13) и Хо можно со
ответственно записать в виде 

(А:,, т^ - 1, тг-Ь 1) = {к^,т^,щ), (6.19) 

{к^,т^,п)=р'^. (6.20) 

В силу (6.18)-(6.20) существует путь 

^0 
а! = со С1 сд = Ь\ 

где соотношение в < Л, равно соотношению (6.19) при некотором зна
чении г, т . е . 2д имеет тип Л. Элементы из пути (6.1) можно представить 
в виде 

а = . . . + а' -Ь • • • + (р^ - 1)77 + . . • , 

а\ ••• + Л + - - - + ( р ^ - 1 ) » ? + - - - , 
02 = • • • -Ь (р^ - 1)е + ^ + • • • Ч- (р^ - 1)7/ + • • • , 
6 = - . . + (рТ^-1)е-Н--- + б' + - - - . 

Таким образом, путь (6.1) можно заменить на путь 

2о ^Л_1 X I X I X I 
а = 6о &1 Ьх бд-н! я̂- = 6, 

где 6д получается из а заменой а' на а б̂ - получается из Ь\й 
(рТ' - 1)77 на (рт - 1)е. 

СЛУЧАЙ 2: Г = ТП, 5 = ттг + 1. Рассуждаем так же, как в случае 1. 

Лемма 6.1 доказана. 

§ 7. Пути элементов 

Для заданного элемента ^ = (А:, тгг, тг) тройку чисел (/г, тгг, тг) назовем 
индексом элемента ^. Пусть равенство а = Ь {а,Ь Е В) есть следствие 
определяющих соотношений, введенных при построении группы С. Пока
жем, что в формах а и 6 существуют элементы ^ и 77, для индексов которых 
выполнены некоторые числовые соотношения. Для этого нам потребуется 
ввести понятие пути элементов. 

Пусть дана некоторая форма 

а= Н о:̂  + • 
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Элемент ^ имеет а вхождений в форме а. Эти вхождения будем обозначать 
через е*, г ^ о: — 1. Положим 

а = {^Ча= •••-\-а^-\-'- - , а > 0 , г < а - 1 } . 

Будем считать, что О имеет единственное вхождение. Пусть дан путь XV, 
равный 

а = ао а! • • • а^ = Ь. ( 7 . 1 ) 

Предполагается, что в форме ад выделено некоторое вхождение Уд фор
мы Хд". В дальнейшем это вхождение Уд будем также обозначать через 
Хд". Пусть в формах о и Х^^' выделены соответственно некоторые вхо
ждения "̂̂  и т;*». В дальнейшем верхние индексы г и Ъд будем опускать, 
подразумевая под ^ и щ некоторые вхождения элементов ^ и г}д в соответ
ствующие формы. Последовательность тг, равную щ,... ,т7о—1? назовем 
последовательностью выбора элементов для пути \У. По пути \У, вхо
ждению е € а и последовательности тг индукцией по а построим путь 
элементов 

^ = Оо в1 0^. ( 7 .2 ) 

Пусть а = 1. Если вхождение ^ не содержится в т .е . ^ ^ Хо° , 
то данное вхождение ^ в форме а есть и в форме а1. Это вхождение 
обозначим через Ох. Соотношение Хц равно ^ = е. Поэтому в этом случае 
^1 = ^. Если ^ е Хо° , то полагаем Ох = щ и Х^ = Хо- Таким образом, 
в любом случае Ох Е Й1. Пусть для путей длины меньше <т требуемые 
пути элементов определены и дан путь \ длины сг. В форме ах найдем 
некоторое вхождение ^ 1 , как в предыдущем случае. Рассмотрим путь 
равный 

ах «2 ' •' в<т = ^1 

и выбор элементов тгь равный ЩчЩ,.. - ,Г1„-Х' По пути XVI, вхожде
нию ^1 Е «1 и выбору Т1 согласно индукционному предположению опреде
лен путь элементов 

^ 1 
Ох О2 • • • О (Г. 

Тогда путь 

^0 ^ 1 ^'<т-\ 
С = Оо ^1 О2 0„ 

и будет искомым путем. Его назовем путем элементов, определенным по 
пути XV, вхождению ^ Е а, выбору тг и обозначим ^ 1̂(̂ , х). 

ЗАМЕЧАНИЕ 7 . 1 . Из определения пути \У1(^,7г) непосредственно выте
кают следующие свойства: 
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11 Если в, ^ Хд', то 9,^1 = вдиХ', = {в, = 9^). 

12 Если Од е Х'\, то ,̂+1 е Х~'\ 
13 Соотношение Х'^ равно либо Х^, либо вд — 9д. Поэтому Х'д" есть 

некоторое вхождение в форму ад. 
14 Если Хд имеет тип I или К, то Х^ = Х^. 

15 Имеет место включение 9д € Х^^*. 

Л е м м а 7.1. Пусть даны путь XV и путь элементов \VI(^,л•), равные 
(7.1) и (7.2) соответственно. Тогда в<г Е Ь. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проводится индукцией по а. Если а = 1, то по опре
делению пути \VI(^,7^) имеем 1̂ Е аг. Отсюда по индукции легко получа
ем требуемое утверждение. Лемма 7.1 доказана. 

Л е м м а 7.2. Пусть дан путь равный (7.1), и некоторое вхожде
ние Г] Е Ь . Тогда существуют такие вхождение ^ Е а и выбор элементов тг 
для пути VV, что путь УУ 1̂(̂ ,7г) равен 

^ = 9о ^ 1 в<т = Т1. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем индукцией по а. Рассмотрим путь XVI, 
равный 

X I Хо—1 
ах 02 • • • а(х = Ь. 

По индукционному предположению существуют вхождение 1̂ Е Й! и вы
бор ТГ1 для пути XVI такие, что путь элементов XV1I(^,7Г1) равен 

-^1 
вх О2 • • * 9(т = Г). 

Допустим, что вх Е Хо*°. Положим тг (^1,7Г1), а в качестве ^ возьмем 
некоторое вхождение элемента из Хо. Если 9х 0 Хо ^, то 9х Е ао. В ка
честве е возьмем некоторое вхождение щ из Хо и положим тг = {ЩчТ^х}-
Легко проверить, что путь \^1({, тг) будет искомым. Лемма 7.2 доказана. 

§8 . 5-Пути 

Пусть дан путь XV, равный 

а = ао ах • • • а^ = 6, (8.1) 

где Ео = - 1 , €„-1 = 1,Ед = ±1 , 1 ^ 5 < <7 - 1. Соотношения Х о , . . . ,Х^_1 
соответственно равны 

а' = Р^*С, »?о = т = »?3,... , Л2<г-2 = т<т-1, Ь' = р^т1. (8.2) 
Рассмотрим укороченный путь XVI, равный 

^ 1 ^<т-2 
«1 «2 а«т-Ь (8.3) 

И некоторый выбор элементов тг1 для пути XVI • 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8 . 1 . Если существует вхождение ^ в форму «1 такое, что 
путь элементов \ '^11(^,7Г1) равен 

Х[ К-2 
? = » 1 01 « „ - 1 , (8 .4) 

где <̂7--1 = "41 то путь XV называется з-путем. 

ЗАМЕЧАНИЕ 8 .1 . Так как Х^^ ( 1 ^ 5 < сг - 1 ) одноэлементны, то опре
деление 5-пути не зависит от выбора тг]. Поэтому путь XV1I(^,7г) будем 
обозначать через ^V1I(^). 

Л е м м а 8 . 1 . Пусть дан з-путь \У, равный ( 8 .1 ) , где соотношения Хо, 
Х(^-1 имеют тип I . Тогда существует путь 

Уо Ух-2 
а = Ьо 61 • • • Ьх-1 = Ь, 

где соотношения У д ( 5 < Л — 1 ) имеют тип 3. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим путь X V I , равный ( 8 . 3 ) . Пусть 01 = 

{ X I I * ^ " - 1 } (см. § 7 ) и пути элементов Х\^11(х1) равны 

Хг = 1̂1 ^»«т-1- (8-5) 

Так как путь XV является 5-путем, то существует г'о («о ^ а — 1) такое, 
что ,̂дО = е и в,цо—1 = V- Поэтому существует путь 

р^Г), 

где соотношения 2^, з ^ имеют тип 3. Из (8 .5 ) при г = г'о, применяя 
лемму 5.5 сг раз, получаем равенство ^* = 7. Рассмотрим путь 

Хо 2о ^ / х -1 

а ' р^^ р̂ т? 6'. ( 8 . 6 ) 

Применяя к пути ( 8 . 6 ) лемму ^.1 р раз, заключаем, что существует путь 

а' = Со с\ • • Ср = 6, ( 8 . 7 ) 

где соотношения Уд, з < и — 1, имеют тип 3. 
Легко видеть, что если г < г' ^ а — 1, то для любых з,з' {з < з' ^ <т — 1 ) 

вхождения и в^/^» из пути (8 .5) не пересекаются. Поэтому путь ( 8 . 1 ) 
можно заменить на путь 

^00 ^10 
«1 = ^0 ^1 • • • <^<т-1 ^<т 

у , ( 8 . 8 ) 
^ ( а - 1 ) ( ^ - 2 ) 

Л{а-\){<т-1У 
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Порядок нумераций элементов Хг, » ̂  « — 1, произвольный. Пусть 

а = . . . + а ' + . . . , (8.9) 

й! . . . + Л + ••• . (8.10) 

Форма й! получена из а заменой а' на р'^^. Все вхождения ^' элемента ^ 
в р"^^ из (8.10) обозначим через Ха-у, Х а - т + ь • • • ^Ха-!- Пусть пути 
^гЧХа-'у+х), г ^1"- 1, преобразуют форму р'^^ в форму V = + + ^0 + 
. . . + ^ д - ь где 

г + 5 + ( д - 1 ) = р^. (8.11) 

Тогда 

а^_1 = . . . -I- -Ь 57; + 7/0 + . . . -I- 77̂ -1 + . . . 4- (р^ - 5)7? + . . . . (8.12) 

Так как в (8.1) к форме а<у_1 применяется соотношение Х^--!, в фор
ме Со--! должна быть, по крайней мере, форма, р'^ц. Это и указано в (8.12). 
Обозначим вхождение формы V в (8.12) через V. Положим а - 1 - 7 /3 
и рассмотрим путь 

^00 ^10 
о = ео е | . •. — 6(^-1 

у , (8.13) 

— = е. 

Форма е отличается от формы (8.12) тем, что в о^^-! нахоцится а' вме
сто V. Теперь рассмотрим путь 

Уо 
е = Хо . . . ^ = X. (8.14) 

Форма X отличается от формы (8.12) тем, что в а^-х находится Ь' вме
сто V, т .е . 

а; = . . . + 6' -I . . . . + (р7 _ . . . , 

Форма Со- получена из (8.12) заменой зг] и {р"^ - 5)77 на Ь', т .е . 
а,г = • • • + + ?/о + • • • + V^-1 + • • • + 6' -Ь • • • . (8.16) 

Нам остается показать, что форму (8.16) можно получить из (8.15) соот
ношениями типа 3, Для этого поступаем следующим образом. Применяя 
соотношения пути (8.5) при г = го в обратном порядке к вхождениям 77 из 
{р"^ — 5)77 в (8.15), получаем форму 

х' . . . + 6 ' + . . . + ( р 7 _ ^ ) ^ + . . . . 

Теперь, применяя к вхождениям ^ из {р'^ — з){ в этой форме соотношения 
подходящих путей \^11(ха-7+1), г < 7 - | - 1 , заменим (р"̂  — з)^ на -^ 770 -Ь 

1-77д_1, т. е. получаем требуемую форму а<7. При этом мы пользовались 
только соотношениями типа ] . Лемма 8.1 доказана. 
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Лемма 8.2. Не существует 8-пути \У, равного (8.1), где соотношения 
Хо и Х(г-1 имеют соответственно типы I и К. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Допустим противное, т. е. пусть существует 5-путь 
\У, равный (8.1), где соотношения Хо, Х<^_1 имеют соответственно типы I 
и К. Рассмотрим путь (8.4). Все соотношения Х ^ , . . . , Х ^ _ 2 имеют тип 3 
и соответственно равны 

^ = ^Ь в 1 = в 2 , . . . , е ^ . 2 = г). (8.17) 

При нашем предположении, применив лемму 5.5 {а — 1) раз, получим, 
что существует соотношение У( | т/) типа I . Поэтому для элемента т] 
существуют как соотношение У( \ типа I , так и соотношение Х(х-1( | ч]) 
типа К. Это противоречит лемме 5.1. Лемма 8.2 доказана. 

Лемма 8.3. Пусть дан в-путь \V, равный (8.1), где соотношения Хо 
и Х(х-1 имеют тип К. Тогда существует путь 

Уо 
а = Ьо Ьх • • • бтг = 6, 

где соотношения У ,̂ 5 < тг - 1, имеют тип 3. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Так как XV есть «-путь, существуют соотношения 
(8.17). Применяя лемму 5.5 (а — 1)-раз, получим, что ^* = т;* 7, и 
соотношения Хо, Х^.-! соответственно равны 

О = р ^ ^ , О = р^т/. 

Далее доказательство проводится аналогично доказательству леммы 8.1. 
Лемма 8.3 доказана. 

§ 9. Сг-пути 

9.1. Пусть даны путь XV, равный 

4° К-1 
а = ао ах • • • а .̂ = 6, (9.1) 

и числа Со, 61 (ео ^ е] ^ а). Тогда путь 

-Х-ео ^€1 — 1 

«ео Яс] (9.2) 

называется подпутем пути XV. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9.1. Путь ХХ̂  называется С-путем, если он не содержит 
5-полпути. 

Лемма 9.1. Для любого пути XV вида (9.1), существует С-путь XV', 
равный 

Уо Уп-1 
а = Ьо 61 • • • 6х = -̂
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, ЧТО путь XV не является С^-путем. Тогда 
он содержит 5-подпуть VV1, равный (9.2), где соотношения Хео, Хе^- ! 
имеют типы I или К, а соотношения Хео+1, • • • , Хе^-г — тип Л. Тогда по 
леммам 8.1-8.3 путь XVI можно заменить путем XV ,̂ равным 

«ео = СО С1 • • • Су_1 = ае^, 

где соотношения 2^ {з ^ V - I) имеют тип Л. Следовательно, путь XVI 
является С-путем. Лемма 9.1 доказана. 

Предположим, что даны путь XV, равный (9.1), и путь элементов 
XVI(^,7^), равный 

^ 0 ^'а-\ 
^ = во в1 Оа. (9.3) 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9.2. Путь (9.3) назовем О-путем элементов, если не су-
ш:ествует чисел ео, ех таких, что выполнены следующие условия: 

о ео < €1 < а; 
о Еео = - 1 , Ве^-г = 1; 
о соотношения Х^^, ^'а-! имеют тип I либо тип К; 

о соотношения Х ^ ^ ^ ^ . . . ,Х^^_2 имеют тип 3. 

Л е м м а 9.2. Пусть даны С-путь XV и путь элементов XVI(^,7^), соот
ветственно равные (9.1) и (9.3). Тогда XVI(^,7г) есть С-путь элементов. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим противное, т .е . допустим, что существу
ет поддуть XVII пути (9.3), равный 

^ео ^е1-1 
Оео ^ео+1 • ' • , 

где соотношения Х^ (ео ^ 5 ^ С! - 1) и числа ео, ех, ЕСО, ^е1-1 удовлетво
ряют условиям определения 9.2. Рассмотрим путь 

Хео Х е 1 - 1 

аео Оео-Ы «61- (9.4) 

По свойству 14 (см. замечание 7.1) имеем Х^^ = Хео, Xр^_^ = ^ех-!- Вви

ду свойства 15 получим ве^-г 6 X ^ ^ _ 1 . Поэтому если соотношение Хе^-! 
есть Ь' = р^ т}, то ^е-1 = 'П- Следовательно, путь (9.4) является 5-подпутем 
пути XV. Это противоречит тому факту, что XV является б'-путем. Лем
ма 9.2 доказана. 

9.2. Пусть дано соотношение Х(^ | т}) типа I или типа К. Тогда 
будем говорить, что уровень элемента ^ меньше уровня элемента т/ и 
писать ^ < Г}. Если это соотношение Х(^ \ имеет тип Л, то будем 
говорить, что элементы ^, т/ имеют одинаковый уровень и писать ^ » 
Г}. Выражение ^=^17/ означает либо ^ •< т], либо ^ ^ г/. Так как нет 
соотношений Х(^ | 0) типа XV = I , Л, К, для любого элемента ^, отличного 
от нуля, неверно, что ^ ^ 0. 
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Л е м м а 9.3. Пусть даны С-путь \^ и путь элементов \\Ч(^,7г), со
ответственно равные (9.1) и (9.3). Тогда для пути \У1(^,7г) справедливо 
одно из следующих условий: 

(А) 0̂ ̂  б»! ^ . . . ^ 0^; 
(В) существует число е ^ а такое, что 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО лемме 9.2 путь \У1(^, тг) является 6^-путем эле
ментов. По определению С^-путей элементов получаем требуемое утвер
ждение. Лемма 9.3 доказана. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9.3. Если для пути элементов ХУД ,̂ тг), равного (9.3), 
справедливо условие (А) [условие (В)] леммы 9.3, то будем говорить, что 
путь \У1(^,7г) имеет тип А [тип В]. 

§ 10. Нормальная форма 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10.1. Форма 

1=0 

называется нормальной, если выполнены следующие условия: 

о элемент определен, ^^ ф при г < ^ ^ и\ 

о а,- < р^», при г ̂  V. 

Лемма 10.1. Для любой формы 

и 

1=0 

где « 1 ^ , ф О, существует нормальная форма у, равная х. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть = т а х { ^ , | ^ г ^ 1^}. Тройку чи
сел 7̂- назовем Х-тройкой формы х и обозначим через Л (ж). Доказатель
ство будем вести индукцией по порядку тройки ^г- Если элемент не 
определен, то форма х нормальна. Пусть определен и = {^г, '^Щ. « г ) -
Если ^* = Шт -Ь 1, то существует соотношение О = р ^ ^ ^ ^ ^ . Отсюда следу-
ет, что число можно считать меньшим, чем р^»". Пусть ^* ^ Шг- Тогда 
существует соотношение 

=̂0 

где т/у < 7 ^ А*" Поэтому форма х равна такой форме а;', что трой
ка Л(х') меньше тройки Л(х). По индукционному предположению получа
ем требуемое утверждение. Лемма 10.1 доказана. 
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Лемма 10.2. Пусть даны 0-путь \ и путь элементов \У1(^,7г), соот
ветственно равные 

а = ао — — : — «1 • • • — а .̂ = 6, . (ЮЛ) 

Х'о К-1 
^ = во - в 1 . в^, (10.2) 

где форма Ь нормальна. Тогда путь элементов У^Щ^тг) имеет тип А. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Допустим противное. Тогда.по лемме 9.3 путь эле
ментов \У1(^, тг) имеет тип В. Пусть е — наибольшее число такое, что 
соотношение Х'^ имеет тип I или тип К. Тогда по свойству 14 (см. замеча
ние 7.1) Х'^ - Хе. Пусть соотношение Хс есть а' = р^ве+1, где д = 0*^^. 
Тогда коэффициент 7 при е̂-|-1 ^ форме ае+1 удовлетворяет неравенству 

1>Р^' (10.3) 

В силу выбора числа е соотношения Х'^_^^,... , X ^ _ ^ имеют тип 3 и соот
ветственно равны 9е+1 = • • • , = ^<т- Ввиду л е м М Ы 5.5 

К+1 =0*а = д. (10.4) 

Так как форма Ь нормальна, все элементы в форме ае+1 должны быть 
заменены на в^^. Из (10.3), (10.4) следует, что коэффициент 6 при в фор
ме 6 удовлетворяет неравенству Ь ^ р ^ , что противоречит нормальности 
формы Ь. Лемма 10.2 доказана. 

Лемма 10.3. Если элементы ^, г] определены и выполнено равенство 

^ = 77, (10.5) 

где ^ = {к,т,п), Г] = {к,г,8,) и 

т^г, (10.6) 

то 
Г] = {к,т,з-\-г - т). (10.7) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . И З построения группы С непосредственно вытека
ет, что равенство (10.5) можно вывести только из соотношений типа I , 3 
и К. В силу (10.5) и леммы 9.1 существует С-путь \У, равный 

Хо Х<у_1 
т] = ао «1 • • • —•• а^ = ^. 

По лемме 7.2 существует путь элементов 

^0 ^^-1 
0̂ 01 = ^ (10.8) 

Так как элемент { определен, из /3.3/ имеем ^* > 0. Поэтому форма ^ 
нормальна. По лемме 10.2 путь (10.8) имеет тип А, т .е . 

во)^01> ... )ресг. (10.9) 
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Тогда во ф 0. Следовательно, 

во = ^- .(10.10) 

,Из (10.9) следует, что соотношения Х д , . . . ,Х'^_^ имеют либо тип I , либо 
тип 3. Дальнейшее доказательство проведем индукцией по длине пути 
элементов (10.8), равной (7. 

Если соотношение имеет тип I , то по свойству 14 (см. замечание 7.1) 
соотношения Х'^ и Хо совпадают. В силу (10.10) соотношение Хо равно 
а' = р^т]. Во = 1, где т}* > 0. Однако правое применение соотношения Хо 
к элементу г) невозможно. Следовательно, Х^ имеет тип Л. Рассмотрим 
возможные случаи. 

СЛУЧАЙ 1: соотношение Хд есть 

77=(А;, г + 1 , 5 - 1 ) . (10.11) 

Тогда вх — {к, г -\- 1, 3 — 1). По индукционному предположению имеем 
равенство 

• вх = {к,т, 31-\-г-1 — т) = {к,т, 3-\-г---т), 

из которого в силу (10.11) получим (10.7). 

СЛУЧАЙ 2: Хр = {{к, г — 1, 5 + 1) = ^ ) . Этот случай рассматривается 
аналогично случаю 1. 

СЛУЧАЙ 3: соотношение Хд есть 

(Л?, г, 5 - 1 ) = 77, (10.12) 

Тогда на шаге ^ = [т/] имеет место случай 1а, /3.4/, по условию которого 

{к,т, 3 :\-г— т) = {к,т,з-\-г — т — 1). (10.13) 

По индукционному предположению 

{к,г,з-1) = {к,т,з-1-{-г-т). (10.14) 

Из (10.12)-(.10.14) получим (10.7). 

СЛУЧАЙ 4: X = ((/:, г, 5 + 1) = г)). Этот случай рассматривается ана
логично случаю 3. 

Лемма 10.3 доказана. 

Л е м м а 10.4. Если элементы ^, г] определены и ̂  = т/, где ^ = {к,т, п), 
Г) = {к,г,з) и т ^ г, то выполнено равенство ^ = {к,т, 5 + г — т). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО непосредственно вытекает из леммы 10.3. 

§ 11. Элементы бесконечной высоты 

В этом параграфе будут описаны элементы бесконечной высоты груп
пы С 

11.1. Прежде всего установим следующую лемму. 
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Лемма 11.1. Пусть даны О-путь У/ и путь элементов "УУ1(̂ , тг), соот
ветственно равные 

Хо Х(г-\ 
а = ао « 1 • • • 0(7- = 6, (11-1) 

е = во вг в^, (11.2) 

где да ф О и ву = (гуу, Му, г?у), ^ ^ а. Если путь (11.2) имеет тип А, то 
справедливы свойства 

1) во ф 0; 
2) туо ^ гу^; 
3) существует такой элемент '^ = г, . 5 ) , что выполнены условия 

а) в(г = Г]; 
Ь) ^ = Ю(г, г = ^0 + гуо - гоа, 8 - ьо. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О ПРОВЕДЕМ индукцией по длине а пути (11.2). Для 
путей, имеющих длины меньше а, лемму 11.1 считаем доказанной. Пусть 
дан путь (11.2) длины а. Так как путь (11.2) имеет тип А, получаем 

Оо>в1)р ...^ва. (11.3) 

Поэтому из определения отношения ^ (см. § 9) непосредственно вытекает, 
что во ф О и 

юо ^ т^. (11-4) 
По индукционному предположению 

т ^ (11.5) 

кроме того, существует элемент г) = (^, г, 5 ) такой, что 

в<7 = ^ = туд., г = ^1 + ^ 1 - Т!;^-, 8 = щ. (11-6) 

Рассмотрим возможные случаи. 

СЛУЧАЙ 1: соотношение Х'^ имеет тип I . Тогда Х'^ есть 

• • • 4 - а ^ 1 + - - - = Л , 

где д — в^. Из /З.З/, где вводятся такие соотношения, имеем 

№0 > ""^1, « 1 = «о-(-1^0 - ' { А ' Ь г;1 = (11-7) 
И З (11.4)-(11.7) получим свойства 2 и 3. Таким образом, в этом случае 
лемма 11.1 доказана. 

СЛУЧАЙ 2: соотношение Х'^ имеет тип К, т .е . Х'^ есть 

где д = в^. Тогда из (11.3) следует в^ = О, что противоречит условию 
леммы. Поэтому случай 2 невозможен. 

СЛУЧАЙ 3: соотношение Х'^ имеет тип Л, т .е . есть 

^0 = ^ 1 -

Тогда шо = ь^х. Отсюда и из (11.5) следует свойство 2. 
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Далее рассмотрим возможные варианты. 
СЛУЧАЙ За: ^ ^ 1 - Если во = вх, то все доказано. Пусть > ^ 1 -

Тогда по лемме 5.5 пара {щ, ^о) равна либо («1 - | -1 , «1 - 1 ) , либб (г^!, ^1 +1). 
Рассмотрим эти случаи отдельно. 

СЛУЧАЙ Зах: {ио,ьо) = {и-\- 1), т .е . 

ио = И1 + 1, ^0 = г;1 - 1. (11-8) 

Тогда на шаге < + 1 = [̂ о] имеет место случай 1Ь, /3.4/- Из условия /3-4/ 
и установленного свойства 2 вытекает 

V = V ' , (11-9) 

где Т}' = Ыа^Щ -\- Щ - -Ша^Щ), 7)" = (и^а,"! + - Ш<7 -)- 1, ^1 - 1). В 
силу ( и . б ) имеем 

Т}' = Г1. (11.10) 

Из (11.6), (11.8)-(11.10) следует, что в^ — т}". Таким образом, в этом 
случае лемма 11.1 доказана. 

СЛУЧАЙ Заз: («о? ^о) = (^1*^1 + ! ) • Доказательство гналогично дока
зательству в случае З а 1 . 

СЛУЧАЙ ЗЬ: < вх. Этот случай рассматривается аналогично слу
чаю За. 

Лемма 11.1 доказана. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11.1. Элемент т) = {С,г,8) называется В-элементом, ес

ли 

1) 7/7^0; 
2) для любого г Е N существует С-путь элементов типа А, равный 

е,- = ^,0 Огх в^^, = 7/, (11.11) 

где = {к^,т^,п^); 
3) множество К = {{к{,т{) | г € N} бесконечно. 

Лемма 11.2. Если элемент г) = {^,^,з) является В-элементом, то 

г] = Ье- (11.12) 

(Напомним, что определение элемента 6̂  дано в § 4 перед леммой 4.3). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть г) — 5-элемент. В силу (11.11) и леммы 11.1 
имеем кх"^ I и 

г]= {1,тх-\-кх- (11.13) 
Положим г, ^ т^^\-к^ — ̂ . Из условия 3 определения 11.1 следует, что мно
жество К = {г,- I г € N} бесконечно. Пусть числа <̂ ,̂ ф^т-: Фе определены 
так же, как в § 4. Выберем число е такое, что 

Ге><^е- (11-14) 
Для е найдем число д такое, что 

Гд - ГеПд ^ Ф1г^. (11.15) 
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Это ВОЗМОЖНО, поскольку множество К бесконечно. Из (11.12), (11.13) 
имеем {^,^е,пе) — {1,Гд,Пд). По лемме 10.3 

{I, Гд,Пд) = Ге, Пд -(- Гд - Ге) • (11.16) 

Ввиду (11.15), (11.16) и леммы 4.1 

{1,гд,щ)^{е,ге,фег,). (11.17) 

Из (11.14), (11.17) и леммы 4.2 получаем {^,Гд,Пд) = {1,'^^,ф1) = Ь^. От
сюда и из (11.13) приходим к равенству (11.12). Лемма 11.2 доказана. 

11.2. Изучим некоторые свойства соотношений типа Е и М, которые 
введены в /3.4/-/3.9/. 

Лемма 11.3. Для каждого элемента ^ = {к, т , п ) может быть введено 
только одно соотношение типа М, т. е. соотношение вида р^^* = ^, где 
д = / ( ^ * , ^ ' ) . Если такое соотношение введено, то выполнены свойства 

1) 4 = ^ '^ = И ; 
2) либо с[~^ ф с]^, либо т > О и с["^ = с[, 

и па шаге I имеет место случай 1Ь, /3.4/-

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О непосредственно следует из /3.4/-/3.9/. 

Лемма 11.4. Пусть определены элементы ^'1, *о < 1̂- Тогда 
рО'^*! — ^̂  дд^ некоторого подходящего числа /3 

с^ = 1и'\е')-т'\^'')~[з. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Из /3.4/-/3.9/ непосредственно следует, что лем

ма 11.4 справедлива при ^1 = + 1- Применяя индукцию по получаем 
требуемое утверждение. Лемма 11.4 доказана. 

Рассмотрим форму 

В силу леммы 11.4 для формы (11.18) можно считать выполненным 
следующее условие: 

если ^0 < 31 < то г/уо ф 7?у̂ . (К) 

В дальнейшем для форм вида (11.18) будем считать это условие выпол
ненным. 

Лемма 11.5. Пусть в группе С выполнены равенства 

Тогда для некоторых чисел д^, еу, у^, 7у 6 (_7 < //) существуют соотно
шения р^^ 7 7 = г]у типа М я справедливо равенство ^!*_о 7>̂ > = 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. При построении группы С вводятся определяющие 
соотношения типов I , 3, К, Ь, М. Соотношения типов I , К не содержат 
элементов вида . Соотношения типов Ь и М имеют соответственно 

виды р^^Ц-^'^^ = г\-^ и р^^!)^^ — щ для некоторых подходящих чисел ау, 
/гу,еу, Уу Лемма 11.5 доказана. 

Л е м м а 11.6. Пусть даны некоторые числа кит. Для каждого х Е N 
через обозначим тройку {к,т,х). Тогда соотношения вида 

р Щ ^ ^ ^ х (11.19) 
могут быть введены только конечное число раз. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть хо = ф^т-» где число ф^^ определено в п. 4.1. 
По лемме 4.1 для любого х, х > хо, выполнено равенство — ^х-
Поэтому на шаге 1х = Цх], х > хо, имеет место случай 1а, /3.4/. В 
силу леммы 11.3 это означает, что для каждого х такого, что х > хо 
соотношение (11.19) не вводится. Лемма 11.6 доказана. 

Л е м м а 11.7. Пусть для некоторого шага е определено число То
гда существует такой шаг ^о, что для всех 1^ 1о 

^* = ^* '̂. (11.20) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ^ = (Аг, т , те) и шаг е наименьший такой, что 

число определено. Тогда с | = ^ (см. /3.8/). По лемме 5.3 е = [^]. Пусть 
на шаге * + 1 произошло изменение числа т.е. 

ф (11.21) 
Это может случиться только тогда, когда на шаге < + 1 выполнена одна 
из следующих операций: 

о операция консервации ОК(^,<т) , (Т > О (см. /3.6/); 
о операция расконсервации 011(^, г), г ^ О (см. /3.7/). 

Покажем, что каждал из этих операций выполняется конечное число 
раз. Рассмотрим возможные случаи. 

СЛУЧАЙ 1: 5 -}• 1 > е — наименьший такой шаг, что на этом шаге 
выполнена операция консервации 0К(^ , сг) элемента ^ и справедливо не
равенство (11.21) при I = 3 . Тогда, согласно /3.6/, имеем 

{и1у1) = {т,п), с ^ + 1 ^ с | . (11.22) 

Из последнего соотношения и леммы 5.2 вытекает, что {и^^,ь^.) ф ( т , те) 
для любого шага ^ 1 > з I. Поэтому для любого шага * > 5 -Ь 1 усло
вия (11.22) нарушены при з = I. Следовательно, операция консервации 
0 К ( | , сг), сг > О, на любом шаге < > 5 -1- 1 не выполняется. 

СЛУЧАЙ 2: на некотором шаге ? + 1 выполнена операция расконсерва
ции 0К(^ , г) элемента ^. Можно считать, что д > з. Если шаг ^' -Ь 1 > 
д-\-1 наименьший такой, что выполнена еще раз операция расконсервации 
0Е(^ ,€) элемента ^ относительно ^, то ^ < г. Поэтому существует такой 
шаг д", что для любого шага < ^ д" операция расконсервации ОК(^,г') 
не выполняется для любого числа г'. Таким образом, шаг = д" будет 
искомым. 
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Лемма 11.7 доказана. 

В дальнейшем полагаем 
(11.23) 

Лемма 11.8. Пусть для некоторого шага е определен элемент 
Тогда существует такой шаг Ц, что для всех 1,1'^ и некоторого числа ^ 

= ^ (11.24) 

РЧ=^- (11.25) 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . ПО лемме 11.3 существует шаг такой, что для 

всех 1^ Ц 
I * = ^ |_ (11.26) 

Пусть п — такое число, что для любого ж ^ п 
/ ( ш , х) = / ( т , тг) = г. (11.27) 

Из 13.6/-13.9/ следует, что < при I < т. Поэтому существует шаг ^1 
такой, что 

Ц ^ «о, е'̂ ^ > п. (11.28) 
Рассмотрим шаг 1,1^ 1\. По лемме 11.4 имеем 

Л * = 1 ' \) 

где о: = / ( ^ М * ) - /(^^^,1*0 - <̂  ^ о? для некоторого подходящего 
числа Отсюда в силу (11.25), (11.26) имеем а = 0. Тогда для любого I, 
< ^ <1, из (11.29) приходим к (11.24). 

Пусть е — такой наименьший шаг, что определилось число Тогда 
на шаге е введется соотношение 

И ^ " ' ^ ' ) ^ = е (11-30) 
(см. /3.8/). По лемме 11.4 для некоторого числа а имеем р^^^^ = 
Следовательно, в силу (11.24), (11.30) 

Положив ^ т а + / ( ^ ^ , ^ ^ ) , получим (11.25). Лемма 11.8 доказана. 

Непосредственно из построения следует, что группа С порождается 
элементами вида Согласно леммам 11.3, 11.8 эта группа порождается 
элементами вида ^. Пусть элемент Ь Е С имеет бесконечную высоту. 
Тогда существуют элементы ах и числа дх {х Е N) такие, что 

Ь = ^а^^^, (11.31) 
1=0 

ах = ^0х^г}х^, (11.32) 
3=0 

р'^^ах = 6, (11.33) 
90 < 91 < ••• . (11.34) 

Для форм Ь и ах выполнено условие (Е) (см. выше). 
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Лемма 11.9. Пусть выполнены (11.31)-(11.34). Тогда форма их удо
влетворяет следующему условию: если х ф у, то г\хи ф Щу ДЛЯ любых 
чисел и , V ( и < р х , ^ ^ И-у)-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, что утверждение леммы неверно. По
строим последовательность таких элементов 

а(),а'1,... , (11.35) 

что существует последовательность чисел го < Г 1 < . . . , для которых 
справедливы равенства р^'^а'^. — Ь. Положим а'о = ао, го = 9о- Пусть «о — 
такое число, что для любого ^ (^ ^ //о) 

р'^щ = 0. (11.36) 

Выберем число жо так, что > *0- Допустим, что в форме аx^ имеется 
слагаемое 

Л = Ю^хоко + • • • + 1вГ}хок, (11-37) 
и для каждого г ^ 6 существует ^^ ^ ро такое, что г\хок{ ~ Щ{- Положим 

а'х = йхо - А, Г 1 = жо. (11.38) 

Из (11.33), (11.35)-(11.38) выводим, что р^'^оа'^ = Ь и для форм а\

а^ выполнено условие леммы 11.9. Аналогично определяются элементы 
0 2 , 0 3 , . . . . Таким образом, построенная последовательность (11.35) тре
буемая и можно считать, что для форм а^ выполнено условие леммы 11.9. 
Лемма 11.9 доказана. 

Л е м м а 11.10. Пусть выполнены условия (11.31)-(11.34). Тогда Ь = 
1^Г=0 7«^1 для некоторых чисел 7,- (г ^ и). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что число а, (г ^ и) делится на Л, = 
р^' , где I,- определено в лемме 11.8. Допустим, что это неверно. Тогда 
существуют числа г, и 5^, такие, что а, = ^^^^ -|- 5,-, О < 5, < ^^. Отсюда 
и из (11.31) получим, что справедливо равенство Ь = • • - -|- 5^, -Ь • • • . По 
лемме 11.8 существует шаг такой, что ^ = К элементу 5,^*» мы 
можем применять только соотношение типа Ь. Поэтому от элемента 5^^* 
можно прийти лишь к элементам вида г^^*, где < и г > 0. Отсюда и 
из (11.33) следует, что в любой форме ах содержится слагаемое вида 
что противоречит лемме 11.9. Лемма 11.10 доказана. 

Лемма 11.11. Пусть элемент Ь группы С имеет бесконечную высоту. 
Тогда существуют числа А;̂ , 7,, {г ^ и) такие, что справедливо равенство 

V 

Ь = ^ъЬк(, 
1=0 

где элемент Ь).. определен в § 4. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть элемент Ь Е С имеет бесконечную высоту. 
Тогда выполнены условия (11.31)-(11.34). По лемме 11.10 

V 

Ь='^Ъ^^. (11.39) 
*=0 
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Можно считать, что форма Ь нормальна. Из (11.32), (11.39) по лемме 11.5 
получим 

А* 

с - Е = Е - ^- (11-40) 

По лемме 9.1 существует С-путь \Ух, равный 

с = « х о « X I «хогг = С?- (11-41) 

Выберем в форме в, произвольный элемент ф 0. Из (11.41) и лемм 7.2, 
10.2 следует, что существует путь элементов У^1х(^хо ̂  ^х)^ имеющий тип А 
и равный 

0%^ • • • ^х(Тг = 1̂-

По лемме 11.1 0. По лемме 7.1 вх^ = г]^^^. ^ т/̂ - для некото
рого 7̂ |ь< — ^ /^х- Пусть 77^ = (^Ь^хЬ^х!-)- Допустим, что мно
жество К{ = {(^жЬ^х^) I ж е ^\^} конечно. По лемме 11.9 множество 
Хд., = {(^ж^т-х,, ^х,) I ж е Л^} бесконечно. Следовательно, существует 
такая последовательность ж о < х\ . . . , что I = 1х^{1 г = Гхр, 3 Е N и 
Зx^^ < «хц' < . . . . По лемме 11.8 существуют такие ^^, что г}]^..- = г)'^.-. В 
силу (11.32), (11.33), (11.39) и леммы 11.5 для каждого ^ введено соотно
шение вида 

для некоторых чисел еу, г;у, что противоречит лемме 11.6. Поэтому множе
ство К^ бесконечно. Тогда ^, является Б-элементом (см. определение 11.1). 
По лемме 11.2 = Ь^.^, где = (А;,, ш,-, и,). Лемма 11.11 доказана. 

Из лемм 4.2, 4.3, 11.11 непосредственно следует 

Лемма 11.12. Подгруппа группы С порождается элементами Ь^., 
к Е N, и изоморфна группе А^. 

§ 12. Фактор-группа О/О^ 

12.1. Пусть Р = {г] \ ^ ^, элемент г}* определен}. Группа С*, 
построенная на шаге <, порождается элементами г}*, г] Е Р. Подгруппа 

С С* определена в /3.5/. Пусть Р = {г]г \ ^ е*}. Положим 

а1^4-ЬК\, П'^С'/Е'. 

Лемма 12.1. Имеют место следующие утверждения: 

(а) = Х^г=о(«г)? ^-^^ порядок {аЦ элемента а^. равен р^''; 
(б) С Р+^, причем если Р+^ ф Р, то Р+^ =Ри т)^г^х. 
(в) Для каждого г < е* существует число Л* такое, что отс^ражение 

к*: П*"^^, определяемое равенствами /1*(а^) = р^^а^"^^, есть изо
морфное вложение. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем индукцией по I. Пусть * + 1 = ^ = 
{к,т,п). Рассмотрим возможные случаи. 

СЛУЧАЙ 1: на шаге ^ -\- 1 имеет место случай 1а, /3.4/- Тогда из по
строения непосредственно вытекает, что гу̂ '*'̂  = гу^ /*'*"̂  = 77*+^ = т) ,̂ 
с*"̂ ^ = Су, Я^'^^ = и введены только следующие соотношения: 

/ " - 4 ц < + 1 = ,^ , .+1 . (12.1) 

Ввиду индукционного предположения получаем требуемое утверждение. 

СЛУЧАЙ 2: на шаге 1 имеет место случай 1Ь, 13.41- Тогда 

с[+1 = е (12.2) 

и на этом шаге определяется элемент ^̂ "̂ ^ (см. 13.81), 1*''"^ = Р и 
Положим 7/е+1 ^ ^, е ^ е*+1 = е -|- 1, /(^^*"•"^ ^*+^) = 4+1- На этом 
шаге вводится соотношение 

В силу (12.2) 

/ еВ^«+1 = ^. (12.3) 

Р^^+ 'а^^1=0. (12.4) 

Рассмотрим возможные варианты. 
СЛУЧАЙ 2а: операции консервации и расконсервации (см. /5.^/ , /5.7/) 

на шаге < 1 не выполняются. Тогда <з'(с )̂ = О (см. /5.5/, /3.6/). Отсю
да € . В рассматриваемом случае непосредственно из построения 
следует, что 7)*+^ = т)*, г < е, с̂ "*"̂  = Су, у ^ 11;*+^ (^ ф к)11 введены соотно
шения (12.1). Поэтому Я*^^ = гр(Д* У {с^^^}). Отсюда и индукционного 
предположения получаем требуемое утверждение. 

СЛУЧАЙ 2Ъ: выполнены операции консервации ОК(с^,а) и расконсер
вации ОК^т/а,^), где о; ^ е. Из построения непосредственно вытекает, 
что 

4 5^4•^^ Р^1аеЯ'+\) 
Из /3.5/, /3.7/ имеем 

р''щеЯ'-^\) 

где 7/̂  = Сд.. Пусть для любого г < е* на шаге I выполнены равенства 

р^'Мг11 = гц. (12.7) 

В силу (12.6), (12.7) 

р^'М+^а*1^ = 0, р^'М+6а1 = 0, (12.8) 

где а*- = г}^ -I- 7 = а,/3. На шаге < 1 согласно /3.7/, /3.8/ вводятся 
соотношения 

р . Г ' - Л ' ( , . ) - » ^ < + 1 = , . , (12 .9 ) 
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р^о'-'-Х'Ы)-б^г+1 ^^г^^ (12.10) 

Из (12.8)-(12.10) имеем 

р"Г'а5.+1 = О, (12.11) 

где 7 = а,(3. Для всех г ф а,^, г ^ е*, согласно /3.9/ на шаге / + 1 
вводятся также соотношения 

р4-^'-4^Ш ^ (12.12) 

Из (12.4), (12.11), (12.12) и индукционного предположения получаем тре
буемое утверждение. 

По аналогии рассматриваются остальные случаи: 
СЛУЧАЙ 2С: операция консервации выполнена, а операции расконсер

вации не выполнены. 
СЛУЧАЙ 2А: операции расконсервации выполнены, а операция консер

вации не выполнена. 

СЛУЧАЙ 3: имеет место случай'2, /3.4/-

Лемма 12.1 доказана. 

Согласно лемме 12.1 можно считать, что С О^+К Положим В = 

Лемма 12.2. П у с т ь / = / = {т/о, т/ь . . . } . Тогда П ^2%о ^Р'^' 
где Зг = Итпх /{т]г-,х) и число г}т определено равенством (11.23). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . ПО лемме 12.1 порядок |а*| элемента а^, г < е', ра
вен р^*", где числа е*, з^ определены так же, как перед леммой 12.1. По лем
ме 11.7 суш:ествует предел Иш/17^ = г}г- Так как / является 51-функцией, 
существует предел Ишх /{г]г,х) = Зг и выполнено следующее свойство: 
если г ф г', то Зг ф 3^.1. Поэтому для каждого г существует шаг <г такой, 
что 5* = 5^'", | а ' | = \а\г \ р*»" для любого О ^г- В силу леммы 12.1 Л̂ , = О 
для О ^г- Следовательно, О ~ Х]^о(^г'^) — Х1^о -^р"" • Лемма 12.2 дока
зана. 

Лемма 12.3 Пусть числа З г , г 6 N, определены так же, как в лем
ме 12.2. Тогда фактор-группа = С/С^ изоморфна Х ] ^ о ^р'"" • 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . И З лемм 4 . 1 , 4.2 и определения нумерации троек 
чисел (см. § 1) легко следует, что существует последовательность шагов 

г € У̂, для которых 
с^=Ь^, У^гуЬ', (12.13) 

где элементы Ь^ определены так же, как перед леммой 4.3. Отсюда имеем 

С С . . . . (12.14) 

В силу (12.13), (12.14) и леммы 11.12 

[]Я*'=С\) 
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По построению 
[^С^'^С. (12.16) 
г 

Покажем, что группа В изоморфна . Зафиксируем некоторое число е. 
По леммам 12.1, 12.2 существует число а такое, что С^'^ /К^^ ~ 2р'^е ф 
Н^• для всех г а к некоторой подходящей группы Я^-. Поэтому из 
(12.14)-(12.16) получаем, что группа содержит сервантную подгруппу, 
изоморфную 2рЗе. Так как функция / является 51-функцией, имеем .${ / 5^ 
для г ф ^. По теореме Прюфера группа есть прямая сумма циклических 
р-групп. В силу леммы 12.2 

С°:^В®В' (12.17) 

для некоторой подходящей группы В'. 
Допустим, что группа С° содержит сервантную подгруппу 2ря. Тогда 

в силу (12.15), (12.16) существует число е такое, что при любом г ^ е 
имеем С*^/К^' ~ 2рд ф Н[. для некоторой подходящей группы Н[.. Ввиду 
лемм 12.1, 12.2 д = з;^ для некоторого числа к. Тогда из (12.17) получим 

~ I ) ~ ^р""" • Лемма 12.3 доказана. 

Пусть 
Г1г=\1тг11, К = {г)г\ге N}, (12.18) 

Ь = М\К, 1 = {е,\{е1} (12.19) 

для некоторого множества I Е N и 

11т/(е,,х) = е,. (12.20) 
X 

Лемма 12.4. Е ~ ^р'^ 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Группа Е = []^Е* строилась по шагам I. На ша
ге ^ группа Е^ построена в /3.9/. Рассмотрим некоторое число I == 1^ Е Ь. 

Из (12.19) имеем (. ^ К. Поэтому либо на некотором шаге I число 1 освобо
ждается, либо оно никогда не использовалось. Тогда на некотором шаге г 
согласно /3.9/ вводится соотношение 

р-'"^^'^)^ = 0. (12.21) 

Далее, для любого шага ^ 1 > г согласно /3.9/ вводятся соотрюшения 

р/(А/,+1)-/(^,04+1 ^ 4. (12.22) 

Из (12.20)-(12.22) следует, что существует шаг ^ такой, что при любом 
^ > д 

где е = Иша;/(Л ^ ) - Отсюда получаем трсСЗуомое утнорждспие. Лем>ла 12.1 
доказана. 
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Л е м м а 12.5. Пусть Ишх /(ь^:) = т^, г € N. Тогда 
оо 

= ~ ^ 2рт^.. (12.23) 
1=0 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ построения непосредственно вытекает, что 

С = СфЕ. (12.24) 

По лемме 12.4 

Е : ^ ^ { V , - ! г б / } , (12.25) 

где е,- = ]1тх / ( ^^ж) , ^{ € X. Из (12.24), (12.25) получим 
С^ = 0 \ = С^еЕ. (12.26) 

По лемме 12.3 
оо 

~ ^ ^ р 5 г , (12.27) 
г=0 

где Зг = Итх/{г}г,х), г}г е К. Из (12.18)-(12.20), (12.25)-(12.27) полу
чим (12.23). Лемма 12.5 доказана. 

Из построения видно, что группа О конструктивизируема. Отсюда и 
лемм 11.12 и 12.5 следует предложение 3.1. 

Предложение 3.1 доказано. 

12.2. Завершим теперь доказательство достаточности условий тео
ремы для случая конструктивности. Пусть дана счетная абелева р-группа 
и выполнены условия 

1) А= К® где К — редуцированная часть группы А и т{Щ > 1; 
2) группа А^ 0^^)-конструктивизируема; 
3) А^ = А / А ^ конструктивизируема. 

Из условия 1 по теореме Прюфера получаем, что фактор-группа есть 
прямая сумма циклических р-групп неограниченных порядков. По те
ореме А (см. § 1) Х { А ^ ) ^ М Е причем существует рекурсивная 
51-функция /{г,х) такая, что р / С Х{А^). Пусть функция д и группа Вг 
определены так же, как в ходе доказательства следствия А (см. § 1). По 
предложению 3.1 существует конструктивизируемая группа О такая, что 

оо 
0^С^А\ (12.28) 

»=о 
где г,- = Итхд{гтх). Поэтому группа 

В = С®В1 (12.29) 

конструктивизируема. Покажем, что В ~ А. Из определений функции д 
и группы Вх, и (12.29) следует, что 

5 ° =С*^ф1?1 - (12,30) 
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Из (12.28), (12.29) имеем 
В^:^О^С^А\) 

Пусть 

В = КоФОо, (12.32) 

где Ео — редуцированная часть группы В . В силу (12.24), (12.30)-( 12.32) 
имеем 

Л § ~ Д ^ Вс:^Во, Д о ^ Д ^ 

По теореме Ульма группы Е п Ео, а следовательно А и В , изоморфны. 
Теорема 2.1 для случая конструктивности доказана. 

12.3, Докажем достаточность условий теоремы 2.1 для случая силь
ной конструктивности. Из следствия [1, с. 167] и предложения [1, с. 316 
вытекает 

Л е м м а 12.6. Нумерованная абелева р-группа (О, р) сильно конструк
тивна тогда и только тогда, когда теория ТЬ(С) группы С разрешима и 
группа {0;-\-,По,... ,Вз,' • - ',1'), & € N, конструктивна, где предикат Вз 
определяется формулой 3 у{р^у = х). 

Предположим, что выполнены условия теоремы 2.1 для случая силь
ной конструктивности, т .е . группа (А^,!/) является 0(-^)-конструктивной, 
а фактор-группа А^ = А / А ^ — сильно конструктивизируемой. По тео
реме А существует такая возрастающая рекурсивная функция /{г), что 
А^ ~ Поэтому ввиду леммы 12.6 доказательство теоремы 2.1 
вытекает из следующего предложения. 

Предложение 12.1. Предположим, что даны 0(1) -конструктивная 
абелева р-группа {А^,1>) и возрастающая рекурсивная функция /{г). Тогда 
существует конструктивнгся абелева р-группа {О, р) такая, что 

а) ~ Л 1 ; 

б) О/С^с^Ег^рт-^ 
в) предикаты Вз{х) в группе {0,р) равномерно эффективны. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О аналогично доказательству предложения 3.1. Пояс
ним, какие изменения следует сделать в ходе доказательства предложе
ния 3.1. Для удобства изложения будем сравнивать по пунктам. 

/12.1/ Здесь рекурсивная функция д{х,у,т) такова, что имеет место 
эквивалентность их = иу ^ \1Штд{х,у,т) = 1. 

/12.2/ Вместо троек чисел ^ будут рассматриваться только пары чи
сел, которые также обозначаются через ^, т/,... . Для каждых г ^ т/;̂  и ^ 
определяются только числа г̂ ^ и 

/12.3/ Рассуждаем как в /3.3/. 

/12.4/ Связи между элементами ^ = {к,т) и щ = {к,т - 1) опреде
ляем следующим образом. Для каждого ^ < к полагаем т^ = т -\- к - ^. 
Рассмотрим следующие случаи. 
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СЛУЧАЙ 1: О', - 1) = О, тпу), {к,з - 1) = {к,з), ^ < к, з < т, 
^* = и отображение (р^'^^: ^{щ) Е(^), определяемое равенствами 
(р^'^^Цз^т^ - 1)) = {з-^тП]), У '^^Чш) = есть изоморфизм. Тогда вводим 
соотношение щ = ^. 

СЛУЧАЙ 2: случай 1 не имеет места. Определяем так же, как при 
рассмотрении случая 2, /3.4/-

/12.5/ Аналогичен /3.5/. 

/12.6/ Числа ^̂ +1 не определяются. Соотношение типа Ь будет таким: 
р/( '7'+')- / (^')-<г^*+1 = 

/12.1/ Такой пункт не нужен. 

/12.8/ Число ^̂ +1 отсутствует. 

/12.9/ Соотношения типов Ь и К, не вводятся. Соотношение типа 8 
будет таким: р^^^^ё^ = 0. 

Доказательство заканчиваем как в предложении 3.1. 

Основная теорема 2.1 доказана. 
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