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§ 1. Постановка задачи и формулировка результатов 

Пусть 0(»г, ш) обозначает множество обыкновенных графов с т ребра
ми и п помеченными вершинами, а 0 (п ,т ,5 ) — совокупность тех графов 
из 19(гг, т ) , в каждом из которых содержится ровно 5 изолированных вер
шин. С использованием принципа включения и исключения легко видеть, 
что 

г =0 ^ 

При заданных п, ш, 5 по этой формуле, в принципе, можно находить ве
личину |0(п,т,5)|. Однако в общем случае без предварительного вычи
сления по этой формуле трудно судить о поведении \<5{п,т,з)\. Поэтому 
представляют интерес асимптотические формулы для мощности множе
ства 0 (п ,т , 5 ) и, в частности, для мощности множества Й5(гг,т,0), т. е. 
для числа тех графов из 0 (п, ш), в которых нет изолированных вершин. 

Очевидно, что множество 6 ( п , т , 0 ) непусто лишь при т > [»г/21. В 
настоящее время известны следующие результаты (см., например, [1]): 

1) если т > (1/2)п(1пп -Ь Л(п)), где Л(7г) -н- оо при тг оо и ?п ^ (2), 
то почти в любом графе из ($(тг, т ) нет изолированных вершин, т. е. 

0(тг, тп,0)| ~ |(5(тг,тп) 

2) если тгг = (1/2)тг(1пгг -Ь с), где с 
при тг —* 00 

(1.1) 

произвольная константа, то 

0(тг,тп,О)| ̂  |6(гг, тп)| ехр ( - ехр ( - с ) ) . 

Кроме того, в [2] имеется утверждение: если ш = (1/2)тг(1птг -Ь А(тг)), где 
Л(тг) > — 1п1птг, то при тг —> оо 

(г5(тг, ш, 0)1 ~ |0(тг, гд)| ехр ( - ехр (-Л(тг)) 

(справедливость этого утверждения следует из приведенной ниже теоре
мы 1.1). 

*^ Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундамен
тальных исследований (код проекта 93-011-1484) . 

© 1994 Коршунов А. Д. 
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В настоящей статье устанавливаются асимптотические формулы для 
мощности множества 6(71,771,5) при любых допустимых б и гтг € [[^/2], 
(1/2)711п тг]. Положим 

« = (1.2) 

к=[п1е°'\. (1.3) 

Тогда полученные результаты формулируются следуюшдм образом. 

Теорема 1.1. Пусть а 6 [1п7г - 1п1п тг,1п7г]. Тогда при любом допу
стимом 5 ^ 7г/2 и 7г оо 

0(71,771,5)1 ~ (^)|(9(7г- 5,771)1, (1.4) 

а при любом 5 Е [0,71/2 

0(71,77г, 5)1 ~ (з)|<5(7г - 5,7гг)|ехр(-(7г - з)ехр{-2т/(п - з))). (1.5) 

В частности, |0(7г, 77г,0)| ~ |0(7г,771)|ехр(-7гехр(—а)). 

Теорема 1.2. Если а Е [(2/3)1п7г, 1п7г - 1п1п7г], то при любом з Е 
\к - у/кЪ/к, к + у/кЫк 

0(71, тгг, 5) 

и тг —+ 00 

1 
лДжк 

0(7г, ттг)! ехр (-(5 - к)'^/2к). 

Теорема 1.3. Если а Е [(2/3)1птг, 1пи - 1п1птг] и тг оо, то 

0(тг,т7г,О)| ~ |0(тг, тгг)| ехр (—тгехр (—а)). 

Теорема 1.4. Если^т Е [тг/2 + тг̂ /̂ /1птг, (1/3)тг1п7г], то при любом 
3 е[к - у/кЫк, к + у/кТпк и 71 ̂  00 

0(7г,Т71,5) 

0(тг, ттг) ехр 2к{ 1 - е - " - ае-^))' )-у/2ж{1 - е - « - ае-^) 

Теорема 1.5. Если ттг Е [тг/2 + п^/^/Ып, (1/3)тг1птг], го при тг оо 

0(тг,ттг,О)| ~ |0([7гж],77г)| ^ 
у^27гпа;е-«/*(1-е-«/=^-(а/а;)е-«/=^)(1-"^^^) ' 

где ж > 1 — любое число, удовлетворяющее неравенству \х—у{)\
л/пе~* 1пп ' 

а Уо является таким положительным корнем уравнения у = (у - 1)е°'^У, 
что Уо Е [1,а/{а - 1)]. 

Теорема 1.6. Если 771 Е [[^/2], тг/2 + тг^/^/1птг], то яри тг оо 

ЧЯп,шМ ~ ( , „ . з ^ ) , е х р ( ^ ^ ^ ) , 

а почти каждый граф из <8{п, ттг, 0) является лесом, состоящим из деревьев, 
содержащих не более 4 вершин каждое. 
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Следствие. Поскольку при любом допустимом з справедливо равен
ство \&{п,т,з)\ \<&{п - 5,т,0)|("), из сформулированных теорем непо
средственно извлекаются асимптотики для мощности множества 0 (п , т , 5) 
при произвольных 8. 

Доказательство теоремы 1.1 основано на применении принципа вклю
чения и исключения по числу изолированных вершин. Доказательства 
предельных локальных теорем 1.2 и 1.4 основаны на использовании следу
ющих двух приемов. Первый прием состоит в том, что вместо множества 
0 ( п , ш ) рассматривается множество 0 (п -|- ж ,т ) , где х подбирается та
ким, чтобы математическое ожидание числа неизолированных вершин в 
графах из 0 (п + ж, т) было близко к п — з. Этот прием позволяет пере
водить графы из маловероятной области в наиболее вероятную область. 
Второй прием состоит в том, что вместо графов из 0(п,77г) рассматри
ваются графы с помеченными ребрами и множество ребер разбивается 
на два подходящих подмножества. Такой прием позволяет элементарным 
способом убедиться в том, что если 51 и 82 «мало» отличаются от яе~" , то 
мощности множеств 6(та,ш,51) и 0 ( п , т ,52 ) асимптотически совпадают. 

Эти приемы в различных вариантах использовались автором ранее 
при нахождении числа сильно связных и инициально связных конечных 
автоматов [3] и при комбинаторном доказательстве асимптотических фор
мул для чисел Стирлинга второго рода [4]. 

Доказательства теорем 1.3 и 1.5 также основаны на переходе от мно
жества 0 (п , ттг) к множеству 0 (п -|- ж, т ) с существенным использованием 
теорем 1.2 и 1.4. Наконец, при доказательстве теоремы 1.6 множество 
0(тг, т , 0 ) разбивается на подмножества 01(тг, тп,0) и 02(та,ттг,О) такие, 
что каждый граф из (91(тг, ттг,0) является лесом, состоящим из деревьев, 
содержащее не более 4 вершин каждое; в 02("> '"»О) включаются осталь
ные графы из (5(тг,ттг,0). Сначала для мощности множества 01(тг,т,О) 
находится асимптотика, а затем показывается, что 

Ф2{п,тп,0)\ о(|01(п,т,О)|). 

§ 2. Доказательство теоремы 1.1 

Если т ^ (1/2)тг(1п71-1п1пп), 5 допустимой 5 > (1/2)тг, то при п оо 
выполняется неравенство 7п/{п— з) ^ 2(1 -}- о(1))1птг. При соблюдении 
последнего неравенства, как отмечалось выше, имеет место соотношение 
<&(п — 5,т,0)1 |<5(тг — 5, т)\. Поэтому при таких 5 

|6(тг,ш,5)| = (^)|0(п - 5,т,0)| - (")|0(п - 5,т)|, 

т. е. справедливо (1.4). 
Теперь рассмотрим случай, когда 5 € [0,п/2]. Согласно (1.1) имеем 

|6(тг,ггг,5)| = ( » ) $ ] ( - 1 ) Ч " 7 ^ ) \^(^ " ^ " ^ " » ) 

Положим Го = [61п тг]. Тогда, пользуясь соотношениями 

(2.1) 
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<3{п - 5 - г,т) ( Г Г ) 

^ т 

т-1 

^ 1=0 

1=0 

получаем 

\2т 

г^го 

В свою очередь, 

поэтому 

5 : ( " ; ' ) |в(п - . - г, т)|| < ехр ( - . (2.2) 

Далее, имеем 

|в( 
^ »=0 

го-1 

~ ^ е х р ( - ; ^ - - 1 . ) . 

Поскольку при о:^1п7ги5^7г/2 

( - ^ ) ^ ехр ( - ^ ) = е х р ( - а ) ^ 1, 

пользуясь (2.2) и (2.3), получаем 

53 ( - 1 ) ' " ( V ) - 5 - г,т)|| = о{\(5{п - 5, т)|п-5). (2.4) 

(2.3) 

Найдем асимптотику для 

г о - 1 

Е (-1Г ( "Г ) - ^ - гп)\* Е(гг, т , з). 
г = 0 

(2.5) 
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При любом г е [0,Го] и П —»• 00 

г - 1 

С Г ) = ^ П (1 - ^ ) = ^ - Р ( Е Ь (1 - Н^^) ) 
^=1 1=1 

г—1 оо оо г—1 

= ^ е х р ( - Е Е = ( - Е Е 
1=1 У=1 > = 1 1=1 

ос г—1 

- г! 2{п-з) Щп-зУ^ 2^1^ 3 ) 
; = 3 »"=1 

{п-зУ ( г ( г - 1 ) г ( г - 1 ) ( 2 г - 1 ) , / - 2 , 5 Л /о с\ 

Далее, 

0 (п — 5 — г, ш) _ Л " Т ' ) ^ _ / Т Г ) 1/2) + г2/2 
т ) 

т - 1 

(5(п - 5, т )| П (1 - (г(п - 5 - 1/2) - (г2/2)) / ( { " 2 - ^)) 
1=0 

ОО пг—1 

0 ( п - 5 , т ) | е х р ( - 5 ] ; ; ( ( г ( г г - 5 - 1 / 2 ) 
3 = \0 

(2.7) 

Поскольку при г ̂  т и 3 ̂  7г/2 

- 1 

( ( V ) - О " = - ' / ( V ) ) " = ( " Г ) " ' ( 1 + Е 
^ = 1 

имеем 
оо ш—1 

- Р - Е Е К ( К " - ^ - 1 / 2 ) - ( г^/2 ) ) / ( ( » ^ ' ) - ^ ) ) ' 
^ > = 1 г=0 

оо т — 1 

= ехр 
оо 7/1 — 1 V 

3=\0 

где 

О = } ( (г (п - 5 - 1/2) - ( г^2 ) ) ( " Г ) " ' (1 + ̂ /ГГ) 

+ ;2/ ( » ; » )Чо ( ; 'п - « ) ) . (2.9) 
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Так как при ̂  ^ 4 

т — 1 

Е 9{г,3,г) < т И г , У , т - 1)1 < 
1 = 0 1 ( " Г ) " 

то при п ^ оо 

сх) т — 1 

> = 4 1=0 I 2 ) 

(2.10) 

Вместе с тем 
т - 1 

5^ 9(г, 1, о = (г (п - 6 - 1/2) - (г2/2)) ("^ ^) ( т + (^) / ("^ ") 

+ + 0 ( т ^ « - П ) = + оС'»-''') + 9{т, 1), (2.11) 
^( 2 ) 

где 

+ ( г (п - . - 1/2) - [г'12)) Г , Г " ( т / Г Г ) + - ( - Д ^ Г ^ ) ) ; (2.12) 
^( 2 ) 

т - 1 

Е 
1 = 0 

Е ^ (^2,г ) ^ (1/2)(г(п - 5 - 1/2) - ( г 2 / 2 ) ) ' / Г Г ) ' 

т — 1 

X Е (1 + 2 ^ / ( Т ) + С> ( г2п -4 ) ) = ^(г,2) + о{п-^^% (2.13) 
1=0 

где 

(7(г,2) = (1/2)ш(г(п-5-1/2 ) - ( г2/2 ) )Г2* ) ' ( 1 + ( т - 1 ) / ( V ) ) ; (2-14) 

т - 1 

Е 
» =0 

Е 5(г,3,г) = (1/3)(г(п - 5 - 1/2) - (^2/2)) I + К^"' ' ' ) 

=::^(г,3) + 0 ( п - 2 ' 5 ) , (2.15) 

где 

5(7-,3) = т 7 - ^ ( п - 5 ) ^ ( Т ) ' - (2-16) 
Собрав (2.8)-(2.1б) и воспользовавшись (2.5)-(2.7), получаем 

Г(п,ш,.) = Щп - . ,ш)| 5 ( ( - 1 Г ^ е х р ( - ^ -
г =0 

г ( г ^ 1 ) ( 2 г - 1 ) 
12( - 9{г, 1) - д{г,2) - ^(г,3) + о ( п - 2 . 5 ) ) ) . (2.17) 
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Пользуясь соотношением е ^ = 1 - х + (1/2)^^ + О(ж^), которое верно при 
любом X, \х\ 1, нетрудно видеть, что при п оо 

- Р ( - - '-^1^^ - 1) - - 9{г, 3) + о ( . -^ .^ ) ) 

+ (1/2)92(г, 1) + {1/2)д\г, 2) + ^(г, 1)д{г, 2) + <,(г, 1Жг,3) + о{п-^'^). 

Отсюда и из (2.17) получаем 

г о - 1 

Г{щт,з)=\(8{п-з,т)\ ( ( - 1 Г ^ е х р ( - ^ ) 

^ V 2 ( п - з ) 12 (п - з ) ^ ^ 8 ( п - з ) ^ 

- 9{г, 1) - 5(г,2) - д{г, 3) + (1/2)/(г, 1) + (1/2)/(г,2) + д{г, 1)д{г,2) 

+ д{г,1)д{г,3)-^о{п-^''))). (2.18) 

В свою очередь, при з п/2 имеем 

Е ' ( - 1 ) ' ^ е х р ( - ^ ) ~ ехр ( - (п - . )ехр ( - ^ ) ) , (2.19) 
г = 0 

Е ( - 1 Г ^ ^ ^ Й 0 ^ - р ( - н 5 - 1 ) 
г = 0 

го-1 

< Е < Л Л " / " ' < ' - р ( - Н < ( " - - ) - - р 
4 т 
п—з 

г=2 

- (п - 5) ехр ( - ^ ) = о(ехр(-(гг - 5 ) ехр ( -2т/ (п - б) ) ) ) . (2.20) 

Далее, полиномы от г, встречающиеся в (2.18), можно выразить в виде 
суммы убывающих факториальных степеней. Например, 

г(г - 1)(2г - 1) = 2г(г - 1)(г - 2) + Зг(г - 1), 

г2(г - 1)2 г(г - 1)(г - 2)(г - 3) + 4г(г - 1)(г - 2) + 2г(г - 1) 

и т. д. Пользуясь таким представлением, как и в (2.19), убеждаемся, что 

2^ г\р „ _ 5 _ 1 Д 12(п-5)-' ^ вСп-в)-^ 
г=0 

- д{г, 1) - 5(г,2) - д{г, 3) + ( 1 / 2 ) г ( ^ 1) + (1/2)Г(г,2) + (/(;•, 1)</(г,2) 

-I- 5г(г, 1)5|(л,3)) = о(^ехр ( - [п - 5) ехр / 2 т NN 
П — 3 ) . (2.^ 
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Наконец, 

г о - 1 

5 ^ Ы П р ) : е х р ( - ^ ) о ( п - ^ . = ) | 
г = 0 

оо 

г=0 

= о(п-2 '^ )ехр (2(п - 5 ) ехр ( - ^ ) ) ехр ( - (п - 5 ) ехр { - ^ ) ) 

< о(гг-2'5) ехр (2пе-'^) ехр ( - (п - 5 ) ехр ( - ^ ) ) 

= (так как О: ̂  1п71 - 1п1пп) = о(ехр (-(71 — ехр{—(2т)/{п — в)))). (2.22) 

Подставляя (2.19)-(2.22) в (2.18), имеем 

^ (̂71, 771, 5 ) ~ 10(71 - 5, 771)| ехр ^ - (71 - *) ехр ^ - ^ = 7 ) ) • (2.23) 

Пользуясь (2.1), (2.4), (2.5), (2.23), получаем второе утверждение теоремы 
1.1, т. е. (1.5). Теорема 1.1 полностью доказана. 

§ 3 . Вспомогательные утверждения 

Пусть а ж к взяты из (1.2) и (1-3), а 

(3.1) 

т. е. ко равно математическому ожиданию числа изолированных вершин 
в случайном графе из 0(71, тп), когда все графы этого множества являются 
равновероятными. 

Лемма 3.1. Если а Е [1,1п п], то при тг —> оо справедливо |А; - А;о| < 1. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В самом деле, 

тта—1 

* 0 = п П ( ( ( " ! ' ) 
1 = 0 

т — 1 

1=0 

В свою очередь, 

( ( ^ ) / ( 2 ) ) = ( 1 - 2 7 1 - 1 ) - = ехр ( -7п^г -1 (27г -1 )М 
^ »=1 ^ 

= ехр(-а - 277г7г-2 + о{п~^)), 
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т—1 / ш—1 оо ^ ч 

П ( 1 - . 7 Г 1 ' ) ) = е х р ( - Е Е К ' / ( " ? ' ) ) ) 
1=0 ^ 1=0 г =1 ^ 

( оо - т—1 ч 
- Е ; Е 0 / Г 1 ' ) ) ) 

г=1 1=1 ^ 

е х р ( - | 1 ^ - - И - М ( у ^ ) + о ( п - ' ) ) 

= ехр 

( т(т—1) 2т^ , г —1л 1 
- ( п - \ ) ( п Л ) - ^ + ̂ (" 

т - 1 

» =0 

Следовательно, 

П ( 1 - ^ / © ) - x р ( - ^ - ^ + <.(.-^)). 

, / 2т т ( т — 1 ) , т т — 1 ) , / —1ч 1 
ко = пехр\^-а - ^ - (,_\Т(п-2) + 1 ^ = 1 ) + ) ; 

= п е х р ( - а - | - 2 - ^ + о ( п - 1 ) ) = пе " " (х - ^ - 2 ^ + о ( п - 1 ) ) 

= гае-'* - а е - « - (1/2)«2е-" + 

Поэтому, полагая и = гае-** — А;, при га —>• оо имеем |А; — А:о| = \ае~°' + 
(1/2)а2е-°' + о{1)-и\ тах(1/,ае-'* + (1/2)а2е-« + о(1)) < 1. Лемма 3.1 
доказана. 

Лемма 3.2 . Если а € [1,1п2 га], то при га ̂  оо 

е(га,т)| ~ ( т ! ) - 1 г а 2 " *2 - " ' е хр ( - т га - 1 - т ^ г а - ^ ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Действительно, 

, т — 1 

1 « ( ' - ) 1 = ( Э = ^ ! ( 2 ) ' " П ( - ' / ( " ) ) 

2т т — 1 

Г П ( 1 -^ (2 ) ) - (3.2) 
» =1 

В свою очередь, при любом а 6 [1,1п2 га] и га оо имеем 

т — 1 /- ч ^ оо т — 1 ч 

П ( 1 - / © ) = е х р ( - Е ^ Е ( • / © ) ) 
1 = 1 ^ ^ ^ г = 1 ^=1 ^ 

( т - 1 ч 
- Е ( ^ / ( 2 ) ) ) - е х р ( - т 2 г а - 2 ) . (3.3) 

Из (3.2) и (3.3) следует утверждение леммы 3.2. 
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Лемма 3.3. Пусть а 6 [1,1пп - 1п1п га] ига оо. Тогда, при любом 

(3.4) 

5 Е [О, /: - у/к 1п к 

Ф(га,т,5) ] < \0{п,т)\ехр{-{1 -\- о{1)){к - з'^)/{2к)) 

и при любом 8 Е [к + у/к 1п к, пе~^'^^ 

<3(га,т, 5)1 < О (^\в{п,т)\ ^ Д ^ ^ ^ . (3.5) 

т. е. 

(3.6) 

(3.7) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ определения 0 ( га ,т ,5 ) следует, что при любых 
допустимых 8 и X 

|0(га,т,5)| = („^Л(5(га-5,т,0)|, 

(5(га + ж, гаг, 5 4- х)| = ("1̂ ) |0(га - 5, т , а)| < |0(га + х, ш) 

(5 ( га -5 ,т ,0 )| < |<5(тг + х,т)|/(^+^) . 

Подставляя (3.7) в (3.6), получаем 

тп,т,з)\(п + х,т)\{„1^)/{1+',) 

= |«(п + . , т ) Г п Д ; ^ ^ ) . (3.8) 

Положим X = к — 3. Тогда из (3.8) следует, что при любом 5 < А; 
к-з-1 

<д{п,т,з)\<\<5{п+к-з,т)\ ( ^ Т Т ? ) 

к-з-1 

<\(5{п-{-к-з,т)\п'-^ Р| (А; - г) < (см. (3.1)) 
г=0 

к-з-1 

< |0(га-|-А; - 5 ,т )|ехр( -а (А; - з)) ТТ {1-г/к). 
гЛ (3.9) 

Далее, согласно лемме 3.2 имеем 

|®(„ + А - т ) | ~ 4 2 ; ^ ^ ехр ( - - р ; ^ ) 

ехр {а(к - . ) - 5 ^ - ^ ; ^ ) , < 

к-з-1 

П ( 1 - г ) < е х р ( - ^ ) . 

(3.10) 

(3.11) 
г=1 

Подставляя (3.10) и (3.11) в (3.9), получаем 
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В свою очередь, если з Е[0,к - л/А;1п к] и те оо, то 

М ^ = ? - ; ; ^ ^ = ? + 0 ( ^ ) = ? + 0 ( 1 ) , (3.13) 

| ; ^ = ^ + 0 ( = ^ ) = ^ + 0 (1 ) . (3.14) 

Из (3.12)-(3.14) следует, что при 5 Е [О, А: - \/к 1п к 
, 2 т 

И П ̂  ОО 

6 ( п , т , 5 ) | < ^ ^ 1 ^ е х р ( - т 7 г - 1 - т^п-^ - (1 + о{1)){к - з)^1{2к)) 

< ( см. лемму 3. 2) < |(5(п,т)1ехр(-(1 + о(1))(А;-5)2/(2А;)), 

т. е. справедливо неравенство (3.4). 
Пусть 5 Е [А: + у/к\пк,пе-**"''^]. Тогда, пользуясь (3.8), получаем 

п—з—1 

(5(п,т,5)| < 16(71 +А; - з , т ) | Д 71 - г 

г=0 
п -\- к — 3 — Г 

з-к 

< |<3(7г + А; - 5,77г)|7г*-* ] ] [ — 
г=1 

А; + г 

(5(п + А: - 5,77г)|(7г/А:)^-^ Ц ГТТД' ^̂ -̂ ^̂  

Далее, из (3.1) и леммы 3.1 следует, что А; = 7ге-"4-7, где |7| < 1. Поэтому 

\к) ~ Чтге-" + 7 / " {ГТ^ё^п-Ц^ 

= (так как 5 ̂  71-^+2) = 0 (е " (^ - * ) ) . (3.16) 

Наконец, пользуясь леммой 3.2, имеем 

(7г + А ; -5 )2 "^ - - 2 . / 772 772.'*' \ 
«5(71 + А; - 5, 7П) ~ 7 7 — — ^ ехр ; ; "ТТ 1 

^ ' ^ (ттг!)2"^ \ + к-з {п-\-к-з)^/ 

(71 + А; - з)2"^ { 

~ 7 — е х р ( - а (5 - А:) ^ . (3.17) 
(7П!)2'" ^ V ^ ^ 72 71̂  У ^ ^ 

Подставляя (3.16) и (3.17) в (3.15), получаем 

0(72,772,5)1 = ОГ(77г!)-12-"'7г2"*ехр(-77272-1 - 7гг27г-2) л (1 + г/к)-Л 
^ г=1 ^ 

= (см. лемму 3.2) = о(\(&{п,т)\/к)~^)\, 

Т. е. справедливо (3.5). Тем самым лемма 3.3 полностью доказана. 
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Пусть при 3 < к 

а при 3 > к 

у=0 

Г2(п, т, 5 ) = ^ |<3(га, т, V) 

(3.18) 

(3.19) 

Лемма 3.4. Пусть а € [1,1пта - 1п1пта] и та -г> оо. Тогда при любом 
3 е[0,к- 4у/к 1п к 

Т1{щт,з) = о{\(&{п,т)\к-^) (3.20) 

и при любом 8 > к 

Т2{п,т,з)^ о{\(д{щт)\к-^). (3.21) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пользуясь (3.4) и (3.18), при та —>̂  оо получаем 
3 

Г1(п,ш,5) < |0(та,т)|Еехр(-(1 + о(1))(А;-^)2/(2А;)) 
у=0 

3 

< 0(та, т)\ ехр {-{к - у)^/{Щ) 

< з\(3{щ т)\ (-(А; - в)2/(ЗА;)) 

< (ибо 5 < А; - 4\/А;1пА;) 

< 5|6(та,ш)|А:-1^/3 = о(|6(та,т)|А;-3), 

т. е. имеет место (3.20). 
Убедимся в справедливости (3.21). Ясно, что 

Т2(п,т,з)^ Е 

Далее, пользуясь (3.5), имеем 

6(та,т,г?) (3.22) 

Е 
ь=1к+Цк1пку/^\ 

- А 
(3{п,т) 

^ , Ц 1 + г/А; 
ь=1к+А{кЫку/^\г=1 

4(ЫпА:)1/2 

= 0 ( т а в - И т а , ш ) | П Г Г ^ ) 

= 0(та€-"|(5(та,т)|ехр(-81пА;)) = о{\(5{п,т)\к~^). 
(3.23) 
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Нетрудно видеть, что 

2 
т 

(3.24) 

В свою очередь, если [пе > п, то правая часть из (3.24) равна нулю, 
в противном случае 

(^пе-V2^) < < (ибо [пе-+2^, > (^,,-.+1^)^пв-«-^) 

<ехр((а-1)[тге- '*+2]), (3.25) 

С 
( 2 = +2 К т - 1 

Г П ( 1 - . / г П " ' " ^ ) ) 

=̂1 
Ш! 2 

т - 1 
< [ „ е - « +2 ] ) 2т2 -т^ -т/„ Д (х - г/(5)) 

2т 
< / . 4 ^ . . ^ ехр ( - а пе " " ' " ^ — гпп ^—т^п 

(т! )2"» I ^ у 

Подставляя (3.25) и (3.26) в (3.24), при п оо получаем 

Е «)1 < (̂ )̂2т ехр ( - [7ге-''+2̂  _ ̂ „-1 _ пь^п'^) 

1 = 1 
,-1 »^2„-2> 

(3.26) 

^>пе -а+2 

~ (см. лемму 3.2) ~ 2|0(тг, т ) | ехр (-[гге-"+2]) = о(|(5(п, т)|А;-^). (3.27) 

Из (3.22), (3.23) и (3.27) следует (3.21). Лемма 3.4 доказана. 

§ 4. Гладкость распределения вблизи 
математического ожидания числа изолированных вершин 

Как видно из леммы 3.4 число графов из 0(7г, ш), в каждом из которых 
количество изолированных вершин существенно отличается от матема
тического ожидания числа таких вершин, равно о{\(8{п,7п)\к~^). Теперь 
займемся рассмотрением остальных графов. С этой целью вместо множе
ства (3{п,т) будем рассматривать множество графов 0 ( п , т ) , в каждом 
из которых все ребра пронумерованы числами от 1 до т. Два графа О 1 , 
О2 из 0 (п , т) считаются одинаковыми только в следующем случае: если 
две вершины в О 1 соединены ребром с меткой г, то такие вершины в О2 
также соединены ребром с меткой г. Очевидно, из каждого графа множе
ства 0 ( п , т ) получается т\в из 6(гг, т ) , а различным графам из 
(5(п, т ) соответствуют различные графы из 0 ( п , т ) . Поэтому 

6 (п , т ) | = |<5(п, ш)| т! , |0(гг, т , 5 )| = |0(п, ш, з)| ш!, 
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где 0(гг, т,5) есть совокупность всех графов из 0(гг, т ) , содержащих 5 
изолированных вершин каждый. Следовательно, 

0(п,т,5)|/|(5(п,т)| = |0(п,т,5)|/|0(п,т) (4.1) 

При различных б1 и 52, близких к величине из (1.3), мы устанавлива
ем следующие зависимости между мощностями множеств (5{п,т,з\) и 
0 ( п , т , 52). 

Лемма 4 .1 . Пусть а е [(2/3)1пта,1пп - 1п1пп], а 51, 52 таковы, что 

51,52 6 [к-{к\ц-'*' к)^/^,к-\-{к111-^к)^^^\ 

Тогда при п -> 00 

(5(тг,т,51)| ~ |0 (п ,т ,52 )| + о{\(5{п,т)\к~^). 

Лемма 4 .2 . Пусть а € [1, (2/3)1пп], а 51, 52 таковы, что 

51,52 е [А: - А|1/̂  1п2 п. А: -Ь к^/'^ п]. 

Тогда при та ̂  00 

(9(та,т,51)| = |0(та,т,52)| + о{\(3{п,т)\к~^). 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

Сначала сведем утверждения лемм 4.1 и 4.2 к более специальным 
утверждениям (леммы 4.3 и 4.4). С этой целью опишем следующий способ 
получения графов из 0 (та, ш , 5 ) . Представим т в виде т = Ш1 -Ь т2, где 

7122 = К^^с")!/^], если о: Е [(2/3)1пта,1пта - 1п1пта], 

Ш2 = [(та^/*е«/^)1п-*та], если а Е [1,(2/3)1пта 

и положим 
о:1 = о; - 2т2та - 1 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

Все графы из 0(та, тп, з) можно получить следующим способом. Снача
ла берется та изолированных вершин, помеченных символами г;1,... , %, и 
Ш1 первых ребер. Эти ребра размещаются так, чтобы получился граф из 
0(та, 7711), т. е. граф без петель и параллельных ребер (такие размещения 
назовем допустимыми). Число графов из (5{п,т1), в каждом из кото
рых содержится г изолированных вершин, равно |<5(та, 7711, г)|. Остальные 
ребра размещаются так, чтобы получился граф из 0(та, 771,5). 

Ясно, что граф О Е 0(та, 7711, г) может перейти в граф из 0(п, 771,5) по
сле допустимого размещения 7712 ребер только тогда, когда 5 ^ г ^ 5-|-27712. 
Кроме того очевидно, что при каждом фиксированном г из любого графа 
О Е 0(та,7711,г) при допустимом размещении 7712 ребер получается одно 
и то же число графов из 0(та, 7п, 5), Поэтому в качестве О из 0(та, 77г1,г) 
мы будем использовать граф О о , в котором вершины из р! = { г^ь . . . ,Уг} 
являются изолированными. Множество графов из 0(та, 771,5), получаю
щихся из Оо путем допустимого размещения 7712 ребер, обозначим через 

0(та, 7711,Г,7712,5). 
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Из сказанного следует, что 
5+21712 

0 (п , т, з)\ Е ^\,г)\ |<5(п, т ь г,т2,5) (4.9) 

т—з 

Пусть = п ( ( ^ ^ ) ) / ( ( 2 ) ) , т. е. к\о математическому ожиданию 
числа изолированных вершин в случайном графе из 0 (п, шх). Пользуясь 
леммой 3.1, имеем 

к1 - = пе-2( '«-"^2 )/п ^ ( „ б о Ш2 = о (п ) ) - п е " ^ - А;. (4.10) 
Значит, при любом а Е [1,1п7г - 1п1п п 

Е 

+ Е 

(5(п, Ш!, г)| • |6(п, Ш!, Г, т2,5) 

6(п,т1,г )| • |0(п,т1,г,т2,5) 

А1-4(Д;1п/Ь)̂ /2 

+ Е 
г^А;1+4(1Ып/к)1/2 

(8 (п, Ш!, г)| •) = (см. лемму 3.4 и (4.1) ) 

= О М /"(2) "̂ Л |̂ (̂ ^ т1)\к-Л = о{\Щщ т)\к-\ 
\ т 2 ! \ ) / (4.11) 

Из (4.6), (4.9) и (4.11) получаем 

0(п, т , з ) 0(гг, Ш!, г)||«$(7г, шх, г, т2,5) Е 
|г-А1|^4(А;1п/к)1/2 

+ о(|0(п,т)|А;-^). 
Поэтому справедливость (4.3) вытекает из следующего утверждения. 

Лемма 4 .3 . Пусть а Е [(2/3)1пп,1пгг -1п1п7г]', г таково, что 

\г-к1\ (4.12) 

а 51, 62 взяты из (4.2). Тогда при п оо 

6 ( п , т 1 , г , т 2 , 5 1 ) | ~ |0(п, т ь г,т2,52)! + о{{-п?/2)'^^к~^). 
Ниже будет показано (лемма 7.4), что в случае а Е [1, (2/3)1п тг] вместо 

(4.12) можно использовать более сильное неравенство 

|г - А;1| ^ п1/2е-(2/3)«(1пп)-^'^ (4.13) 
а (4.5) вытекает из следующего утверждения. 

Лемма 4.4. Пусть а Е [1,(2/3)1пп], г удовлетворяет (4.13), а 51, 52 
взяты из (4.4). Тогда при тг оо 

(9(гг,тгг1,г,7гг2,51)1 ~ |(5(7г, тггь г, т 2 , ̂ 2)! + о({п'^/2)'^^к~^), 
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§ 5. Вспомогательные утверждения, 
используемые при доказательстве леммы 4.3 

Лемма 5.1. Пустьа е [(2/3) 1п п, 1п п-1п 1п п], г удовлетворяет (4.12), 
а 5 принадлежит интервалу из (4.2). Тогда при п оо 

г-& = 277126-" + 0((А;1пА;)1/2) ^ 277126-". 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. При рассматриваемых а, г и з 

г - 5 = /и! + 0{у/к Ык) - к = (см. лемму 3.1 и (4.10) ) 

= 7ге-2"*1/" - 716-" + 0{у/кЫк). 

Поскольку = е-^+^тз/п ^ ^"" (1 + 2771271-1 + 0{т?п-^)), имеем 

г-з = 277126-" + 0(77г|71-1б-") + ОЦкЫк)^/^) = (см. (4.6)) 

= 277126-" + 0((А:1пА:)1/2) - 277126"". 

Лемма 5.1 доказана. 
Обозначим через 61(71,7711, г, 7712,5) совокупность графов С из 6(71,7̂ 1, 

г, 7712,5) таких, что в подграфе графа О с множеством вершин р! имеется 
не менее трех ребер. 

Лемма 5.2. Пустьа 6 [(2/3)1п71,1п71-1п1п7г], г удовлетворяет (4.12), 
а 5 принадлежит интервалу из (4.2). Тогда при п оо 

161(71, 7711, г, 7712, 3)1 = о{(пУ2ГЧ-^). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Все графы из 61(71,7711, г, 7712,5) могут быть полу
чены следующим способом. 

1. Берется граф Оо и среди 7712 ребер отбираются три ребра. Имеется 

("з^) < ^ возможностей. 
2. Отобранные ребра допустимым способом размещаются в Оо так, 

чтобы каждое такое ребро соединяло вершины из VI, Имеется менее (2) < 

^ возможностей. 
3. Остальные ребра допустимым способом размещаются в имеющемся 

графе. Число возможностей меньше (2)"̂ "̂̂  < ( х ) 
Следовательно, при тг —> оо 

61(72, 7711, г, 7722,5)1 < (1/6)т2Г 71" < (см. (4.10) и лемму 3.1) 

< 771^6-^"(712/2)"'2 < (см. (4.6)) < 71^6'^°'{п^/2)""^ 

= (ибо а ^ (2/3)1п71) = о((712/2)"'2гг"1) = о((п2/2)"'2А;"^). 

Лемма 5.2 доказана. 

Обозначим через 62(72,7721, г, 7722,5) совокупность графов О из 6(72, 
Г721, г, 7722,5) таких, ЧТО В О среди вершин из VI имеется вершина степени 
не менее 7. 
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Лемма 5.3. Еустьа € [(2/3)1пп,1п7г—1п1пп], г удовлетворяет(4.12), 
а 3 принадлежит интервалу из (4.2). Тогда при п —> оо 

|02(п, шь Г, т2,5)1 = о{{г? 12ГЧ-^). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Все графы из (Ь2{п,т\,г,т2,з) могут быть полу
чены следующим способом. 

1. Берется граф Со и среди т2 ребер отбираются семь ребер. Имеется 

("т^) < возможностей. 
2. Отобранные ребра допустимым способом размещаются в Со так, 

чтобы каждое такое ребро соединяло одну и ту же вершину из У\ про
извольными вершинами из V. Имеется менее гп^ возможностей. 

3. Остальные ребра допустимым способом размещаются в имеющемся 

графе. Число возможностей меньше величины (2)"*̂ "̂  < 
Следовательно, при п оо имеем 

02(^,"г1,г,т2,5)| < (1/30)гт^тг-'̂ (гг2/2)'"2 < ш^7г-^е-"(п2/2)'"2 

^ (см. (4.6)) < (е"п-1)4/3(п2/2)"'2 = о{{п^ 12^4-^). 
Лемма 5.3 доказана. 

Пусть 0з(гг,т1,г, т2,5) — совокупность графов О из 0(п,т1, г, т2, 
5 ) таких, что в О среди вершин У\я более 

и = 4̂ет2гп-2̂  _|_ 1 {^-^) 
попарно несмежных вершин, каждая из которых смежна не менее чем с 
двумя вершинами графа О. 

Лемма 5.4. Лусть о; е [(2/3)1пп,1пгг—1п"1пгг], г удовлетворяет (4.12), 
а 5 принадлежит интервалу из (4.2). Тогда при тг оо 

|0з(тг,т1,г,т2,5)| = о{{п'^ 12)^4-^). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Все графы из 0з(гг, тп^ г, тп2,5) могут быть полу
чены следующим способом. 

1. Берется граф Со и в У1 отмечаются и вершин. Имеется ( и ) < ^ < 

возможностей. 

2. Среди т2 ребер отбираются 2и ребер. Имеется (^^) < воз
можностей. _ 

3. Отобранные ребра допустимым способом размещаются в Со так, 
чтобы каждая отмеченная вершина оказалась смежной с двумя неотме
ченными вершинами. Имеется менее (2п)!тг2"2-" возможностей. 

4. Остальные ребра размещаются произвольным допустимым спосо-

бом. Имеется менее (2] I ̂  ) возможностей. 

Следовательно, при п ̂  оо 

0з(тг,т1,г,т7г2,5)| < {2егт1п~'^и-^У'{г?/2)'^'^ ^ (см. (5.1) ) 

^ 2''(п2/2)'"2 = (ибо и Аетп^гп-^ ~ 4ет'^п~'^е'"^ - (см. (4.6)) 

~ 4е(тге-")1/^ - 4ек^/^) = о{{п'^/2)"'Ч-^). 

Лемма 5.4 доказана. 
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§ 6. Доказательство леммы 4.3 

Пусть 64(71̂ 1, г, 7712, 5) = <5(7г,77г1,Г,77г2,5) \^(7г,77г1,Г,77г2,5), 
где множества 6,(77,Ш!,г,7712,5), 1 ^ г ^ 3, определены в предыдущем 
параграфе. ТвгЙа из лемм 5.2-5.4 следует, что для доказательства леммы 
4.3 достаточно показать, что если г удовлетворяет (4.12), 5 принадлежит 
интервалу из (4.2), то при любом к Е [О, (/гЫ""* А;)!/^ 
место соотношение 

и 71 00 имеет 

64(71, 7711, г, 7712, 5)1/164(̂ *5 "^ЬЛ^2» 5 + '*)| 1- (6-1) 

С ЭТОЙ целью множества 64(71,7711, г, 7712, з) и 64(71,7711, г, 7712,5 + к) 
разобьем на следующие подмножества. Пусть О — произвольный граф 
из 64(71,7711, г, 7П2,5) (^ли 64(71, гп!. Г, 7712,5 + /*))• Тогда граф назо-

вем 007710771047*ьш ДЛЯ С, если 0^ получается из О путем удаления всех 
ребер, соединяющих вершины степени 1 из У \, и всех ребер, соеди-
няюпщх вершины степени 1 из VI с вершинами из У \. Два графа из 

64(71, 7711, г, 7712, « ) (или 64(71, 7711, Г, 7712, 5 Л)) ВКЛЮЧаЮТСЯ В ОДНО ПОДМНО-
жество тогда и только тогда, когда их остаточные графы идентичны. 

Будем считать, что все подмножества, на которые распадается множе
ство 64(71,7711, г, 7712,5) (или 64(71,7711, Г, "^2? 5 -|- Н)), перенумерованы, а г-е 
подмножество обозначено через 64̂ ,(7̂ ,7711, г, 7712,5) (или 64̂ ,(71, ттгь г, 7712, 
5-|-̂ )), 1 = 1 , 2 , . . . . Из определения множеств 6̂ (71,7711, г, 7712,5), 1 ^ ^ ^ 4, 
следует, что в любом остаточном графе имеется не более 

2 4- 6и < (см. (5.1)) ^ 3 -Ь 24е771^г7г-2 24е7п|е-"71-^ 

= 0(77126""") = (см. лемму 5.1) = о(г — 5) 
ребер и не более 4-|-7х = о(г — 5) неизолированных вершин из Ух. Следова
тельно, совокупность остаточных графов для графов из 64(71,7711, г, т2, з) 
совпадает с совокупностью остаточных графов для графов из 64(71,7711, г, 
7712,5). Поэтому можно считать, что предложенные нумерации являются 
согласованными, т. е. остаточный граф для графов из 64̂ (̂71,7711, г, т2,«) 
идентичен остаточному графу для графов из 64̂ (̂71,7711, г, 7712,5 к). Яс
но, что справедливость (6.1) вытекает из следующего утверждения: при 
любом допустимом г, рассматриваемых г, 5, /1 и 71 оо 

б4,,(77, 7711, г, 7712, 5)1/164̂ ,(71, 7711, г, 7712, 5-Ь/г)! ~ 1- (6.2) 

Убедимся в истинности (6.2). Обозначим через V ж ^ соответствен
но число неизолированных вершин и число ребер в остаточном графе 
для графов из 64̂ ,(71,7711, г, 7712,5). Из определения разбиения множества 
64(71,7711, г,7712,5) (и множества 64(71,7711, г, 7712,5 + ^)) на подмножества 
следует, что среди вершин из У1 в каждом графе из этого класса содер
жится г — 3 — V вершин степени 1, смежных с вершинами из У \, и 
т — ̂  — г-\-з + у ребер, соединяющих вершины из У \. Следовательно, 
все графы из 64̂ ,(71,7711, г,7712,5) (и только они) могут быть однозначно 
получены следующим способом. 
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1. Берется граф,_являюшийся объединением графа Со и остаточного 
графа для графов из 64̂ ,(72, Ш], г,т2, з), а среди шг — < ребер отбираются 

г — 3 — V ребер. Имеется = ? ("^2-^)!——возможностей. 
^^ ^ \^—з—V^ (т-—3—V)! (тпг—<—г+з+«)! 

2. Среди изолированных вершин в имеюш;емся графе отмечаются г -

3 — V вершин. Имеется = ^г-з^у)1з1 возможностей. 
3. Отобранные ребра размещаются в имеющемся графе так, чтобы 

каждая отмеченная вершина оказалась смежной с одной вершиной из У \ 
VI. Имеется {г - з — у)\{п — г)^~^~" возможностей. 

4. Остальные ребра допустимым способом размещаются так, чтобы 
каждое такое ребро соединяло вершины из У \. Число возможностей 
равно величине 

(п-г\ \1 

„ Д Л ^ + ^ + п ( ( " Г ) - - • 
Следовательно, 

( 

Ш2—< —г-Ь5+г1—1 
X П (6-3) 

>=0 
Заменяя « на з + /г, аналогично получаем 

т2—^—г+з+Л+«—1 

X П (6-4) 

Пользуясь (6.3) и (6.4), имеем 

|04̂ ,(7г, ть г, т2,5)|/|а54,,(п, ть ^2,5 + /г) 
_ {п-т)^{т2-1ггТ->гз-\-Н-\-у)\Г-З-Н-У)\! 

~ (т2—<—г+5+г;)! (г—5—«) ! з! 

/1-1 _^ 

X П ( ( " 2 ' ' ) - " ^ + * + ^ - ^ - ^ - . 7 ' ) • (6-5) 

Б свою очередь, поскольку 

5 ~ (см. лемму 3.1) ^ пе~^, г — 5 ~ (см. лемму 5.1) ~ 2т2е—", 

V < 3 + Ает1гп-'^, * < бг; и /г ^ (А;1п-^ к)^1^ имеем 

~ (гге-")̂  ~ ((тг - г)е-")\) 

^ 1 1 = 1 Г ^ = ( , _ , _ , ) / Д ^ ^ 

= (см. лемму 5.1 и (4.10)) = г т г е " " + 0{у/к\пк))^ ~ (2т2е- " ) ' ' , (6.7) 
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<7^717 : : : : ^ : ) . ' ' ~ (ш , - « - г + . + « ) > ~ ш1 (6.8) 

Л -1 

П (("Г) - т + < + г - 5 - 7 ; - ; ) ~ (V) ~ - 0^*2-^ (6.9) 

Подставляя (6.6)-(6.9) в (6.5), получаем (6.2). Лемма 4.3 доказана. 

§ 7. Доказательство условия (4 .13) 
и вспомогательные утверждения для леммы 4.4 

Обозначим через <5(п, т ь г, т г ) множество всех тех графов из 6 (п , т ) , 
которые получаются путем произвольного допустимого _размещения тг 
ребер в графе О^. Пусть О — произвольный граф из 6(га,т1,г, т г ) и 

О — подграф графа О с множеством вершин VI. Вершину г;̂  Е У\
зовем особой в С, если г;̂  принадлежит компоненте связности графа О , 
содержащей не менее трех вершин. 

Обозначим через {п,т\,г,т2) совокупность графов О из <3(п, т\, 
г, т г ) таких, что в О имеется более 

= \ 21пп] ~ тге ' ^^п "^ 1пп -|- 21пп (7.1) 

особых вершин. 

Лемма 7.1. Пусть а Е [1, (2/3)1пп] я г удовлетворяет (4.12). Тогда, 
при п -> 00 

| ё \ п , т ь г , т 2 ) | = о((п2/2)"*2п-2). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через 0 ^ ( 71 , т\ г, тг, гу, г) совокупность 

графов О Е ©'̂ (тг, т1,г, т г ) таких, что в О имеется т особых вершин и 
г ребер, соединяющих эти вершины. Все графы из 0^(п,т1,г,тг,г1;,>гг) 
могут быть получены следующим способом. 

1. Берется граф (?о и гу вершин в У\я особыми. Имеется 

(и») гуГ возможностей. 
2. Среди тг ребер отбираются г ребер. Имеется ("^2) < ^ возмож

ностей. 
3. Отобранные ребра допустимым способом размещаются в Со так, 

чтобы каждое такое ребро соединяло особые вершины. Имеется (̂  | ̂ ) -г̂- < 
^222-г возможностей. 

4. Остальные ребра произвольным допустимым способом размеща
ются в имеющемся графе. Имеется менее (7г2/2)"*2-^ возможностей. 

Следовательно, 

—1 

где 

(3\щтьг,т2,ю,г)\ г^{п^/2Г^{у;\)-^/{г), (7.2) 

/{г) = {т2т^п-^Г^. (7.3) 
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Ясно, ЧТО если гу-вершинный граф распадается на компоненты связ
ности, содержащие не менее трех вершин каждая, то минимальное число 
ребер в таком графе не меньше \{2/3)ю]. Поэтому г > [(2/3)гу]. В свою 
очередь, при таком 2 и гу ^ гуо, где гуо взято из (7.1), имеем 

/(2г + 1)//(г) = т2гу2/(п2(г + 1)) < 2т2тп~^ < 2т2гп~^ = о(1). 

Пользуясь (7.2) и (7.3), получаем 

^ |0\п,т1,г,т2,гу,г)| < 2г'^{п'^/2ГЦю\)-'^/(\{2/г)т]). 
г^ [ (2/3 )Н 

Отсюда и из неравенства 

при п 
^ 1 

оо получаем 

(5 (п,т1,г,т2,гу, 2:) 

0\п ,тьг , т2Ж2 ( п2/2 ) ' " 2 ^ г«'(г1;!)-1/(Г(2/3)Н) = (см. (7.3)) 

= 2(т12/2)"'2 ^ г"'(и;!)-1(ш2«;2п-2)1"(2/3)«'1([-(2/3)И!)~^ 

< (ибо (гу ! ) -1 < (е/10)"', 

([(2/3)гу1!)-1 < (Зе/(21У))Г(2/^Н) 

<2(п2/2)"^2(ег/77;)"'(3ет2«;/(27г2))(2/^)^ 
< (заменяем гу на год из (7.1)) 

< 2(пV2)"'2(епV(^^"г| 1п п)У'{(Ъ12)е?т\п-^ 1п п)̂ ^/ )̂"' 

= 2(п2/2)"^2(9е^(41пп))^/з = о((п2/2)"^2„-2). 

Лемма 7.1 доказана. 

Обозначим через {п,т\,г,т2) совокупность графов О из (3(п, 
г, шг) таких, что в О среди вершин из У\я по крайней мере одна 
вершина степени не менее 8. 

Лемма 7.2. Пусть а е [1, (2/3)1п га] я г удовлетворяет (4.12). Тогда 
при га —* оо 

\в^{щтиг,т2)\ о((п2/2)"'2га-1). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЭТОЙ леммы фактически совпадает с доказательст
вом леммы 5.3, отличие состоит лишь в том, что вместо нижней оценки 
для степеней вершин из VI, равной семи, надо использовать аналогичную 
оценку, равную восьми, а вместо (4.6) — формулу (4.7). 

Пусть 0^(га, т1,г, шг) — совокупность графов О из множества 0(п, 
Ш!, г, т г ) таких, что в О среди вершин из Ух имеется более 

^0 = \4ет2гп~^ + ЗЬ^г^ ] ~ Ает2е~^п~^ -Ь 31о§2 п (7.4) 
попарно несмежных вершин, каждая из которых является особой и смежна 
не менее чем с двумя другими вершинами. 
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Лемма 7.3. Пусть ос 6 [1, (2/3)1пп] и г удовлетворяет (4.12). Тогда 
яря п ^ оо 

|ё^(гг,т1,г,Ш2)| = о((гг2/2)'"2п-2). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пользуясь способом получения графов из множе

ства (Зз(п,т1, г,7712,5) при доказательстве леммы 5.4, при 7г оо по
лучаем 

I 0^(7г, 7711, г, Ш2) I < (277г^г7г-2)«°(7г2/2)"'2(мо!)"^ 

< (2с77г^г71-2?г-1)"о(п2/2)т2 ^ ( 7 4 ) ) ̂  2«о(7г2/2)"'2 = оЦ-п? 12)^'^п-'^). 

Лемма 7.3 доказана. 

Пусть О — произвольный граф из 6(71,7711, г, 7712). 
• Граф назовем остаточным для О, если 0^ получается из О после 

удаления из него всех ребер графа Со? а также каждого ребра, соеди
няющего произвольную вершину степени 1 из У1 с вершиной из У \, 
и каждого ребра, соединяющего вершины степени 1 из VI. 

Пусть 

3 

0 (7г,77г1,г,77г2) = б(7г,77г1,г,77г2) \ 6*(?г, 77г1,г,77г2). (7.5) 
1=1 

4 

Множество 0 (7г, 77*1, г, 77*2) разобьем на подмножества: два графа из 
0*(7г,77г1,г, ттгг) включаются в одно подмножество тогда и только тогда, 
когда их остаточные графы идентичны. Далее, пусть V = ъ{г) и ^ = 1{г) 
обозначают соответственно число неизолированных вершин в VI и число 

4 

ребер в остаточном графе, которым задается множество <5 (71,77̂ 1, г, гтгг). 
4 

Из определения множества (3 (71,7711, г, 7722), леммы 7.2, формул (7.1), (7.4) 
следует, что 

г; < г/;о + 2ио < (см. (7.1) и (7.4) ) < 0{{т1е~°'п-'^ -+- 1)1п7г), (7.6) 

< < 7шо -Ь 14720 = 0((77г^е-"7г-^ -|- 1)1п7г). (7.7) 

Обозначим через 0/(72, ттгь г, 7722,9,-г) совокупность графов О из множе

ства 0 ^ (72, 7721, г, 7722) таких, что в о имеется д ребер, принадлежащих 

двухвершинным компонентам связности в С'^, и 2 вершин степени 1 из 
VI , смежных с вершинами из У \. 

Лемма 7.4. Яря любых допустимых д и г 

0^(72 7721 Г 7729 С г) - (ш^-О! (г - . ) ! 2̂  (пУ2)-2-^ 

— 4 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Все графы из 0,- (72,7721, г,7712,9,-2;) (и только они) 

могут быть получены следующим способом. 
1. Берется граф, являющийся объединением графа Со и остаточного 

— 4 

графа для графов из 0 , (72, тпь г, 7722). Этот граф определен однозначно. 
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2. Среди т 2 — < ребер отбираются д ребер. Для этого имеется ('"^ = 

(ш2-<)1 возможностей. 
?! (т2-<-?)! 

3. В имеющемся графе среди изолированных вершин отмечаются 2д 

вершин. Имеется {^2ц) ~ (2д)\'(г~-1-2д)\. 
4. Отмеченные вершины соединяются отобранными ребрами так, что

бы степень каждой такой вершины оказалась равной 1. Имеется воз
можностей. 

5. Среди оставшихся ребер отбираются г ребер. Имеется ("*^^*~*) = 
(то—<—о)! - г - ^ — . ^' ч, возможностей. г] {т2—^—^—гу. 

6. В имеющемся графе среди изолированных вершин отмечаются 2 

вершин. Имеется {^~^~^^) = ^\1\^~у~2д-г)\. 
7. Ребра, отобранные в п. 5, размещаются в имеющемся графе так, 

чтобы каждая вершина, отмеченная в н . 6, оказалась смежной с одной 
вершиной из V \ У 1 . Имеется г! (п — гУ возможностей. 

8. Остальные ребра допустимым способом размещаются в имеющемся 
графе так, чтобы каждое такое ребро соединяло вершины из У \. Число 
возможностей равно величине 

тг—<—д—2—1 . 

> = 1 
Из пп. 1-8 следует утверждение леммы 7.4. 
Пусть 

90 = \т2е 2 "1 ] , 

где « 1 взято из (4.8), и пусть 

0 * ( п , т 1 , г , т г ) = 

20 = [ 2т2е - "1 (1 - е _а1 ) (7.8) 

У (ё^{п,т^,^,т2,^,2). (7.9) 
|д-до|+|г-го|^4(ш2е-«1пп)1/2 

Лемма 7.5. Пусть а е [1, (2/3)1пгг] и г удовлетворяет (4.13). Тогда 
при п —> оо 

0,- {п,тп1,г,тп2)\ (7г ,т1 ,г ,т2 )| (1 -Ь о{п~ )). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть /{д,2) = 2^/{^\2\{т2 — ̂ -^ — 2)\{^ — V — 2^ — 
2)1 {п — г)'^^+^). Тогда, пользуясь леммой 7.4, получаем 

|0/(п, т ь г, т2,^,2)\^ {7712 -^У^{^- ь)1{7г^/2)"^^-'/{д, г). 

Положив д = до -\- X, 2 = 20 -\- у, имеем 

гг ч .до1го\{т2-до-2о)''+Уг^'^+У2У . ^ . 
/(9,^ < /(90,>го) " V лх( V \и ^ 2 ^ + ^ < (*̂ -̂ ) 

(90 + ж)! (го Ч-у)! (п - ж)'̂ +̂2/ 
9о!го!т2 '^^(1-е-«1)2(^+^)г2^+^2» 

(7.10) 

< /(90,^о)- {д^\х)\{2о\у)\{п-х)'^^'^у 
(7.11) 
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до\ Гдо""П>=1(1 + ^79о)-^ <9о""Пр1(1Н-779о)-^, если а: > О, 

> + 1 П7=Т'(1 - ^/90) < П7=Г'(1 + ^М-\и х < 0. (90 

Таким образом, при любом х 

90 
(90 + х) 

, N - 1 . _ 1 

(7.12) 

Аналогично 

>=1 
(7.13) 

{го + ж)! 

Далее, поскольку |г — пе~°''^ \ Оу/ШгПё, имеем 

(г/(п-г))2^+» = (е-"(1-е-")-1)2^+»(1 + 0((п-1е"1пп)1/2)^+»). (7.14) 

Подставляя (7.12)-(7.14) в (7.11) и пользуясь (7.8), получаем 

И - 1 . • _1Ы-1 

7 = 1 >=1 

/ (9 , ^ ) < Л90,^0)(И-О((п-1е«1пп)1/2))х+У Д (1 + ^) ' П ( 1 + ^ ) 

Отсюда и из (7.10) следует, что 

Е 
4 

(3^ (п,т1,г,т2,9,2г) 
к-«о|+|г-го|>4 (т2е- « 1п п)1/2 

< \^^^п,т^,^,т2)\3 ( 1 + 0 ( ( п - 1 е " 1 п 7 г ) 1 / 2 ) ) ^ + 2 ' 

|а:|-1-Ы>4(ш2е-"1п п)1/2 

1x1-1 

х П (^-^)" 'П(^+^) го 

-1 
6 , (п,т1,г,т2) 

>=1 >=1 

X е х р ( - ^ - ^ ^ ) =0(16/(71, т ы , т2)|п-2). (7.15) 
к1+|у|>(п»2е-«1пп)1/2 

Применяя (7.9) и (7.15), получаем утверждение леммы 7.5. 

Пусть 6,*(7г,т1,г,т2,5) обозначает совокупность графов С из б/(7г, 
т1, г, т г ) таких, что О € 6 (7г,т,5 ) . 

Лемма 7.6. Пусть а Е [1, (2/3)1п7г], 5 принадлежит интервалу из 
(4.4), а г удовлетворяет (4.12) и \г-пе~^^ \ п^^'^е~^'^^^^°'{1пп)~^'^. Тогда 
при 71 —* 00 множество 6,- (тг, т1,г,т2,5) пусто. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть С — произвольный граф из 6* (п , Ш! , г,тг,^) , 
в котором содержится V особых и р изолированных вершин. Тогда, поло
жив г = [пе~*1] -Ь/, имеем р = пе~'^^ -\-1-ь-2до-2о-\-0{{т2е~^1п п)^!'^). 
В свою очередь, 

-Ь 0 ( т | п - 2 ) ) = пе - « -Н 2т2е - " Ч- ̂ (т^тг-^е-^' ) , (7.16) 

2до + -го = (см. (7.8)) = 2т2е-"1 -̂  0 ( 1 ) = 2т2е-'*(1 -Ь 0 (т2П-^ ) ) . 

Поэтому 

р = пе-°' / - -у + 0(ш|гг-^е-« ) -Ь 0 ( ( т 2 е - ' * 1п п)!/^) 

= (см. (4.7)) = тге-" -Н / - г; -Ь ^(п^/^е-^^/^)'* Ы""^ п) 

= (см. (7.6)) = пе-" -\-1 -Ь о(п1/2е-(2/з)«(1пп)-б.5). 

Если (/| > п^/2е~('^/^)°'(1пп)~^'^, то з ф р при любом 5, принадлежащем 
интервалу из (4.4), и та оо. Следовательно, граф С не принадлежит 
множеству 0 (та ,т ,5 ) . Лемма 7.6 доказана. 

§ 8. Доказательство леммы 4.4 

4 4 

Обозначим через (3 (та, Ш! , г, шг,«) совокупность графов С из 0 (та, тх, 

г, т г ) таких, что С е 0(та,т,5), а 6*(7г, т1 ,г ,т2 ) взято из (7.5). Из лемм 
— 4 

7.1-7.3 следует, что если выполняются условия леммы 4.4, то |(5 (та, т1 , 
г, т2 ,5 )|= |(5(та,т1,г, т2,5)|-Ь о((та2/2)'"2та~2). Поэтому для доказатель
ства леммы 4.4 достаточно показать, что если г взято из (4.13), а 5 при
надлежит интервалу из (4.4), то при та оо и любом к Е [ О , т а 
где А; взято из (1.3), справедливо соотношение 4 — 4 

6 (та,т1,г,т2,5)|/|<Э (та, тх, г, тг, 5-Ь/г) 1. (8.1) 

4 4 
Будем считать, что множества 0 (та, тх , г ,тг ,Й ) , (5 (та, т1 , г , тг ,5 -Ь Л) 

4 4 
разбиты на подмножества (5, (та, т ^ г, тг, 5 ) и (5, (та, т1 , г, тг , 5 -|- Л) так, 

4 
как осуществлялось разбиение множества 0 (та, т1,г, т г ) на подмноже-

4 
ства 6 , (та,т1,г, т г ) перед леммой 7.4. При этом будем полагать, что 

4 4 
нумерации подмножеств из 0 (та, тпх, г, тг, 5 ) и 0,- (та, т^, г, т г , 5 -Ь /г) со
гласованы, т. е. графы из этих подмножеств имеют идентичные остаточ
ные графы. Такая нумерация возможна, ибо в любом остаточном графе 
имеется не более 7(гоо + щ) = (см. (7.1) и (7.4)) = о(т2С~") = о(г - з) ребер 
и не более т^ -\- щ — о[г — з) неизолированных вершин из У\. 

Ясно, что справедливость (8.1) вытекает из следующего утверждения: 
при любом допустимом г, рассматриваемых г, 5, /г и та — о о — 4 — 4 

0,- (та,т1,г,т2,5)|/|0,- (та, Ш1, г, тг, 5 -|- к) 1. (8.2) 
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Убедимся в истинности (8.2). Пусть V ж I обозначают соответственно 
число неизолированных вершин из VI и число ребер в остаточном гра
фе, по которым определяется 0,- (7г ,т1,г ,т2,5 ) . Пользуясь множеством 

0^ (тг, т1 , г , т 2 , д, г), введенным перед леммой 7.4, и полагая г = г — V -
8 — 2^, получаем 

{т-у-з)12 

0/(гг ,т1,г ,т2,5 )| = ^ |0/(п, т ь г, тг, 9, г - V - 5 - 2д) . 

Отсюда и из леммы 7.4 следует, что при п ^ оо 

(г-г)-5)/2 
1 ё Л п , т ь г . т . , . ) | ~ < - - : ; ; « г ; Л - Г " ' ^ ' " ' ' ' Е 

9=0 
(8.3) 

где 
/1 (^ ) ~ д! {г-у-з-2д)\ ' (^'^) 

Как и при доказательстве (7.13), убеждаемся, что 

(г-г;-5)/2 

|д-до|<4(до1пп)1/2 

где 90 взято из (7.8). В свою очередь, если 90 < та, то при |9 9о| ^ 
4(9о1пта)^/2, рассматриваемых г, 5, г;, < и та —* оо имеем 

• ' 1 ^ ' ^ ' ' ~ д! ( г - г ^ - з ) ! (т2-<-г4-з-Ьг>) ! (т2-<-г-|-з-1-г;)949 ' 

Следовательно, 

-у-з)\ ^"'̂ Р ( 4 ( т 2 - < - г - Н з - ^ ^ ) ) ' 
|д-до|^4(до1п«)1/2 

(8.6) 
4 

Если 8 заменить на 5 -|- /г, то, пользуясь множеством 0,- (та,т1,г, т2 , 9 , 2 ) 
и положив 2 = т — 8 — к - V - получаем 

4 
|0,- (та,тьг,т2,5Н - /1 ) 

{г-у-з-Ь)/2 
\ /очпгд—<о'—V-» —Л 

("-2-/)!(г-.)!((п-г)72)-2-«2'-—^ V - . . . . . 

(зН-А)! (п - г ) ' ^ - ' ^ - * - ' » 2.^ •'2̂ ^̂ '̂ '̂ •̂'̂  
д=0 где 

72(9) - д! (.г_„_з_Л-2д)!(т2-<-г-Ьз+Л+г;-^д)!49 ' (^.8) 

Как и при доказательстве (7.13), убеждаемся, что 

(г-г;-з-Л)/2 

Е /2(9) ~ Е /2(9). (8.9) 
»=0 |д-доК4(до111п)1/2 
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В СВОЮ очередь, если до < п-, то при 1̂  - до| < 4(9о1пп)^/2^ рассматри
ваемых г, 5 , V , ̂  и п —̂  оо имеем 

~ д! {^г-у-з-Ну. {т2-г-г+з+Н+уу. {т2-1-г+з+Н-\-у)9^9 

{г-у-з)^^ 
д1 {г-у-з-Ну. {т2-1-г+з+11-\-уу. (т2-^-^-^з+V)9^9 ' 

Следовательно, 

Е мя) - гг 

— « — 5 — Ь,у{т1-1-г+з+Н+уу (^А{т2-*-г+з+у))' 

(8.10) 
Таким образом, если о̂ < ^» то из (8.3) - (8.10) следует, что при тг —оо 

<5Нп,т1,г,т2,з)\^(з-}-А)! {г-у-з-Ну. {т2-г-г+з-\-Н-\-уу. 
\^^^(п,т1,г,т2,з+к)\ з]{п-г)'Чг-у-зУ{т2-1-г-\-з+уУ ' ^^'^^^ 

В свою очередь, 

( 5 + ну. /8\ ( с м . (4.4)) ~ {пе-")^, (8.12) 

(П - Г)^ - (см. (4.13) ) - 71^(1 - е - ^ 1 ) ^ (ибо е - " 1 < (см. (7.8) ) 

< (90̂ 7̂ )1/2 ̂  (^-11^^5 ̂ 1̂/2) ^ ^Н^ ^^щ 

^7^ ; ! . 7 -Т : ^+ : ) ? = ^{{гП2-г-гЛ-В^У^З) = (см. (7.6). (7.7) и (7.16)) 

>=1 
= (Ш2 + 0 (т2е - " ) ) ' ^ - (8.14) 

= П ( г = (см. (7.16)) 

= (2т2С-« ) - '^ (1 -Ь 0 (е - " ) ) ' ^ ~ (277г2е-«)-'*. (8.15) 
Подставляя (8.12)-(8.15) в (8.11), убеждаемся в справедливости (8.2) при 
90 < п. 

Теперь рассмотрим случай, когда 90 ^ п. Полагая 9 = 90 -Ь а;, 
имеем 

Е л м ~ л ( » о ) Е (4,о( ':г:г-г+А '^,о))^ 
|д-<?о|<4(до 1п п)1/2 |х|^4(до 1п п)1/2 

Е ш ) - 1 2 Ы Е (4до(17-ТЛ;̂ .̂ :1̂ ^̂ ^̂  
|д-до|<4(до 1п п)1/2 |хК4(до 1п п)1/2 

X ехр ( - + т2-*-г-<-з-|-Л-|-г7-|-до ''̂  г-г;-5-Л-2до)) 

-/2(90) Е (4до(17-Т-г"+?+Сч-до))' 
|хК4(до1пп)1/2 

^ ( " ^ ( ^ + ^ 2 - , - Л . - Н г ; + д + г - Л - 2 д о ) ) -
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Пользуясь (8.3)-(8.5), (8.8), (8.9), (8.16) и (8.17), получаем 

^ё ; * (п ,шь^ ,т2 , з )| ^ ( 3+ ^ ) 1 2 ^ 1 (до) 

|(Й.^(п,Ш1,г,т2,з+Л)| 5 ! (п-г ) ' ' /2 (до ) 

_ (з+Н)\ (т2-г-г+з+к+у+до)\ 
з\! (ш2-<-г+з+« -|-до )5 

. й 
( з + А ) ! 2 ; тгт / щ ^ - ^ - г + з + г ^ + д р - ь А . о 
з ! ( п - г ) Л 1 1 V г - « - з - 2 д о + 1 - > 

В свою очередь, 

^ ~ { - - « ) * , (8.19) 

( п - г ) ^ ~ (см. (4.13) ) - (та - тае-«1 )^ - (та - тае"")^, (8.20) 

Л 

Д (т2 - < - г + 5 + г; + 90 + ;•) ~ (см. (4.4), (7.6) и (7.7) ) 

~ (т2 - г + 5 4- до)'* ~ (см. (4.13) и (7.8) ) 

~ ( тг - тае~*1 + тае"" + т2е~'^"^)^ ~ (см. (7.16)) 

- т§ (1 - 2 е - " + е-2« + 0(т2та-1е-"))^ г. т| (1 - е - " )^^ , 
(8.21) 

П г - . - з Д д о + 1 - 7 (^•^)' (^-б) « (̂ •'̂ )) - ( . - з - 2 д о ) ^ 

~ (пе - «1 - гае - « -| -2т2е -2 « )Л ~ ( 2 т 2 е - " - 2 т 2 е - 2 « ) ' » 

" ( 2 т 2 е - ° ( 1 - е - « ) ) ' ' - ^8.22) 

Подставляя (8.19) - (8.22) в (8.18), убеждаемся в справедливости (8.2) при 
90 ^ та. Тем самым лемма 4.4 доказана. 

§9. Доказательство теоремы 1.2 

Идея доказательства теоремы 1.2 (а также теоремы 1.4) состоит в 
следующем. Во-первых, вместо обычных графов рассматриваются графы 
с помеченными ребрами. Такой переход правомерен ввиду соотношения 
(4.1). Во-вторых, при каждом рассматриваемом 5 величина |0(та,т,5) 
выражается через |0(та,т,А:)|, где к = [пе~°'\. В-третьих, суммируя по 
всем таким 5 и пользуясь*леммой 3.4, получаем выражение, асимптотиче
ски равное величине |(5(та,т)|. В-четвертых, с помощью этой асимптоти
ки находим асимптотику для \<&{п,т,к)\. Наконец, пользуясь этой асим
птотикой и имеющейся связью между \(д{п,т,з)\ \(д{п,т,к)\, находим 
асимптотику для |б5(та,т,5)|. 
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Если |5 — А;| ̂  {кЫ ^ к)^1^, то согласно лемме 4.1 имеем 

0 (7г ,т ,5 )| |0(та, тп,к)\ о(|(5(п,т)|А;~^) 

~ |0(гг, т , ехр ( ( 5 - к)^/{2к)) + о(|0(п, т)\к~'^). 
(9.1) 

Для остальных 5 мы различаем следующие случаи. 

СЛУЧАЙ 1: (А; Ы"^ А;) 1/6 ^ А; - 5 ^ 4(А; 1п А:) 1/2. 

СЛУЧАЙ 2: {кЫ'"^ к^^^ ^з-к^ ЦкЫк^/^. 

Рассмотрим случай 1. При фиксированном 5 вместо графов из С{п, т) 
будем рассматривать графы из (3{п + гу, т ) с множеством вершин ^2 = 
V и У1, где VI = {Уп+1,... , Уп+и)}, а, т = к - 3 = [пе~°^\ в. 

• Вершины из V будем называть основными, а из У] — вспомогатель
ными. 
Ясно, что 

'п + гу\ 
6 (п + гу, ш, 5 + т)\ |($(п — 5 , т, 0) 

ношения 

Поэтому |0(п — 5, ш, 0)1 = |0(п + гу, т , 5 + гу)!/(^1^^). Отсюда и из соот-
0(тг, т , 5)1 = (")\(д{п — 3, т , 0)| получаем 

. 5 / 
|($(п, т , 5 ) | = |0(п + гу, т , 5 + гу) 

/гг + г/;\ 

1 - I - 7 
- (ибо 5 + гу=^ А:) = |0(7г + ш,т,А; )| (5/п)" 'П , V . (9.2) 

1 + г/та 

В свою очередь, 

(5/та)"' = (( [тае-«] - гу)та-1)"' ~ е-"" ' (1 - и;е"та-1)"' 

ехр (-агу - гу^б"та~1), (9.3) 

го 

П 1 + г/п 

Подставляя (9.3) и (9.4) в (9.2), получаем 

1 + г/з 
ехр 

/г̂ ;2 гу2\ 

1 2 7 " 2 ^ / 

2 . г « 2 ( е « - 1 ) 
~ ехр -

2та 
(9.4) 

— — / гу2(е" + 1)\ 
(б{п,т,з)\ |0(та-|- гу,т,А;)|ехр ( - ат -). 

V 2та / 
Множество 0(та -}- гу, т . А;) представим в виде 

4 

0(та -\- и),т,к) = 0Дта + гу, т . А;), 
»=1 

(9.5) 

(9.6) 

где 
01(та -Н гу, т . А:) — совокупность графов С € 0(та + т, к) таких, что 

вспомогательным вершинам в О инцидентно менее {4/5)ат ребер; 



72 А. Д. Коршунов 

0 2 ( ^ + гу, т , к) — совокупность графов О из 6 (п + ш, /г) таких, что 
вспомогательным вершинам в С инцидентно более 2о:гу ребер; 

(9з(п + гу, т , к) — совокупность графов О из ^(тг + гу, т , А;) таких, что 
вспомогательным вершинам в О инцидентно г ребер, {4/Ъ)ат ^ -г ̂  2агу, 
и среди этих вершин имеется не менее шести изолированных вершин; 

<$4(п + гу, т , к) — совокупность остальных графов из (б{п + IV, т, к). 
Сначала оценим сверху мощности множеств 0,(?г -|- гу,т,А;) при г — 

1,2,3. Все графы С из <б{п + гу, т, к) такие, что вспомогательным верши
нам в О инцидентно г ребер, могут быть получены следующим способом. 

1. Берется множество изолированных вершин У2 и среди т помечен
ных ребер отбираются г ребер. Эти ребра допустимым способом размеща
ются так, чтобы каждое такое ребро оказалось инцидентно не менее чем 

одной вспомогательной вершине. Имеется С̂ ) ("̂ '̂ "̂ (2))̂ ! < 1^{гп'ю{п •\-
ю/2)У возможностей. 

2. Остальные ребра размещаются допустимым способом так, чтобы 
каждое такое ребро соединяло основные вершины. Число возможностей 
равно величине 

~ ^ Г - ' ехр ( - ~ „ 2 т - 2 . 2 - п . + . ехр ( - - . 

Поэтому 

(81{п-\-ш,т,к)\ ^ У] —{2тт{п-\-'ш/2)п~'^У 

в свою очередь 

(4/5)аи; 

^ е х р ( - ? - ^ ) Е -,{о^^{п^т12)п-^у. (9.7) 
г = 0 

X ' — — 7 

(4/5)аи; ^ , (4/5)а« ; , 

^ у> 1 /ац;(71-Ь г1;/2)у ^ у> (аг<;)^ 

= (ибо гу ^ (А;1п-*А:)1/^ а ^ (2/3) 1пп) = о ( ^ ) . (9.8) 

Из (9.7), (9.8) следует, что 

^1{п + ю,т,к)\< о(^(^^)"'п-^ехр(^^ - ( ^ ) % а г у ) ) . (9.9) 
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Поскольку |(Й(7г,т)| = \(д{п,т)\т\, пользуясь леммой 3.2, из (9.9) при 
п оо получаем 

|01(п+ш,ш,А;)| = 0(10(71, т)|е^«^п-2). (9.10) 

Далее, при 7г —>̂  оо 

Поскольку при 2 ^ 2о;гу и 77 —> оо выражение под знаком суммы как 
функция от 2 убывает быстрее геометрической прогрессии с знаменателем 
2/3, имеем 

|02(п + 7.,77г,А:)| < ^ ( ^ ) " ^ ( а 7 . ) ^ 2 " - ^ ехр ( - ? -

~ (см. лемму 3.2) ~ \Щп,т)\^^^^^^^ < |0(7г, 77г)|(е/2)2"^ 

= (ибо ю ^ (Аг1п~^ А:)!/^ - » оопри тг —>• оои а ^ (2/3)1п7г) 

= о(|0(7г,77г)|е««'7г-2). (9.11) 

Наконец, нетрудно видеть, что 

0 з ( 7 г 4- гу, 77г,А;)| < ( ? ) ( ' 

т - 1 

2 ' ]т\ 
т / 

I 2 ^ =̂1 
В свою очередь, С^+^-б)"* ^ (^)"^ ехр (а(г/; - 6) - ^ ) . Поэтому 

| 0 з ( п + г1;,77г,А.)| < ( ^ ) ( ^ ) "^ехр (а{т - 6) - ^ - ( ? ) ^ ) 

~ (см. лемму 3.2) ~ |0(7г, ттг)| (^) ехр(а(гу — 6)) 

< |ё(7г,77г)|е^«'(«;е-*)^ 

^ |0(7г,7п)|е^«'(4(7ге-«1п(7ге-"))1/2е-")^ 

= ( ибо а ^ (2/3)1п7г) = о(|0(7г, 77г)|е^"'7г~ )̂. 
(9.12) 

Теперь найдем асимптотику для мощности множества 04(77 + щ^ш,к). 
Сначала убедимся в том, что если 

г < [2ал/к1пк\и V € [0,5 (9.13) 

то 

0(77,771, А; - ь)\ |0(7г, 77г - г. А; - 7;)|(7г^/2)'' + о(|0(7г, т7г)|А;~1). (9.14) 

С этой целью множество 0(7г, т,к - V) представим в виде 

0(77,771,А; - г;) = 0^71,777,Аг - г;)и 0 (̂71,77г,А; - у ) , (9.15) 



74 А. Д. Коршунов 

где 
0 т , А; — — совокупность графов \  €  0(та, т,к — V) таких, что 

после удаления из О ребер с метками ш — г -|-1, , т получается граф с 
к — V изолированными вершинами, т. е. граф из 0(7г, т — т,к — у)\ 

2 
0 ( п , т , к - у ) — совокупность остальных графов из 0 ( 7 1 , т , к - V). 
Ясно, что 

0 (тг, 771, Аг - = [0(77,771 - г. А; - V) 

0(77,777-г,А;-г;)|(тг2/2Г- (9.16) 

Далее, все графы из 0 (тг, тд, А; - г;) могут быть получены следующим 
способом. 

1. Фиксируется произвольное / € [1,г] и берется произвольный граф 
С из 0(тг, ттг - г,А; - г; +/). _ 

2. Ребро с меткой г, ттг —г + 1 ̂  г < ттг, добавляется к О таким образом, 
чтобы оно оказалось инцидентно по крайней мере одной изолированной 
вершине графа О. Имеется не более Г7г(А;-'У+7) ^ гтг(А; + г) возможностей. 

3. Ребра с метками ттг — г + 1,... , г - 1 , г + 1,... ,т7г размещаются в О 
произвольным допустимым способом. Имеется менее {п^/2у~^ возможно
стей. 

Следовательно, 

0^(тг,т7г,А; - г;)| < гп{к г){п^/2У~^ '^\(&{п,7П - г,к - V -\-1) 

1=1 

< гп{к + г)(тг^/2)'"~1|0(тг, ттг - г)| 2г(А; + г)7г~1|0(7г, ттг) 

= (см. (9.13)) = о(|0(тг,77г)|А;~1). (9.17) 

Пользуясь (9.15)-(9.17), получаем (9.14). 
Далее, множество 04(7г-|- гу,т7г,А;) представим в виде 

04 (77 -Н ш,77г,А;)| = |04 (7г -|- гу,7тг,А;)| У 04(тг + то,ттг,А;), (9.18) 

где 
^ 1 
0 4 (тг + 10,111, к) — совокупность графов О из 04(тг + ю,т,к) таких, 

что любое ребро, инцидентное некоторой вспомогательной вершине, мо
жет быть инцидентно только такой вершине из V, которая смежна с дру
гой вершиной из V ; 

0 4 (п -Н гу, ттг. А;) — совокупность остальных графов из 04(тг -|- гу, ттг. А;). 

Все графы из 0 4 (тг 10,171, к) (и только они) могут быть получены 
следующим способом. 

1. Берется множество изолированных вершин У2 и среди Т7г ребер 
отбираются т — г ребер, где (4/5)о;гу ^ г ^ 2 а ю . Имеется [^) ~ ттг̂ /г! = 
((1/2)а7г)^/г! возможностей. 

2. Отобранные ребра допустимым способом размещаются так, чтобы 
они соединяли основные вершины и среди этих вершин оказалось к — V 
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изолированных вершин, О ̂  г; ^ 5. Число возможностей равно величине 

(9(п, т — 2,к - у)\. (9.14)) ~ (|<5(«, т,к — у) 

+ о{\Щп,т)\к~^)){2п~^У ~ (см. лемму 4.1) 

~ (|0(гг, ш, А:)| + оЦЩп, т)\к-'^)){2п-^У. 

3. Остальные ребра допустимым способом размещаются так, чтобы 
каждое такое ребро было инцидентно по крайней мере одной вспомога
тельной вершине и не было инцидентно изолированной основной верши
не в графе, полученном в н . 2, а среди вспомогательных вершин ока
залось V изолированных вершин. Число возможностей обозначим через 
К{п, гу, г, у). 

Следовательно, 

04 (п + гу, т , А;)| ~ (|0(та, т , к) 

г=[(4/5)а«;] «=0 

В СВОЮ очередь, в силу (9.12) имеем 

Е ^ , г , у ) г ^ ( ® '^^'^ ~ г\ (гу(гг - к)У - {тпУ. 
у=0 V ^ / 

Поэтому 

^ 1 {аяуУ 
04 ( 7 г - | - гу, ш,А;)| ~ (|0(7г, т , к)\\о{\Ь{п,т)\к-^У^ Е 

2=[(4/5)а«;] 

- (10(п, т , А:)| -Ь о(10(п, т)|А:-1))е""'. (9.19) 

Теперь оценим сверху мощность множества 04 [п -|- У), т,к). Все гра
фы из этого множества могут быть получены следующим способом. 

1. Осуществляются первые два шага, которые использовались при 

получении графов из 04 (тг -|- гу, ттг,/а.). Имеется менее 

(7)|0(тг,ттг-^)| < -^ттг''(2тг-2)^10(тг, ттг)| = ^(атг-1)^|0(тг, ттг) 
г! 

1 ,-1\2 

возможностей. 
2. Из оставшихся ребер отбирается одно ребро и размещается так, 

чтобы оно оказалось инцидентно вспомогательной вершине и изолирован
ной основной вершине имеющегося графа. Имеется менее 22готге"'" воз
можностей. 

3. Остальные ребра размещаются так, чтобы каждое такое ребро 
оказалось инцидентно по крайней мере одной вспомогательной вершине 
и не менее чем одна вспомогательная вершина осталась изолированной. 
Число возможностей меньше величины 

/(- ) -Ь(г1;-1)тг^ 
2гу 5^1 2 ^ ( ^ - 1 » ' " ^ 

= 2тг-1(г1;тг)^е-("-1)/^ ^ (ибо г ^ (4/5)аг/;) ^ Зтг-1(т1^тг)"е-(*/^)". 
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Следовательно, 

г=[ (4/5 )а «7 ] 

= о(|0(п,т)|е««'А ;-1). (9.20) 

Пользуясь (9.18)-(9.20), получаем 

04(п + т , А:)1 ~ (|0(п, т , А;)|) + о(|0(гг, т)|А;-1)е"^-. (9.21) 

Из (9.6), (9.10)-(9.12) и (9.21) следует, что 

0(7г4-и;,ш,А;)| - {Щп,т,к)\) + о{\Щщт)\к-^)е"'". (9.22) 

Подставляя (9.22) в (9.5), получаем 

0 ( п , т , 5 ) | ~ (|0(п,ш,/:)|+о(|0(п,т)|А;~1))ехр(-(Аг-5)^е'*/(2п)). (9.23) 

Рассмотрим случай 2. Пусть т = з пе —а = 5 — /: > 0. Как и в 
первом случае, имеем 

\Щщ ш, з)\ (^)\в{п - т, к)\1 ("^"'). 

В свою очередь, при а ^ (2/3)1п7г и гу € [0,4(А;1п/г)1/2 

( : ) ~ ^ = ^ П 1 Е ^ Т ~ 1 ^ е x р ( а » - ^ ) , 
1=1 

Поэтому 

(25(7г,т,5)| ~ |0(п — гу,т,А;)|ехр (9.24) 

Рассмотрим 0(п, ш, А;). Пусть - {г'п-.г^^.х,... , г'„}. Множество 
0 (п , т , А;) представим в виде 

6(гг, т,А;) = 0 ' ( 7 г ,т ,А; ) , 
1=1 

(9.25) 

где 
^ 1 . 0 (те, т , А;) — совокупность графов С из 0(те, ш. А;) таких, что верши

нам из Уз в (? инцидентно менее (4/5)о;гу ребер; 

0 (̂те, т , А;) — совокупность графов О из 0(?г, т . А;) таких, что верши
нам из Уз в инцидентно более 2агу ребер; 

3 
0 (те, т,А:) — совокупность графов С из 0(п,т,Аг) таких, что вер

шинам из Уз в С инцидентно г ребер, {\1Ъ)о.и) ^ г ^ 2агу, и среди этих 
вершин имеется не менее 6 изолированных вершин; 

4 
0 (те, т . А:) — совокупность остальных графов из 0(п, т , А:). 
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Пользуясь рассуждениями, которые применялись при установлении 
(9.10)-(9.12), убеждаемся, что при г = 1,2,3 и п -̂ ^ оо 

0\п, т, к)\ о(|0(п, ш)|п~2). (9.26) 

Далее, если гиг; удовлетворяют (9.13), то из (9.14) следует, что 

&(п-т,т,к-у)\ \<3{п-ю,т-г,к-у)\{{п — юУ/2У-\-о{\(5{п — 'ш,т)\к~^) 

(3{п — У),т — г, - гу, тп)\к ). (9.27) 

Теперь рассмотрим множество & {п,т,к). Представим его в виде 

4 4 1 4 2 
0 (п,ш,/г) = 0 ' (п ,т ,/г )и0 ' {п,т,к), (9.28) 

где 4 X 4 
0 ' (тг,ттг,к) — совокупность графов из 0 (тг,т,к) таких, что лю

бое ребро в О, инцидентное некоторой вершине из Уз, может быть инци
дентно только такой вершине из У \Уз, которая смежна с другой вершиной 
из У \; 

4 2 4 
0 ' {п,т,к) — совокупность остальных графов из 0 (тг,ттг,А:). 
Используя способ получения графов из множества 04 (тг V, ттг, к), ко

торый был описан при исследовании его мощности (заменяя Ух на У и У 
на У \, убеждаемся, что 

0^'\тг,т7г,А:) 

Е г!2^ — и),т - г,к - у)\К{п — ТУ, У), г , г;) 
л = [ ( 4 / 5 ) а « ) ] V=0 

~ (см. (9.27) ) ~ (|0(тг - гу, ттг,А:)|) 
^2агу^ 5 

-Ь о(|0(тг - гу, т)\к-') ^ И ( п ) ' ^ ^^"^ ~ ""̂  ̂ ' ^' 
г = [ ( 4 / 5 ) а Н у=0 

В свою очередь, нетрудно видеть, что 

5 

^ Д(тг - гу,ш,г,т;) ~ I ' Ч г! ~ (гутг)^. 
г;=0 Ч ^ / 

Поэтому 

4 1 — 
0 ' (тг, ттг,/г)| ~ (|0(тг — гу, ттг. А;) 

-1- о(|0(тг - У),т)\к~^)) Е 
г= [ ( 4/5 ) а « ; ] 

- (|0(тг- -ш, ттг, А;)|-Ьо(|0(тг-гу,тп)|А:-1))е""'. 
(9.29) 
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Повторяя рассуждения, которые применялись при установлении (9.20), 
убеждаемся, что 

|а*'^(п,т,А;)| = о(|6(п - г/;, т)|е"«'А:-1). (9.30) 

Пользуясь (9.28)-(9.30), получаем 

|0^(п,т,А;)| ~ {\Щп - ю,т,к)\ о{Щп - и;,т)|А:-1))е"^. (9.31) 

Из (9.25), (9.26) и (9.31) следует, что 

0 (п -ш,т ,Аг )|~ (|б (п ,т ,А ; ) | + о(|0(гг,т)|А;-1))е-^"'. (9.32) 

Подставляя (9.32) в (9.24), при п -> оо получаем 

0 ( п , т , 5 ) | - (|0(п,т,А;)|+о(|0(п,т)|А;-1))ехр(-(А:-5)2е"/(2п)). (9.33) 
Перейдем к завершению доказательства теоремы 1.2. Собирая (9.1), 

(9.23), (9.33) и пользуясь леммой 3.4, имеем 

У^\^{п,т,8)\ \Щп,т) 

~ (|0(п, ш,к)\ а(|0(п, т)\к-')) Е ( - ^^^Ф^) 
з=[^к-4(А;1пА;)1/2^ 

° ° 2 

- ( Й п , ш , А ; ) | + о(|0(п,т)|А;-1)) ^ ^^1? {-^Чр^) 
з=—оо 

оо 

~ (|0(п,т,А;)| + о(|0(п,т)|А;~1)) ^ ехр ^ - с̂ж 
Х — — 00 

= {\(&{п,т,к)\ о{\(8{п,т)\к~^))у/27гк. 

Поэтому |0(п,т,А:)| ~ \Щп, т)\{27гк)~^^'^. Отсюда с учетом (9.1), (9.23), 
(9.33) и (4.1) приходим к утверждению теоремы 1.2. 

§ 10, Доказательство теоремы 1.3 

Положим 

X = пе~", к = [х\, и = X — к 

и рассмотрим графы из 0 (п 4- к , т). Пусть 

/{п,т) = (п + А;)е-"/^1+*^/") - А:. 

Покажем, что 
\/{п,т)\ 2. 

В самом деле, 

|/(п,т)| = |7ге-^/(1+*/") -~ к\- о(1) ^ (см. (10.1)) 

^ |пе-'*/^1+*/") -а:| 4-7^4-0(1) 

- Кпе'* - пе«/(1+*/"))е-«-'^/(1+*/")| + + о(1). 

(10.1) 

(10.2) 

(10.3) 
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Поскольку 

оо 

= „(1 + -^{-Щк/пУ) = а + 0 ( # ) , 
1=1 

имеем ехр (а/(1 + к/п)) = ехр (о: -\-0{ак/п)) = е^(1 + 0{ак/п)). Следова
тельно, 

|/(п,ш)| < 0 (аА;е '^ )е -^- «/ (1+*/" ) ^ ^ ^ (̂̂ ^ ^ ^ ^ ^^^^ < 2, 

т. е. справедливо (Ю.З). 
Далее, согласно лемме 3.1 математическое ожидание числа изолиро

ванных вершин для графов из 0 ( п -(- к, т), равное 

отличается от [(тг -Ь ж)е~"/(1'^*^/")] не более чем на 1. Отсюда и из (10.2), 
(10.3) следует, что это математическое ожидание отличается от к не более 
чем на 3. Пользуясь этим фактом и теоремой 1.2, получаем 

(9(п -Н А;, ш, А;)| ~ (1/л/2гк)\(8{п + к, т) 

В свою очередь, 

0 ( п , т , О ) | = 10(71-Н А;, т,А; )|/(" !* ) . 

Поэтому 
0(7г,7и,О)| - (1/\/2^)|6(7г-Ь А;, 771)1/("!*). (10.4) 

Далее, 

0(77 + к, т) 
т-1 

777 г=0 
2 

2\ 

0 ( 7 7 , 7 7 7 ) 

1 / \
1 ( еп ^ 

(10.5) 

(10.6) 

Подставляя (10.5) и (10.6) в (10.4), получаем 

10(77,777,0)1 - |0(71,77г)|е"*=(А;/е77)̂  = |0(77, Г7г)|е"*((ж - 1^)/(е7г))* 

0(71,77г)|е"*-''(ж/(е7г))* = (см. 10.1) ) = |0(7г,77г) 

0(77, ттг)! б-'̂ Р (~^ ехр ( - а ) ) = |0(тг,г7г) 
— |0(тг, ттг)| ехр(—тгехр (—2ттг/тг)). 

Тем самым теорема 1.3 доказана. 
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§ 11. Доказательство теоремы 1.4 

Доказательство теоремы 1.4 аналогично доказательству теоремы 1.2, 
но технически реализуется несколько иначе. Если |в — пе~°'\ к^1^\р? п, 
то согласно лемме 4.2 имеем 

0(п,ш,з )| ~ |0(п,т,А;)| + о{\(б{п,т)\к~^) 

- |0(п,т,А:)|ехр(-(5-А ; )2/(2А;)) + о(|0(п,т)|А;~1). (11.1) 

Для остальных в из интервала \к — Ау/к\а.к,к + 4л/к 1пк] будем различать 
два случая. 

СЛУЧАЙ 1: 

к^/^ 1п2 п < пе-°' - 8 < Ау/кЫк. (11.2) 

СЛУЧАЙ 2: 

Рассмотрим случай 1. Пусть 

V — пе —а V 
1 ( 1 _ е - л _ а е - « ) -

(11.3) 

(11.4) 

Тогда при каждом 5 вместо графов из 0(71, ш) рассмотрим множество 
графов из 0 ( 7 7 + X , 77г). Ясно, что 

10(77, 777, 8)\ ( » ) 10(77 + X , 777, 5 + х)\/{-+1) 

= 10(71 + X , 777,5 + ХЖ8/ПГ { ^ ) • (11.5) 
» =1 

В свою очередь, 

(#)^= { ^ ~ ^ У = е-"Ц1-ье"п-^У г^ехр{-ах-хуе"п-'^), (11.6) 

1 =1 

Подставляя (11.6) и (11.7) в (11.5), получаем 

0 ( 7 7 , 777, 5)1 ~ 1 0 ( 7 7 + Ж, 777,5 + ж)|ехр(-аж - ХУб^'+ х"^{е°' - 1)/{2п)). 
(11.8) 

Множество 0 ( 7 7 + ж, 777,5 + ж) представим в виде 

0(77 + ж, 777, 5 + ж) = 0 ' ( т ! + Ж, 777, 5 + ж), 
1=1 

(11.9) 

где 
^ 1 
0 (77+ж,77г,5 + ж) — совокупность графов о из 0(7г+ж, 771,5+ж) таких, 

что вспомогательным вершинам (т. е. вершинам из VI = { «п+х , . . . , т^п+х}) 
в О инцидентно менее -го = [ах — 3{ах\ппУ^'^\; 
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(д^{п + х,т,в + ж) — совокупность графов С из 0 (п + х,т,з х) 
таких, что вспомогательным вершинам в С инцидентно более 21 = [ах + 
3(аx1пп)•^/2^ ребер; 

(5^(п + х , т , 5 + а;) — совокупность графов С Е 0(гг + х, т , 5 + а:) таких, 
что вспомогательным вершинам в С инцидентно ^ ребер, го ^ г ^ 21, а 
среди таких вершин есть либо менее шо = [хе — 4( хе — а 

либо более г̂ х = [же -{-4{\хе 1птг)1/ ]̂ изолированных вершин; 
1пп)1/2], 

(9^(та -Ь ж, т , 5 + ж) — совокупность остальных графов. 

Сначала оценим сверху мощности множеств ($'(п + ж,т,5 + ж) при 
г = 1,2,3. Используя способ получения графов, который описан перед 
(9.7) (заменяя лишь гу на ж и 5 + ю на 5 + ж), при тг —̂  оо имеем 

0 (̂тг + ж, ттг,5 + ж) 

. - 2 г < $ ^ е х р ( - - - ^ ) 2 : ( ? ) ( ® + - ) . ! 2 ^ . -

2о!2̂ 0тг-''-̂ '̂  < (см. лемму 3.2) < |0(тг,тп)|го 

' ( 2 ) + жтг 

, ^0 

1 

ттг \ (^) + жтг\

0(тг, тгг)|го(2ттгтг ) - 2 ч г о ехр(-г^/(2т7г)) 

-^|0(тг, ттг)|го(«ж(1 + х/{2п))У^ ехр{-ах^п~^) 

< |0(тг,Г7г)|е^Ого(аж(1 + ж/(2тг))2~1)''0ехр(-аж^тг~1) 
= о(|0(тг, ттг)|тг~2 ехр (аж - ах^/{2п))). 

Аналогично убеждаемся, что 

(11.10) 

^ 2 
0''(тг + Ж, ттг, 5 + ж)| = о(|0(тг, пг)|тг ^ ехр (аж - о:ж"/(2тг))). ( И - И ) 

Все графы С Е 0 (̂тг + ж, ттг, 5 + ж) такие, что в С имеется г ребер, каждое 
из которых инцидентно по крайней мере одной вспомогательной вершине 
и среди этих вершин имеется точно гу изолированных вершин, могут быть 
получены следующим способом. 

1. Берется тг + ж изолированных вершин и среди т отмеченных ребер 
отбираются ттг — 2 ребер. Имеется 

/ ттг\ 
-^тп^ ехр (-22/(2ттг)) ~ -̂ ттг̂  ехр (-аж^п ^) 

возможностей. 
2. Отобранные ребра допустимым способом размещаются так, чтобы 

каждое из них соединяло основные вершины. Число возможностей равно 

{ \ттг-2)! ^(«2/2)"^-" ехр (-77271-1-ттг-тг-2)~|0(тг,т7г)|(27г-2)-'. 
\ттг — г/ 

3. Остальные ребра размещаются так, чтобы каждое из них оказалось 
инцидентным по крайней мере одной вспомогательной вершине и среди 
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таких вершин осталось ги изолированных вершин. Число возможностей 
обозначим через Р(2,гу). 

Следовательно, 

(3^(71 + аг,т,5 + х)\ 2|6(7г,т)|ехр(—аж'^тг 1) 
^1 / ^0 \ 

Ясно, что если г ребер размеш;аются так, чтобы каждое из них оказалось 
инцидентным по крайней мере одной вспомогательной вершине, то ма
тематическое ожидание числа изолированных вспомогательных вершин 
равно величине 

( ^ 2 ' ) + ( ^ - 1 ) п 
2 . 

= ^ ( ( ( ' 2 ' ) + (̂  - 1 )^ ) / ( ( Ю + ^^ ) ) V + 0 ( А - 2 п - 1 ) ) 

= х(1-{х + п-1)/((^) + х п ) У (1 + 0(г2х-2п-1)) 

= ехр(^-г{х -\-п- 1 )/ ( (^ ) + хп) -Ь 0 ( гх -2 )^ (1 -Ь 0{г'^х-'^п-^)) 

= хехр^-г{х-Ьп-1)/(^(1)-\-хп)^ -1-0(1) 

Если гу ^ гУо, то к та X вершинам добавим [же~" — г«] вспомога
тельных вершин и будем размеш:ать г ребер так, чтобы каждое из них 
оказалось инцидентно по крайней мере одной вспомогательной вершине. 
Пользуясь доказательствами лемм 3.3 и 3.4, показываем, что справедливо 

5 р ( г , » ) = ( © + " ^ ) . ! о ( » : - » ) = о ( ( ( ^ ) + „ х ) ^ ) . (11.13) 

Далее, если гу > гУ1, то вместо множества вспомогательных вершин Ух сле
дует использовать множество вспомогательных вершин Уз = { г ;„^ .1 , . . . , 
Ьп+х-у}, где у = [ю — хе~ " ] , и г ребер следует размещать так, чтобы 
каждое из них оказалось инцидентным по крайней мере одной вершине из 
Уз. Используя соображения из доказательств лемм 3.3 и 3.4, убеждаемся, 
что 

(11.14) Е Р(г,гу) = о(^((^)-Ьтах) 'Аг-^). 

Подставляя (11.13) и (11.14) в (11.12), получаем 
3 

<3 (та-Ь х,ш,5-Ь х) 

= о(|0(та,т)|А;-2ехр(-ах^та"1)) Е ( " ( й ) +'^^У) 

= о(|0(та, т)\к-'^ ехр (ах - ах2/(2та))). (11.15) 
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4 4 
Рассмотрим множество <3 (п + а;,т,5 4- х). Пусть 0 (п + ж,т,5 + 

ж, г) обозначает совокупность графов О € 0^(п + х , т , 5 + х) таких, что 
число ребер в каждое из которых инцидентно по крайней мере одной 
вспомогательной вершине, равно г. Тогда 

(д (п 4- ж, т , 5 + х)| = 2^ |0 (п + X, т , 5 + х, г) 
21 

(11.16) 
г=2о 

4 2 
Если О — произвольный граф из 0 (п + х, т , з + х, -г), то через С обо
значим граф, получаемый из С после удаления из него тех ребер, каждое 
из которых инцидентно по крайней мере одной вспомогательной вершине. 
Введем обозначения 

4 4 
О 01(п4-ж,т,5- ( -х ,г ) — совокупность графов 6^ 6 <5 {п + х,т,8-\-х,г) 

таких, что среди основных вершин в С содержится г изолированных 
вершин, где |г — тгехр(—2(т — 2)/тг)| > 4{пе~°'\ппу/^\ 

о 0 2 (^ 4- X, т , 6 4- Ж,г) — совокупность графов О е 0(тг 4- х, ттг,5 4- ж, г) \ 

0/(п4-х, ттг, з-\-х,г) таких, что в О имеется и ребер, каждое из которых 
инцидентно как вспомогательной, так и основной вершине, последняя 

71 является изолированной в и и — ге —а ^4([ге-"11птг)1/2; 
4 4 

О 0 3 (тг-I-ж, ттг, 54-Ж, г) — совокупность графов из 0 (тг4-х, ттг, 5-|-х, 2г)\ 
и'-_1<3^{п-\-х, ттг, 5-1-ж, г) таких, что в С имеется не менее I = [(а1птг)2] 
ребер, каждое из которых инцидентно произвольным вершинам V^, 

таким, что ^1 Е У1 V] € VI , причем V, изолирована в и имеет 
степень не менее 2 в 6". 

В силу леммы 3.4 справедливо 

|0^(тг 4- х,тгг,5 -|- х,г)\ о(|0(тг 4- х, ттг)|А;~'̂ ). 

Далее, нетрудно видеть, что 

^ 4 02 (та 4- ж, таг,5 -Ь X, г)] = о(|0(та 4- ж, ттг)|Аг ^). 

(11.17) 

(11.18) 

т=-4. Пакопец, все графы из 0з {п •\- х,т,з -\- х, г) могут быть получены следу
ющим способом. 

1. Берется та 4- ж изолированных вершин и среди тта помеченных ребер 
отбираются тп — -г ребер. Имеется С̂ ) возможностей. 

2. Отобранные ребра допустимым способом размещаются так, чтобы 
каждое из них соединяло основные вершины. Получается граф О . Число 
возможностей меньше величины |0(та,таг - г)\. 

3. Среди г основных вершин, которые оказались изолированными в 

0 , отмечаются и = [</2] вершин, а среди оставшихся ребер отбираются 

1 ребер. Имеется (̂ )̂ [̂ ) < возможностей. 
4. Отобранные ребра размещаются так, чтобы каждое из них было 

инцидентно как вспомогательной, так и основной вершине, отмеченной в 
п. 3. Имеется не более (жтг)* возможностей. 
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5. Остальные ребра размещаются допустимым способом так, чтобы 
каждое из них оказалось инцидентно по крайней мере одной вспомогатель
ной вершине. Число возможностей меньше величины 

( (Ю + = ' П ' ( ( I ) + ХП - . ) < ^ П ((1) 
^ ^ »=0 ^ ^ »=0 ^ 

-\- хп — г 

Следовательно, 

^ 4 
(63 {п + х,т,з -\- ж, г)\ |<5(гг, т- г) (?) п ( ( ! )+—. 

<|ё(п + . , т ) | ( " ) ; ; У 

< |0(гг -I- ж, т)|(с/ 1пп)*/^ = о(|0(п -|- ж, т)|гг~"^). (11.19) 

Пусть 

(51{п^х,т,8->гх,г) = 0*(п-Нж, т , 5-Нж, 2 ) \ бДп+ж, т , 5-|-ж, г). (11.20) 
1=1 

4 
Все графы из 6 4 (п -17 ж, ш, 5 -|- ж, 2 ) (и только они) могут быть получены 
следующим способом. 

1. Осуществляются первые два пункта при получении графов из 
4 2 

6 3 ( 7 1 -Н ж,77г, 5 -Н ж, г). Число возникающих графов С , в которых среди 
основных вершин содержится по г изолированных вершин, равно {/^) |0 (7г , ттг-
2Г,Г)|. 

2. Остальные ребра размещаются в О так, чтобы получился граф из 
6 4 (77+ж, 777,5-Ьж, г), в котором среди вспомогательных вершин содержится 
гу изолированных вершин, где |гу - же"'^/*! ^ 4(же~'^/^ 1п77)^/2. Число 
возможностей обозначим через Р{г,г,т). 

Таким образом, 

04 (77 +ж, 777,5-1-ж, 2)1 = С^) Р{г, Г,-ш^Щп, гп - 2, г)\, (11.21) 

где суммирование осуществляется по всем допустимым г и гу. Ясно, что 
г обязано быть таким, чтобы выполнялось неравенство 

|5 + X - г - же-^/^ + 2е-^| < 4(же-^/^1птг)1/2 + 4{ге-"\пп)^/^ + {а\пп)К 

Следовательно, 

г = 5 + ж - же-^/^ + ге-" + о{к^^'^ 77) = 5 + ж(1 - е"^ - ае"" ' ) + ахе'" 

+ г е " " + о(А;1/^ 7г) = (см. (11.4)) = 5 + т; + аже"" + г е " " + о{к^/^ тг) 

= тге-^ + 2 2 е - " + о(к^/'^ тг) = тге-'*^ + о{к^/'^ тг), 

где 
« 2 = 2(ттг - 2)/тг. (11.22) 
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Из леммы 4.2 следует, что при любом таком г 

©(тг, ттг — 2 , г)| ~ |6(та, ттг — г, [тге""^ ])|+ о(1(3(тг,ттг-2)|Аг-2). (11.23) 

Подставляя (11.23) в (11.21), получаем 

04 (тг + X, ттг, 5 + ж, г)| ~ {^) |0(тг, ттг - 2 , [тге""^])| ̂  ^{^^ ^ ) 

+ о(|0(гг + х,ттг)|А;~^). 

В свою очередь, из (11.17)-(11.20) следует, что 

\

)  
~  (тгж)̂  ехр (х2г/(2тг)) ~ (тгх)^ ехр (ах^/(2тг)). 

Поэтому 

04 (̂тг + х,ттг,5Н- х,г)| ~ |0(тг,ттг- 2 , [тге""*])! ('^)(тгх)''ехр (ах2/(2тг)) 

+ о(|0(тг + х,тп)|А;-1). (11.24) 

Покажем, что при рассматриваемых г 

|0(тг ,7тг- 2 , [гге-"2])|п2^2-^ - |0(7г,ттг,А;)| + о(|0(тг,гтг)|А;-2). (11.25) 

Все графы из 0 ( т 1 , ттг, к) можно получить следующим способом. 
1. Берется п изолированных вершин и первые ттг — 2 ребер разме

щаются так, чтобы число изолированных вершин в получаемом графе 
О оказалось равным г;, где V € ]}г,к •\- г\. Число таких графов равно 
0(тг,ттг,т7г — 2,г>)|. 

2. Остальные г ребер добавляются к так, чтобы в полученном 
г^афе оказалось к изолированных вершин. Число возможностей равно 
0(тг,ттг — 2 , г;, 2 , 5 ) 

Следовательно, 

0{пу тп, к)\ Е ттг - 2 , « ) ! • |6(тг, тп — г,г,г,к) 

Положим VI = [пе~°'^\, где а2 взято из (11.22). Тогда, как и при исследо-
4 

вании множества 6 4 (тг 4 - х, ттг, 5 -|- х, г), достаточно ограничиться рассмо
трением только таких V, которые удовлетворяют неравенству |̂  — «х! ^ 
о{к^/'^1п^п). Вместе с тем при таких V, как следует из леммы 4.2, спра
ведливо соотношение 

0(тг,ттг — г,у)\ |0(тг,ттг - 2 , [тае~"2^^| _|. о(|0(тг,ттг — г)\к~^). 

Отсюда и из (11.25) получаем 

0(тг,гтг,А;)| (|0(тг,ттг - 2 , [тге~"2^)^ _|. о(|0(тг,ттг - г)\к~'^)) 

X Е |0(тг,т - 2,г?,2,А;)|-Н о(|0(тг,ттг)|Аг-1). (11.26) 
|«-171|<о(*1/41п2п) 
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Далее, используя доказательство леммы 4.4, убеждаемся, что 

|г-»1|<о(]к1/*1п2п) 

(5(п,т-г,г7 ,2г,А;)| ^ п2^2~^. (11.27) 

Из (11.26) и (11.27) следует (11.25). Подставляя (11.25) в (11.24) и поль
зуясь (11.16)-(11.19), получаем 

4 
0 {п-\- х,т,з-\- х) 

(\0(п,т,к)\ о{\а{п,т)\к-^))ехр{ах^/{2п)) ^ (?)(2жп-1)^ 

+ о(|0(п, т)\к~^ ехр (аж - ах'^/{2п))). 

Поскольку при рассматриваемых г 

( ? ) ~ ехр { - г^ / {2т) ) ~ -^т'ехр{-а"^/{2т)) 

2=20 

2! 

= ^ т ^ е х р ( - а ж 2 п - 1 ) , (11.28) 

имеем 
4 

0 (п-Н Ж, т , 5-Н ж) 

- (|0(п,т,А;)|-Ьо(|0(п,т)|А:-1) )ехр(-аж2/(2п)) ^ -у{^^У 
«1 

-Ь о(|0(7г, т)|А;~1 ехр (аж - ах^/{2п))) 

~ (|0(п, ш, к)\Ь о(|0(п, т)|А;-^)) ехр (аж - аж2/(2п)). (11.29) 

Собирая (11.8)-(11.11), (11.15) и (11.29), получаем 

|0(п, т , 5)1 - (|0(п, т , А:)| -\ о(|0(п, т)|А:-1)) ехр ( - ^ -Ь ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ) . 

В свою очередь, 

~ ехр ( - ^ + ^ ) ~ ехр ( - , 4 > 1 : - - 5 ^ ) ) ) - (И-ЗО) 

Поэтому при выполнении (11.2) имеем 

0 ( 7 г , т , 5 ) | ~ (|0(п, т,А;) 

-И а(|0(п, т)|А:-1)) ехр ( - 2„(11?-Г_~;]-а)) • (П -З ! ) 

Рассмотрим случай 2. Пусть 

V = 5 — пе » = = [ г ^ ] . (11-32) 
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Поскольку 
0(гг,т ,5 ) ( = |0 (п -в , т ,О ) | ( ; ) , 

| 6 ( п - з,т,0)\ Щп -х,т,8-

имеем 

| в (п ,т , . )| = |в(п -х,т,,-

в ( « - х , т , 5 - х ) | ( п / . Г П ( Ш ) -
1=1 

Как и в (7.6), (7.7), убеждаемся, что 

[п/зУ ~ ехр [ах — хье"п~^), 

П 1 ^ ~ е х р ( а : 2 ( е - - 1 ) / ( 2 п ) ) . 
1=1 

Поэтому 

0 (п , т , 5 ) ©(тг — ж, ттг,5 — ж)|ехр(о!Ж — жг;е"тг ^ + ж^(е" — 1)/(2тг)). 
_ (11.33) 

Выразим мощность множества (5(тг—ж, ттг, з—х) через мощность множества 
(5(тг,ттг,А:). В множестве V = {г;!,...,?;^} первые тг — ж вершин назовем 
основными, а остальные — запасными. Множество 0(тг,ттг,А;) представим 
в виде 

4 

0(тг, ттг, А;) = У 0,(тг, ттг, к), (11.34) 
1=1 

где 

(5\{п,т,к) — совокупность графов О е (5(тг,ттг,А;) таких, что запас
ным вершинам в О инцидентно менее - [аж - 3(аж1птг)1/2] ребер; 
(52(тг, ттг, А;) — совокупность графов О 6 0(тг,ттг,Аг) таких, что запас
ным вершинам в О инцидентно более 21 = [аж -|- 3(аж 1п тг)̂ /2^ ребер; 

0з(тг, ттг,А;) — совокупность графов С 6 0(тг,ттг, А:) таких, что запас
ным вершинам в О инцидентно г ребер, < 2 ^ 21 , а среди таких 
вершин есть либо менее гУо = [же~^/^ — 4([жс~**] 1птг)•̂ /2̂ ^ либо более 
гУ1 = [же~^/*^-1-4([жс~**] 1п7г)1/2] изолированных вершин; 
©4(71, ттг, Аг) — совокупность остгшьных графов из 0(тг,т,А?). 

Ясно, что 

. Ё г а ( в ' •* ' " " ' ' ) . 1 (1Т1 ) ( " - •)! 
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[ а х ] - г о - 1 

/® + ̂ ("-^))( (V) ) п ("-О 

\ \т - \ах\) 

X ((Г2') - т + аж) / ( ( © + х(п - ж) - аж) (т - аж) ) ) 

а х ] - г о 

< 
I |_ [ о а : ] - г о - 1 

0 ( п , т ) | г о Г Г ) « ^ / № - ^ М ) '° П 0 " ^ 
1 = 0 

[ о ' ж ] - г о - 1 

0(п, т)|2о Д (1 - —) = о(|0(п, т)|п-2). (11.35) 
1=0 

Аналогично доказываем, что 

(52( « ,т ,А ; )| = о(|0(п,т)|п~^). (11.36) 

Далее, воспользовавшись способом получения графов, описанным перед 
(11.12) (заменяя те + ж на п, п на п — ж и вспомогательные вершины на 
запасные), получаем 

0з(те,т, А;)| = о(|0(те,ш)|А; ^). 

Наконец, множество 04 (п ,т , А;) представим в виде 

4 

04(те, т , А;) = ^ 04,.(«5 
» =1 

а множество 04,4(та,п?,А;) — в виде 

(11.37) 

21 

04,4(те,т,А;) = у 04,4(те, т , А;, 2) 
г=20 

: ;г4, 
аналогично тому, как в первом случае разбивались множества 0 (те + 

^ 4 , 
ж, т , 5 + ж) и 0 4 (те + ж, т , 5 + ж). Повторяя рассуждения, использованные 
при установлении (11.17)-(11.19) и (11.24), убеждаемся, что при г = 1,2,3 

04,,(те,т,А;)| = о(|0(те,'т)|А; 1 ) , (11.38) 

04,4(те, т . А;, г)| - |0(те - ж, т - г, [(те - ж ) е - 2 ( " * - ' ^ ) / ( « - ^ ) ] ) | 

X (? ) ((2) + <^ - ^ ) ) ' + ''(1®(^. ̂ )1^"^ ) - (11.39) 

Ясно, что 

(Т) ( ( 2 ) + ^(^ - ^) ) ' (см. (11.28)) ~ ^(шжте)^ ехр ( - ^ - §^) 

~ 1 ( т ж т е ) ^ е х р ( - 2 « ^ ) . (11.40) 
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Кроме ТОГО, как и для (11.25), нетрудно показать, что 

Щп - X , т - г, [{п - х)е-2("»-^)/(«-*^)])|(п - х)'^'2-' 

[{п - х)е-2"'/("-=' ) ] )| - \в{п - ж, т , 5 - ж)|. (11.41) 

Пользуясь (11.39)-(11.41), получаем 

© 4 ( п , т , А:)| ̂  \Щп ~ х,т,з- ж)|ехр ^ -

X Е ^ ( ^ ) ' + < ' ( | ® ( " ' ' " ) г ' ) -

Поскольку 
21 

" ( ( 1 - " / п ) 0 " 2 " ^ " " ^ ) ' 

2=;го 2=го 

имеем 

04(та,т,А;)| ~ (см. (11.38)-С11.40)) ^{п,т,к) 

~ |0(п — х,т,8 — ж)|ехр(аж + ах^/{2п)) -\- о{\(3{п,т)\к~^). 

Отсюда и из (11.34)-(11.37) следует, что 

|0(п — ж, т , 5 — ж)| ~ (|0(«? к) 

+ о(|0(п, т)\к-^)) ехр ( -аж - ажV(2п)) . (11.42) 

Подставляя (11.42) в (11.33), при выполнении (11.3) получаем 

'0(п,ш,5)| ~ {\(д{п,т,к) 

+ о ( | © ( п , т ) 1 А ; - 1 ) ) е х р ( - ^ + ^ ^ ^ ^ ^ ^ ) ^ ( с м . (11.32)) 

- тп,т,к)\ о{\Щп,т)\к-'))ехр ( - 2п^^7-''^С1-о))• (^-^З) 

Перейдем к завершению доказательства теоремы 1.4. Собирая (11.1), 
(11.31), (11.43) и пользуясь леммой 3.4, имеем 

Е 1<^(^5^?'8)| = \<&{п,тп) ~ {\(3{п,т,к) 

_ ^*-^-4(̂ Ып/Ь)1/2^ ^ 

+ о(|(5(п,т )|/:-1)) ^ ^^Р ( " 2 п ( / - 7 - 1 С е - ^ ) ) 
з=[* ;-4(*1п«: )1 /2 ] 

~ ( Й п , т , А : ) | + о(|ё(п,т)|А :-1)) ^ ^^Р ( - 2Н1-е-'-ае-<^)) 
з=—оо 

оо 

- (|0(7г,т,А:)| + о{\(д{п,т)\к-^)) ^ ехр ( - 2к{1-е---ае-)) 

= (|0(п,т,А;)| + о(|6(п,т)|А;-^))у^27гА;(1- е - « - а е - « ) . 
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Поэтому 

6(п,т,А;)| ~ |0(п,т)| . = . 
^ ^ ^ ^ д/27гА;(1 - е - « - а е " " ) 

Пользуясь этим фактом, а также (11.1), (11.31), (11.43), получаем утвер
ждение теоремы 1.4. 

§ 12. Доказательство теоремы 1.5 

Пусть /(ж) = X - {х - 1)е°^/^. Поскольку /(1) > О й / (а/ (а - 1)) = 
1 + 1/(а - 1) - е«-1/(а - 1) < 1 + 1/(а - 1) - (1 -Ь а - 1)/(а - 1) = О, 
то в интервале [1,о;/(о; — 1)] имеется по крайней мере одно жо такое, что 
/(жо) = 0. Убедимся в том, что такое жо единственно. В самом деле, 
первая и вторая производные функции /(ж) равны /'(ж) = 1-\-е"^'^{ах~^ — 
аж-2 - 1), /"(ж) = аж-^е"/*(2 4- ах'^ - а ) . Так как 2 -Ь ах'^ - а > О при 
любом ж е [1,а/(а — 1)], то /"(ж) > О при таких ж. Поэтому в указанном 
интервале функция /'(ж) возрастает. Вместе с тем 

/ ' ( « / ( а - 1)) = 1 + е« -1 (а - 2 - (а - 1)2а-1) 

= 1 - а < 1 - « - ^ ( 1 -Ь а - 1 4- ( а - 1 ) ^ 2 ) < 0. 

Следовательно, в интервале [1,о;/(о:-1)] функция /(ж) убывает, и поэтому 
имеется только одно жо такое, что /(жо) = О, т. е. 

жое-«/=^о = жо 1. (12.1) 

Далее, пусть у = [пжо] и (^{у) обозначает разность между математи
ческим ожиданием числа изолированных вершин в случайном графе из 

тп) и величиной у — п. Тогда 

-у А: п. 'р(у) = у{ , 
\ ^ / \т 

Отсюда и из леммы 3.1 следует, что если о; € [2, (2/3)1пп], то \<р(у)\
^У^-2т/у _ у ^ _|_ ]̂  Пусть е = пжо — [пжо]. Тогда при таких а имеем 

АУ)\ |пжое-2"*/("^о-^) - пжо + 7г| -Ь 0 ( 1 ) 

пжо ехр (-2т(7гжо)~^(1 + 0{Е/(ПХО)))) - пжо 4- + 0 ( 1 ) 

ггжое-''/''о(1 + 0{етп-^)) - пжо + 0 ( 1 ) 

пжое-''/''о - пжо -Ь та| -Ь 0 ( 1 ) = (см. (12.1) = 0 ( 1 ) . (12.2) 

Пользуясь (12.2) и теоремой 1.4, получаем 

<&{у,'т,у- п)\ |0(у,т)|у^27Г2/е-«з(1 _ е - «з _ ае - «з )^ 

где « 3 = 2тп/у = 2т/[пж] а/ж. Отсюда и из соотношения |0(п,т,О)| = 
0(у,т)|/(^^^) следует утверждение теоремы 1.5 при а 6 [2,(2/3)1пп]. 

Справедливость теоремы 1.5 при а 6 [1 + 2п~^/^/1пп, 2] устанавливается 
аналогичным способом. Заметим лишь, что лемма 3.1 остается справед
ливой до ограничения а 6 [(п^/^1пп)~^,1пп 
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§ 13. Доказательство теоремы 1.6 

Множество (5{п,т,0) представим в виде 
0 (п ,т ,О ) = 01 (п ,т ,О )и © 2 ( « , " * , 0 ) , (13.1) 

где (51(п, т , 0) — совокупность графов из 0 (п , т , 0), в каждом из которых 
нет циклов и отсутствуют компоненты связности более чем с 4 вершина
ми; ©2 (^>"^?0) — совокупность остальных графов из 0 (п, т , 0 ) . Сначала 
найдем асимптотику для числа графов из <81(п,т ,0 ) . 

Обозначим через (51(п, т ,0 , г ) совокупность графов из ©1(71, т , 0 ) , в 
которых содержится точно по г 4-вершинных компонент связности. Ясно, 
что в любом графе из ©1(71, ттг. О, г) имеется точно 2п—2>т-\-г 2-вершинных 
и 2т—тг—2г 3-вершинных компонент связности. Кроме того, 01(тг, т ,0 , г ) 
непусто только при таких г, когда О < г ^ [(1/2)(2т - тг)]. Все графы из 
©1(77, т . О, г) (и только они) могут быть получены следующим способом. 

1. Из п вершин отбираются 4г вершин. Имеется (̂ )̂ возможностей. 
2. Отобранные вершины соединяются Зг ребрами так, чтобы полу

ченный граф с множеством этих вершин являлся лесом, состоящем из 
4-вершинных деревьев. Имеется (̂ ^̂ у возможностей. 

3. Из оставшихся вершин отбираются 4тг — 6т -|- 2г вершин. Имеется 
( 4„ -^ш+2г ) возможностей. 

4. Вершины, отобранные в п. 3, соединяются 271 - Зт + г ребрами 
так, чтобы степень каждой такой вершины оказалась равной 1. Имеется 

(4п-6т+2г)\ 
(2п-3т -ьг)!2^»-а^+'- ) возможностей. 

5. Остальные вершины, число которых равно 6т — Зтг - 6г, соединя
ются 2(2т — тг — 2г) ребрами так, чтобы полученный граф с множеством 
этих вершин являлся лесом, состоящим из 3-вершинных деревьев. Имеет-

( 2 т - п - 2 г У - » - ' - ^ ^ возможностей. 

Следовательно, 
|(51(гг, т , О, г)| = тг!/(г!(2тг - Зт -Н г)! (2т - тг - 2г)!2"- '"-2*"3'"). (13.2) 

Поэтому |01(п,т,О)| = п!2"»-»еШО^^^^"*""^-' Л^ ) , где /(г) = 47(г! (2тг-
Зт -^ г ) ! (2т - тг - 2г)!3'"). Поскольку при т 6 [\п/2'\,п/2 -\- тг^/^/ктг], 
г > ( 2 т — пУп~^ 1птг и тг —оо справедливо соотношение 

/(>--И) _ 4 ( 2 т - п - 2 г ) ( 2 т - п - 2 г - 1 ) 4 ( 2 т - п ) ^ _ /.ч 
/ ( г ) 3(г+1)(2п-Зт-|-г-»-1) ^ З г ( 2 п - 3 т ) ~ 

имеем 
( 2 т - п ) ^ п ~ Ч п п 

| в 1 ( . , т ,0 )|~„ !2 " - » 5: И(2п-Зш+0>(2я.-.-2.)!3-
г =0 

( 2 т - п ) 2 п ~ Ч п п 
V 4 - ( 2 т - п ) ^ ' ' 
2 ^ ТЦъГ^Шуу 

п! 
(2п-- З т ) ! ( 2т -_ „ ) , 2 п - т 

п! 
(2п-- З т ) ! ( 2т -_ „ ) . 2 п - т 

п! 
(2п-- З т ) ! ( 2т -_ „ ) ! 2 п - т 

V з ( 2 п - З т ) У 

((8/3)(2т-тг)2тг-^)). 
(13.3) 
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Теперь оценим сверху мощность множества 0 2 ( ^?^»О) - Обозначим 
через ©2(^9 ^^О?*"»*» ^ ) совокупность графов О из 02('^>"^>О) таких, что 
в С содержится точно г 4-вершинньЕХ, 5 2-вершинных и гу 3-вершинных 
компонент связности без циклов. Все графы из (52(та, т,0,г,5,гу) могут 
быть получены следующим способом. 

1. Из п вершин отбираются 4г -|- 25 4- Згу вершин. Имеется (4г+2з+3г(;) 
возможностей. 

2. Отобранные вершины соединяются Зг -|- 5 2гу ребрами так, чтобы 
полученный граф с множеством этих вершин являлся лесом, состоящим 
из г 4-вершинных, 5 2-вершинных и гу 3-вершинных деревьев. Как и выше 

убеждаемся в том, что число возможностей равно у|д|ц);2»4-«<-гзг • 
3. Остальные вершины соединяются п — Ът — з — 2гу ребрами произ

вольным способом. Число возможностей не превосходит величины 

( п - 4 г - 2 . - 3 « ; ) ч ( „ - 4 г - 2 . - 3 « ; ) ^ ( - 3 ' - ' - ^ " - ) 

\гп-3г-3-2'ш) ( т - З г - з - 2 « ; ) ! 2 — з » - - * - - ^ - ' 

Следовательно, 

(52(та, т , 0 , г,8,11]) 

„ ! ( „ _4г - 2 з -Зи » )2 ( ' " -3 ' - » -2 « ' ) _ . . 
< г ! з ! « ; ! ( п - 4 г - 2 з - 3 « ; ) ! ( т - З г - з - 2 « ; ) ! 3 ' - 2 " » - 4 г - « ' " К^'^-'^) 

Поскольку г < 0(п2/^/1пп), 5 ~ п, п - 4г - 25 - Згу ^ 0{'п?1^/Ып) и 
т - Зг- - 5 - 2гу ^ (4/5)(7г - 4г — 25 - Згу), при п оо имеем 

у>(з-1,ц.+1) _ 2 з ( т -З г - з - 2ц ; ) ( п -4 г - 2 з -Зц ; - 1 ) ^ ( " ^ - ^ ' - * - ^ " ^ - ^ ) 1/3 
^(5,«;) ( « ; - | - 1 ) ( « -4г - 2 л -3 « ; )2(" ' -3 ' -* -2« ' ) -1 ^ ^ ' 

Обозначим через ©2(^»"^»0»0 совокупность графов С из (82(^?"^?0) 
таких, что среди компонент связности графа О имеется точно г 4-вершин
ных деревьев. Рассмотрим графы из <д2{п,т,^,т), в которых все компо
ненты связности, за исключением одной, являются деревьями, содержа
щими не более 4 вершин каждое, а одна компонента связности является 

(а) либо 5-вершинным деревом, 
(б) либо 3-вершинным циклом, 
(в) либо 4-вершинным графом с одним циклом. 

Ясно, что если имеет место случай (а), то 5 = 2п — Зш -|- г -|- 2 и гу = 
2 т — ге - 2г — 3. В свою очередь, пользуясь (13.4), получаем 

( 5 2 ( « , т . О, г,2гг - Зт + г -Н 2,2т - п - 2г - 3) 

< 5!4!г!(2п-Зт-нГ+2)!3>-2»-">-^'-ьЗ = (13-3)) = о(|01(гг, т . О, г)|). (13.5) 

Если имеет место случай (б), то5 = 2п-Зт-|-г4-Зигу = 2 т - ге -|- 2г - 3. 
При таких 5 и гу согласно (13.4) имеем 

б2(7г , т . О, г, 2ге - Зт - г -I- 3,2т - п + 2г + 3) 

^ п!3^ 
^ 3 !3 ! г ! ( 2 п -Зт -Ьг -| -3 ) ! ( 2 т -п - 2 г -3 ) !3 ' -2 ' ' - ' " -2 ' ' + » 

= о ( |01 (п,т,О,г)|) . (13.6) 
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Наконец, если имеет место случай (в), то 5 = 27г — Зш + г + 4 и гу = 
2т — п — 2г — А. При таких 5 и гу согласно (13.4) имеем 

©2(^5 ш. О, г, 27г - Зт + г + 4,2т - п - 2г - 4) 

< 4 !4 ! г ! ( 2 » - Зт+г+4 ) ' ! ( 2т - » - 2 г -4 ) ! ) = 0 ( 1 ^ 1 ^ О, г)1. (13.7) 

Суммируя (13.5)-(13.7) и учитывая (13.2), получаем 

($2( " , "г ,0 ,г )| = о(|б1(п,т,0,г)|) . 

Следовательно, 5 3 г 1®2(^?"^?0?^)| = о{\<&1{п,т,Щ). Отсюда и из (13.1), 
(13.3) следует утверждение теоремы 1.6. 
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