
о с л о ж н о с т и В Ы Ч И С Л Е Н И Й 
О Д Н О Ч Л Е Н О В и НАБОРОВ СТЕПЕНЕЙ*) 
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В данной работе изучается вопрос о сложности вычисления одночле­
нов и наборов степеней при различных моделях вычислений. Полученные 
результаты вместе с результатами работы [1] дайт асимптотически точ­
ные решения двух известных задач. 

А. Шольц [2] поставил задачу о сложности возведения в степень, т. е. 
задачу о нахождении величины 1{х^) — минимального числа операций 
умножения, достаточного для вычисления ж". Эту задачу (а также ее 
обобщения) часто рассматривают в аддитивной постановке (так называе­
мая задача об аддитивных цепочках): найти минимально возможное число 
операций сложения для получения пж, при заданном ж (или для получения 
числа п, имея только единицу) — см., например, [3, раздел 4.6.3 . 

А. Брауэр [4] (см. также [3, раздел 4.6.3; 5]) доказал верхнюю оценку 
1о§ п _ ^ 1^10^ п 1о§ 1о§ 1о§ п' 

/(ж") <1оёгг + + 1о§ 1о§ гг ' " V (1о§ 1о§ тг)̂  
из которой для величины /(ж") с учетом очевидной нижней оценки /(ж") ^ 
1о§ п следует асимптотическая формула /(ж") ~ 1о§ п. Здесь и далее 1о§ ж = 
1о§2 X. 

П. Эрдеш [6] (см. также [3, раздел 4.6.3]) показал, что для почти всех 
чисел п справедливо равенство 

1о§ п ( 1о§ п 
/(ж")=:1оёп-Ь 

\1ое: 1оеп/ " 
Более точно этот факт можно сформулировать следующим образом. Су­
ществует функция / ( п ) ( / (п ) —>• О при п об) такая, что доля натураль­
ных Аг, не превосходящих п и удовлетворяющих условию 

стремится к единице при п 
Р. Беллман [7 

1о§ \о%к 
00. 

1оё 1оё к' 

поставил задачу о сложности вычисления одночлена 
от т переменных, т. е. нахождения величины /(ж"^Ж2^ . . .ж^^ "̂). Д. Кнут 
3, с. 510, задача 32] поставил задачу о сложности вычисления т сте­

пеней одной переменной, т. е. нахождения величины /(ж"1,ж"2^... ,ж" '" ) . 
Е. Страус [8] показал, что для любого фиксированного т 

/ (ж^1ж^2,..ж:^-)-1оё(тахп^). 

*^ Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь­
ных исследований (код проекта 93-011-1527). 
© 1994 К о ч е р г и н В . В . 
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А. Яо [9] установил, что 
, а:"2,... , а:""*) ~ 1о§(тах щ) 

для любого фиксированного т. Было показано (см., например, [10, 11; 1, 
лемма 2]), что на самом деле задачи о сложности реализации одночлена 
от т переменных и набора тп степеней эквивалентны, а именно 

/(ж^^^з . . . х ^ - ) -Ы = ^(x"^ х " 2 , . . . , х " - ) + т . 

Рассматривались также некоторые частные случаи задач Беллмана и Кну­
та. Например, в [12, 13] показано, что 1{х^ , х^ , . . . , х"* ) ~ т . 

Н. Пиппенджер в [14] установил факт, из которого, в частности, сле­
дует, что 

^ ( x » ^ x " ^ . . . , x " - ) , ^ ( x ^ x ^ ^ . . x ^ ) 

< 1оё(тахп^ -Ь , , , , ^ ( 1 + о{1)) + 0{т). 
^ 1о§(ш1о§(тахтг,)) 

В [1] получена следующая верхняя оценка сложности вычисления на­
бора т степеней (ввиду эквивалентности задач и для оценки сложности 
вычисления одночлена от т переменных): 

/ ( х " 1 , х " 2 , . . . ,х''"^) ^ 1 о § ( т а х п , ) 
\о^М _ ̂ /у'Ьё 1о§ 1о§^V^^ + 1о§ 1о§ N (1 + 0 ( С 1о§ 1о§ ]\

^ ) ) + 0 ( т ) ; 

здесь и далее полагаем ]У = пх, П2,... , Пш- В настоящей работе показано, 
что для почти всех наборов п — («1,712, • - • ^т) эта оценка асимптотиче­
ски не может быть улучшена, т. е. для почти всех наборов п справедливо 
равенство 

/ (х"1, х " 2 , . . . , х"" ' ) = 1о§ (шах щ) + : ( 1 - Ь о ( 1 ) ) - Ь О ( т ) 1оё \о% N 

(точная формулировка результата дана ниже). Кроме того, получены ана­
логичные оценки сложности реализации одночлена х " ^ Х 2 ^ . . . х^'" и набора 
степеней х " 1 , х " 2 , . . . , х " ' " для двух других вычислительных моделей. В 
первой модели (мультипликативная постановка) разрешается использо­
вать операции умножения и деления, во второй модели (аддитивная по­
становка) — операции сложения и вычитания. Задачи о сложности вычи­
слений в такой модели ставили П. Унгар (см., например [6]) и А. Ф. Си­
доренко 10 

§ 1. Формулировка основного результата 

Обозначим через / 2 ( х " ^ Х 2 ^ . . . х ^ ) (/2(2;"^> х " 2 , . . . , х""*)) наименьшее 
число операций умножения и деления, достаточное для вычисления одно­
члена х " ^ Х 2 ^ ---х^ (набора степеней х "1 ,х "2 , . . . ,ж" '" ) . В [10, теорема 
3] показано, что и в этой модели задачи о сложности вычисления одно­
члена х " ^ Х 2 ^ . . . х ^ и набора степеней х"1, х"2^.. . , ж"'" эквивалентны, а 
именно 

/2(х ̂ 1 х'^\..х^)-\-1 = /2(ж"^, х " 2 , . . . , X » - ) -К ш. 



96 В. В. Кочергин 

Последняя ИЗ рассматриваемых здесь моделей вычислений, введенная 
А. Ф. Сидоренко [10], заключается в том, что учитываются не только 
операции умножения (сложения), но и операции присвоения (пересылки). 
Ясно, что с прикладной точки зрения ими нельзя пренебрегать (время вы­
полнения пересылки сравнимо с временем выполнения сложения). Обозна­
чим через /пр(ж1^а;^2 . . . х ' ^ ) (соответственно /пр(ж"^1,ж'̂ з .̂ _ ^ ж""»)) дли­
ну (число команд) кратчайшей программы из операторов присвоения вида 
2^ := ж двухадресных команд вида 2г,- := 2^г^^ которая вычисляет одно­
член х^^ х^"^ ... х'^ (набор степеней ж"1,ж"2,... ,а:" '") ; подробности см. 

1, 10 . В [10, теорема 3 показано, что 
,«1 ^"2 ) = 1пр{х П1 

Таким образом, во всех трех моделях вычислений задачи о сложности 
реализации одночлена х^^Х2^.. .х'^ и набора степеней а;"1, ж"^,.. . , ж"'" 
эквивалентны. Поэтому в дальнейшем ограничимся только задачей вычи­
сления наборов степеней и сформулируем для нее основное утверждение 
данной работы. 

Для произвольного набора п = (711,112,... ,Пт,) натуральных чисел 
щ < П2 ... < Пт положим Ш{п) = { ( ^ 1 ,А ; 2 , . . . ,кт) \ < к2 < - ..кт, 
к1 Е N, 1 ̂  к{ ̂  щ, г = 1 , . . . , п } , и К = к1к2 .. .кщ-

Теорема 1*1. Пусть последовательность наборов 

п(з) = (711(5), П2{з),... , 7 г^(5 ) ( 5 ) ) , 5 = 1,2,. . . 

удовлетворяет условиям 

711(5) < 712(5) < . . . < 7 г^(5 ) ( 5 ) , 

т{з) 
N{3) = 1^ —>• 00 при 5 —^ ОО. 

(1.1) 

(1.2) 
1=1 

Тогда существуют положительные константы с, С2, Спр и функции /(ж), 
/2(ж), /пр(ж) и 5'пр(ж), стремящиеся к нулю при ж —* оо, такие, что доли 
В{п{з)), П2{п{з)), Впр{п{з)) наборов (А;1,/г2,... ,кт) из Ш{п{з)), удовле­
творяющих соответственно соотношениям 

1{х^ 

12{х 

,ж ̂2 

^1 ^ 2̂ 

'пр1,ж , ж . ..х'">)-(1о8^„ + ^ ) 

(1.3) 

(1.4) 

СпрТП, 
стремятся к единице при 5 ̂  оо. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1.1. В формулировке теоремы можно положить 

2 _ 2 

(1.5) 

/(ж) = /2(ж) = /пр(ж) = 
(1оё1оёж)1/2' 

5'пр(ж) = 1оё 1оё ж 



о сложности вычислений одночленов и наборов степеней 97 

Верхние оценки из этой теоремы (причем для всех, а не почти всех набо­
ров) доказаны в [1 , теорема 1]. 

Нижняя оценка сложности реализации набора степеней будет доказана 
для вычислений в модели, в которой разрешается использовать операции 
как умножения, так и деления. Нижние оценки сложности вычислений 
набора степеней в двух других моделях будут следовать из очевидных 
неравенств 

/2(а;"1,а:"2,. . . ,ж'^-) ^ /(ж"1, а;"2,... , ж" - ) ^ /пр ( г "Ч а;"^,... , х " - ) . 
Доказательство нижней оценки основано на обобщении доказательства 
из [б] нижней оценки сложности вычисления одной степени с использо­
ванием одной операции на случай реализации набора степеней с использо­
ванием двуз^ операций. В доказательстве применяются также некоторые 
идеи работы [14]. 

§ 2. Вспомогательные утверждения 

Пусть п = (п1,7г2,... ,'Пт) — набор различных натуральных чисел. 
Последовательность попарно различных целых чисел 

1 = ао,01,02,... ,аг (2.1) 
и г правил вида 

а, = а у а}, или щ =^ — щ (1 ^ 7 < г, 1 ^ А; < г; г = 1 , . . . , г) (2.2) 
для получения этих чисел назовем {-^Уцепочкой для набора й, если для 
любого < (1 ^ < < т ) найдется г (О ^ г ^ г) такое, что щ = а{. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2.1. Данное определение (±)-цепочки отличается от обыч­
ного определения аддитивной цепочки не только тем, что разрешена опе­
рация вычитания, но и тем, что строго фиксируется правило получения 
очередного элемента по предыдущим. 

Легко понять, что наименьшее значение г длины (±)-цепочки (2.1) для 
набора п = (п1,П2,... ^Пщ) равно /2(х'*1,ж"2,... , х " ' " ) . 

• (±)-Цепочку (2.1) для набора п назовем положительной, если все ее 
элементы положительны. 

Лемма 2.1. Яо всякой (±)-цепочке для произвольного набора п мож­
но построить положительную (±)-цепочку той же длины. 

• Для набора п (±)-цепочку (2Л) будем называть минимальной, если не 
существует (±)-цепочки меньшей длины. 
Каждому элементу о, (±)-цепочки (2.1) поставим в соответствие два 

числа Р{щ) и ^{а^) следующим образом. Если элемент а,- (±)-цепочки 
(2.1) определяется по правилам а, = -|- а^. или а,- = — а^^, то полагаем 
Р(а, ) = тах(^,/г), ^{а^) = 1x1111(7,Аг). Кроме того, будем считать, что 
РЫ = д (ао) = - 1 . 

• (±)-Цепочку (2.1) назовем приведенной, если ее элементы располо­
жены в порядке неубывания величины Р{а^), причем в случае ра­
венства величин Р{а1),... , Р ( а „ ) — в порядке неубывания величин 
^ ( 0 1 ) , . . . ,^(ап), а в случае, когда Р{а1) = ... = Р (а„ ) и ^{а^) = 
... = ^{ап) (что возможно только для элементов, полученных по пра­
вилам а,̂  = -|- а̂ .̂ и = - а;̂  соответственно), элемент 
предшествует элементу а,,. 
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Лемма 2.2. Для произвольного набора п по всякой {±)-цепочке мож­
но построить положительную приведенную {±)-цепочку той же самой дли­
ны. 

Произвольной (±)-цепочке (2.1) сопоставим последовательность 1 = 
&0,&1»&2» • • • »&г, где 

6,- = т а х о* . (2.3) 

Обозначим через Я(А,г , и) число положительных приведенных минималь­
ных (±)-цепочек (2.1), удовлетворяющих условиям 

[\о^Ьг\ Л, (2.4) 
г^Х-\-{1-е)и/1о^1У. . (2.5) 

Отметим, что по лемме 2.2 среди минимальных (±)-цепочек (2.1), вы­
числяющее произвольный набор, найдется по крайней мере одна положи­
тельная приведенная (±)-цепочка. 

Лемма 2.3. Пусть А < I / \о^1/ и 

е{и) = 1/(1оё . .)1/2. (2.6) 

Тогда при при всех достаточно больших V выполняется неравенство 

Н{\,€{и),и) < 27(2^Н/4)^. (2.7) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим 

6 = 6(и) = 2<''У^ - 1. (2.8) 

Поскольку ^ о при I / —> 00, будем считать, что 

6<л/2-1. (2.9) 

Разобьем г шагов произвольной положительной приведенной мини­
мальной (±)-цепочки (2.1), удовлетворяющей условиям (2.4), (2.5), на три 
класса. 

Шаг г отнесем к первому классу, если этот шаг является удвоением, 
т. е. 6,- = 2Ь,_1. (Заметим, что тогда &, > Ь{^1 и, следовательно, а,- = 6,-.) 

Шаг г отнесем ко второму классу, если 

6 , < 2 6 . _ 1 , 

Ь^^{1-\- Ьу-^Ъу для всех ; (О ̂  ; < г). (2.10) 

Шаг г отнесем к третьему классу, если 

6 , < 2 6 . _ 1 , 

Ь{ <{!-{- бУ~^Ьу для некоторого ; (О < 7 < г). (2.11) 
Обозначим через щ, и2, Щ количество шагов, отнесенных соответ­

ственно к первому, второму и третьему классам. Очевидно, что 

« 1 + ^2 + « 3 = г. (2.12) 
Оценим сверху величину « 2 + «з-
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Если шаг г отнесен к второму или третьему классу, то 6,- ^ 26,_1, 
т. е. Ь^ ^ 6,_1 -Ь 6|_2 ^ 36,_2. Используя (2.4) и (2.9), получаем 

2-̂  < 6, < з(«2+«з)/22"1 = 2«1+"2+«з 2'-
(4/3)("2+«з)/2 2(«2+«з) 1о8(2/л/з)' 

Поэтому в силу (2.5) 

^2 + « 3 < Г - 7 Г 7 - ^ ( ^ - ^ , \~^^л:^ < 5(1 - ^ ) г ^ - (2.13) 1 о ё ( 2 / ^ 3 ) ' 1оё(2/\/3) 1оё1^ Чо^»^ 
Покажем, что 

^ (1 -6 /2 )1 / /1о§1 / . (2.14) 
Для каждого шага г'я (5 = 1 , . . . ,«3) из третьего класса при соответ­
ствующем ^3 (О ^ 7а ^ «з) в силу (2:11) выполняется неравенство 6̂ ^ < 
6 ,̂ (1 + ^)'* . Пусть / 1 , . . . , /„3 — полуинтервалы ( 7 1 , 4 ] , . . . , (7„з, ««з], 
где (7, г] — множество целых чисел р таких, что ^ < р ^ г. Построим си­
стему неперекрывающихся полуинтервалов / 1 = (71,4]? • • • ^ «̂Л = (̂ Л'̂ А 
такую, что 

/1 и . . . и / „ з = ^1 и . . . и 

Ч < ^У^^ + ^))2(»*->0 для 1 < 3 ^ л. 
Пусть г*! < «2 < • • • < ««3- Удалим все полуинтервалы которые можно 
удалить, не изменяя объединения /«3. Теперь каждую систе­
му перекрывающихся полуинтервалов {^с, ^с], • • • ? {Зйу ч] объединим в един 
полуинтервал (7 ' ,* ' ] = (^с,**/]- Заметим, что 

6,7 < 6^/(1 + 8ус-Зс+:-+ч-й ^ 6^/(1 -Ь />)2(»'--''), (2.15) 

так как каждая точка полуинтервала и', г'] покрыта полуинтервалами 
(^с, «с], • • • , ч] не более чем дважды. 

Положим д = (г'1-7^)-|-.. - + ( 4 - ^ ) . В силу (2.4), неравенств 6̂  < 2Ь^^^ 
для всех шагов, номера г которых не принадлежат интервалам .. , ̂ д, 
условия (2.9) и неравенства щ имеем 

2^ ^ 6г ^ 2 ' -^ (1 + Ь)^ч = 2''((1 + Ь)^/2У ^ 2\{1 + ^)2 /2)"з. 
Отсюда и из (2.4), (2.8) получаем 

'г->< т-\ 1-е V ^ ,с.\

1-21оф + 6) 1-е/2^ 1-е/2 1о^и'^^ ' ^ \о%и' 

Таким образом, если для произвольной положительной приведенной 
минимальной (±)-цепочки (2.1) выполняются неравенства (2.4) и (2,5), то 
эта цепочка удовлетворяет следующим условиям: 

«3 ^ (1-6 /2)1 / /1об1/ , 
«2 + «3 < 5(1 - е)и1 \о^и, (2.16) 

1*1 -Ь «2 + из < А - I - (1 - е)V| \о^р. 

Пусть теперь заданы и1,И2>«3» удовлетворяющие условиям (2.16). Тогда 
существует не более 

{ : ) ( ' ' ^ + " » ) (2.17) 
\«2 + « 3 / V ^2 / 
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(2.19) 

способов отнесения каждого шага к тому или иному классу шагов. После 
того как распределение шагов задано, оценим число возможностей выбора 
самих шагов. 

Сначала оценим сверху число способов выбора шагов, отнесенных к 
второму классу. Если г'-й шаг отнесен к второму классу, то в силу (2.9) 
выполняется неравенство 6, ^ (1 + ^)Ь{-1. Пусть а^ = + а^^ или а, = 

— ад;. Тогда 

<?6,_1 < ^ 6 ,_1, ^6,_1 < 6)Ь ^ 6»-1- (2.18) 

Кроме того, в силу (2.9) 

6, ^ 6, / (1 + бу-^ ^ 26 , _1 / (1 + <5)'-^ 

Из (2.18) и (2.19) получаем 

6^2/{1 + ёу-^, 6^ 2/(1-\-бу-К (2.20) 

Пусть для натурального выполняется неравенство ^ < 2/(1-|-^)^. Тогда 
^(1 + Р6) ^ 2. Отсюда в силу (2.8) получаем 

з < ^ < 1 - ? < ? - 1 ? ? 

^ ^ (52 ^ ^2 - (2^/4 _ 1)2 - (г/4)2(1п2)2 ^2 • 

Таким образом, имеется не более 
(3^32)«2 ^ (1б/б)^"2. (2.21) 

возможностей для выбора шагов из второго класса. 
Теперь оценим сверху число способов выбора шагов, отнесенных к 

первому и третьему классам. Так как каждая из г2 пар индексов (7,/:), 
О ^ 7, А; ^ г, может быть использована не более двух раз, то имеется не 
более 

С О 
возможностей выбора щ пар индексов (7*1, А?!),... , Оиз, ^из) Для шагов из 
третьего класса. 

В порядке возрастания номера г для каждого шага из первого и тре­
тьего классов определим 7 и А;, соответствующие этому шагу, следую­
щим образом. 

1. Если г-й шаг отнесен к первому классу, то а, = -Ь а̂ -, где ^ одно­
значно определяется из условия = Ь^_1. 

2. Если г'-й шаг отнесен к третьему классу, то используем пару {^}^,к|^) 
из множества ( л , А ;1) , . . . , (^щ, кщ), удовлетворяющую условиям 
(а) я < г, А;̂  < г"; 
(б) величина таx{^}^,к}^) принимает наименьшее значение среди всех 

пар индексов, не использовавшихся для предыдущих шагов из тре­
тьего класса и удовлетворяющих условию (а); 

(в) величина т1п(7/4, А:/̂ ) принимает наименьшее зналение среди всех 
пар индексов, не использовавшихся для предыдущих шагов из тре­
тьего класса и удовлетворяющих условиям (а) и (б). 
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Если такой пары индексов не существует, то мы не получим ника­
кой (±)-цепочки. С другой стороны, любая приведенная минимальная 
(±)-цепочка с шагами из третьего класса на предписанных местах 
должна удовлетворять второму правилу выбора шага, отнесенного к 
третьему классу. 
Заметим, что после выбора соответствующей пары индексов {^}^,к|^) 

для определения самого шага, отнесенного к третьему классу, остается не 
более двух возможностей. Учитывая это, получаем, что величина 

2 " ' О (2-23) 

дает верхнюю оценку для числа вариантов выбора шагов, отнесенных к 
первому и третьему классам. Таким образом, число положительных при­
веденных минимальных (±)-цепочек с заданным количеством 1^1, «2 и щ 
шагов, отнесенных соответственно к первому, второму и третьему клас­
сам, не больше произведения величин (2.17), (2.21), (2.23), т. е. величины 

/ « 1 - I - «2 + мз\я 
V г*2 + «з / V 

Поэтому 

Я ( А , г Н , г . ) < ^ ( ' 

«2 / 

(16/б)^«22«з^ (2.24) 

«1 + «2 + «3 
и2 + адз 

%и1 И2 + из)^^ 
из ) 

где сумма берется по всем «1 , «2 и из, удовлетворяющим условиям (2.16). 

• Функцию Н{и) называем допустимой, если \о^Н{у) = о{^^^^^^ 
при и оо. 

Легко понять, что число слагаемых в правой части неравенства (2.24) — 
допустимая функция. Заменив каждый множитель в этих слагаемых на 
максимально возможный, с учетом (2.16), (2.6) и неравенства А ^ и\о%,и 
приходим к оценкам 

^«2 + из\ 2«2+из ^ 25''/1°«*' = Н2{и), 
\ ; 

(1б/е(1/))^"2 ^ (16(1о§1/)1/2)20»'/1о8./ ^ 2^2^V|\о^V)\о^{Щ\оъи)^I^ ^ д^(^)^ 

где /11(1/), Ь,2{и), Ь,з{и) — допустимые функции; 

( ^1 + ^2 + «з ' 
и2 4- из 

где Н^{и) 

([•2»/1оё1/])Г5'^/^°бИ 

" ([51^/106 И ) ! " 
допустимая функция, так как 

/ 3 [ 2 И о 6 И ^ 
\\Ьи1\о^и-\) 

Г51//1о81'Т 
= Л4(''), 

1о8(Л4(^)) = 
1о§ 1о§ V 

(1 + »^^)) = « ( ^ ) ^ 
1оё; 
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из \ 

41/2 2о^2 ^у] 

из 

(из)! 

где (3[41о§2 х/])"з — допустимая функция, так как в силу (2.14) 

. о « ( ( З Г 4 . о , ^ Л Г з ) , ? ^ а , « ( 1 ) ) = о ( ^ ) , 

Теперь оценим сверху величину (и^/из)'^^. Если из ^ и/Хо^ и, то 

где Ь,^{и) — допустимая функция. Если из ^ и/Хо^ и, то в силу (2.14) 

(1/2/г^з)«3 ^ ^^2|^^|^^^2^^^{^-е{и)|2)V|\о^и 

^ 2((1-^('^)/2И(Ьё'/))(1ое1/+21об 1обх/) ^ 2(^-^('')/2)''/гб(г^), 

где Н^{у) — допустимая функция. Слецовательно, в любом случае 

(1 / 2 / « з ) " ' ^ 2^^-<^У'^>Н^{и), 

где Н^{р) — некоторая допустимая функция. 
Таким образом, из (2.24) и полученных оценок имеем 

где Н{и) — допустимая функция (как произведение допустимых функций). 
Тогда в силу (2.6) при всех достаточно больших и справедливо неравен­
ство Н{\,е{и),V) < 2'^-^=(^)/4. Лемма 2.3 доказана. 

§ 3. Доказательство теоремы 1.1 

Положим 

/ ( г ) = Ш = кр{х) = 2/(1оё \о^х)^1\) 
9пр{х) = 21{\о^\о^х). (3.2) 

Верхняя оценка, для всех трех вычислительных моделей при соответ­
ствующем выборе констант с, С2 и Спр в силу теоремы 1 из [1] верна для 
всех наборов из ШТ(п(5)). Здесь и далее полагаем, что 5 (следовательно, 
N { 3 ) ) достаточно велико для того, чтобы все соотношения, справедливые 
при всех достаточно больших 5 (или Н), можно было считать выполнен­
ными. 

Нижняя оценка,. Будем считать, что 

с ^ 4 , С 2 ^ 4 , Спр> 4 . (3.3) 
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Отметим также, что ввиду (1.1) и (1.2) 

00 при 5 оо. (3.4) 

В силу очевидных неравенств 

/ 2 (х"1, а:'^^,... , х " - ) ^ ;(х«1, , . . . , а:"-) < /пр(а:"1, , . . . , х " - ) 

достаточно доказать соответствующее утверждение о нижней оценке для 
величины /2(ж"^, ж"2^. _ ^ ж"'"). Положим 

А = А(п) = тах{1о§Пш - 1оё^\Г/(1о§ 1о§^V)^/2,0}. (3.5) 

Обозначим через !ЭЛ(п, А) множество наборов {к1,к2,... , А:,̂ ) из Ш{п) та­
ких, что 1о^кт ^ А, а через Ш1+(п) — множество лаборов {к1,к2,... , Аг̂ ) 
из ШТ(гг), удовлетворяющих условию 

^2(ж*^x^2^.,. , х * - ) ^ 1оеп^ + (1 - /2(^V)) 1оё;У/(1оё 1о§7У) - С 2 т . 

Тогда ШТ+(п, А) = 3!Л+(п) Л 9Л(г1, А). Заметим, что при всех достаточно 
больших значениях 6 для любого набора {к1,к2,... ,кт) € Ш{п{з)) вы­
полняется неравенство 

Хо^пт + (1 - /2(ЛГ))1оё^V(1оё 1оё^V)-1 - С 2 т 

^ 1оё А;̂  -Н (1 - /2(/Г))1о§1^(1ое 1оё^^^)-1 - сзш. 

Отсюда с учетом справедливости верхней оценки для всех наборов из 
9Я(п(5)) получаем 

Х,.(п) > М , (3.6) 
Ш1(гг) 

Рассмотрим два случая. 

СЛУЧАЙ 1: верно неравенство 

Тогда для любого набора (А?!, А^з,... , кщ) Е 971(п, А) в силу (3.1), (3.3), (3.5) 
и (3.7) справедливы соотношения 

^ 1 о § п ^ + ( 1 - / 2 ( Л ^ ) / 2 ) 

1о§ 1о§ N 1о§ 1о§ V̂ 
1о§ N 4т 1о§ т 1о§ N 

1оё 1оё 1оё 1оё ̂ V (1о§ 1о§ ТУ) 1/2 

> 1 о , п ^ + ( 1 - / 2 ( 7 У ) ) ^ ^ ^ - С 2 т . 

Таким образом, справедливо равенство |ШТ(гг, А)| = |9Л+(7г,А)|. Поэтому в 
силу (3.6) В2{п{з)) = 1 при всех достаточно больших 5. 
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СЛУЧАЙ 2: верно неравенство 

1о§ N > 4т 1оё т + 
(1о§1о§ТУ)1/2' 

Заметим, что 

Ш+{п)\ |Ш1+(7г,Л)| _ |Ш1(п,Л)| |0Л(г1, Л) \Ш1+(п, Л) 

(3.8) 

Ш{п) Ш{п) Ш{п) 
(3.9) 

Оценим снизу величину |ШТ(п, Л)| / |Ш1(п)|. Для этого выпишем все набо­
ры из множества 9Л(п)\ШТ(п, Л) и объециним их в группы с одинаковыми 
первыми т — 1 элементами. Каждой такой группе (она содержит не более 
2^ наборов) можно сопоставить не менее Пт~2^ — 1 наборов из множества 
1Ш(п, Л) с теми же первыми ш - 1 элементами. Следовательно, 

2^ 
Ш{п)\Щп,Х) 

Пт-2^-1 

Поэтому 
ЩщХ) 

ШТ(п) 

2^ 
(|Ш1(й)|-|{Ш(п,А)|). 

(3.10) 

Пт-2^-1 \т{щ Л) \. Л) 

Отсюда и из (3.6), (3.9), (3.10) следует, что 

1 > В2{п) > 

где в силу (1.2), (3.4) и (3.5) 

пж - 2^ - 1 

Ш{п) 
(3.11) 

Птп 
1 при 5 —> 00. (3.12) 

Отметим также, что 

Ш! 
Положим 

I / = 1о§ N - 4т 1о§ т. 

Тогда в силу (3.8) справедливо неравенство 

(1оё1оё]У)1/2" 

( т ! ) 

Каждому набору {к1,к2,... , кщ), принадлежащему |9Л(п, А) \, Л) 
следовательно, удовлетворяющему условиям 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

и, 

кх < к2 < ... < кт, \о^кт>Х, 

12{х'\х^\. , х'^-) > 1о§Пт + (1 - /2(ЛГ)) 
1оё 1о§ N 

- С 2 Ш , 
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сопоставим какую-либо положительную приведенную минимальную ( ± ) -
цепочку (2.1), вычисляющую набсф (А;1,А;2,... ,кт) (следовательно, удо­
влетворяющую условию 1о^Ьг ̂  А) и такую, что 

/ 1 \г ^ А - ь ( 1 - - -у-)- . 
^ (1оё1 / )^2 / 1о^и 

Такое сопоставление сделать можно, так как при всех достаточно боль­
ших N в силу (3.1), (2.14), неравенства 1/ < N тл. (3.3) имеем 

^ ' " ^ Ь ё Ь й Л Г (1ое1оёТУ)3/2 '^"^ 

Ъ^и \о^\о^N (1оё*/)3/2 
/ 1 N 

(1ое1/)1/2/ 1о§1/* 

Очевидно, что каждая положительная приведенная минимальная (±)-це-
почка (2.1) будет сопоставлена не более 

наборам (Аг1, Аг2, • . . , кщ) € Ш1(п, А) \ А). Отметим также, что в силу 
(3.15) справедливы соотношения 

/ ^ 1оёТУ ^ 1^{1о^ 1оёТУ)1/2 ^ 1/1о§1/. 

Таким образом, выполнено условие леммы 2.3. Учитывая (3.16) и приме­
няя леммы 2.2, 2.3, получаем 

|Ш1(п,А)\Ш1+(п,А)| ̂  {2\о^МГН{Х,е{иМ ^ ^'^^^^^^^^^^^ > (3-17) 

где е(и) берется из (2.6). Используя (2.6), (3.13) и (3.17), имеем 

•|9П(п,А)\9Я+(п,А) 
I ) 

4 т1о§(1оеЛ^ + !)-{-и - ^ -1о^М-\- 2 т 1 о § т . (3.18) 
4(1о§^')^/^ 

Если 
т ^ \о^N/{\о^ 1оё^V)^ (3.19) 

то из (3.15), (3.18), (3.19) и неравенства и < \о^М следует, что 

'•«1 р ( й ) | ^<-41ое1ое^V+^^(1о61о8^V)2^• (^-2") 

Если 
т>\о^N/{\о^^о^N)^ (3.21) 
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ТО т1о^{\о^М 4-1) ^ 2т1о^т и, учитывая (3.14) и (3.15), имеем 

1о8( 
Щп,х)\т+{п,х) 

т{п) ^ - 1о§7У 
4(1оё1/)1/2 ^ 41о§1о§]У' 

(3.22) 

Таким образом, в силу (3.20) и (3.22) при любых соотношениях между т 
и 1о^М 

\т{п,х)\ш+{щХ)\ 
Ш{п) о при 5 ос. 

Используя (3.11) и (3.12), получаем, что П2{п{з)) 1 при 5 -> со. Теоре­
ма 1.1 доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3.1. В формулировке теоремы соотношения (1.3) и (1.4) 
можно заменить соотношениями 

/2(Х^1,Х*2,. 

/„р(х*1,Х*2, ,Х*"*) - ( Ь ^ П 

+ 
1о§ 1оё N 

+ 

1о§ N. 

1о§ 1оё ТУ 

1о§ 1о§7У, ) 
+ С 2 т , 

< /пр(^V) + 5пр(^)1оёПш + 1о§ 1оё ТУ 
При этом изменении верхние оценки тем более выполняются, а нижние 
(для почти всех наборов), по существу, доказаны в таком усиленном виде. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3.2. Положим 

1(п1,П2,... ,пт) = тах/(х^1,х*2,... ,х^ '" ) , 

^2{п1,п2,... ,Пш) = тах/2(а;*\х*^2,... ,ж*'"), 

^ п р ( т а 1 , г а 2 , . . . ,пт) = тах /пр (х*^х^2,. . . ,ж*'"), 

где максимум берется по всем наборам из 9Я(гг). Тогда для любой после­
довательности наборов п{8) (5 = 1,2, . . . ) при выполнении условия 

т 
/1 / ч ЬеТУ \ 

1о§ 16§ТУ. 
справедливы асимптотические соотношения 

1о§ТУ 
хтг,-; -I- -X ~ 1/2 ~ Хпр ~ 1оё(тахгг,) -|-

1о§ 1о§ ТУ * 

ЗАМЕЧАНИЕ 3.3. Пусть г = (гх, 2 2 , . . . , гт) — набор целых чисел. То­
гда для определяемой естественным образом величины 12{х^^, х^^,... , х^"») 
справедливы следующие оценки: 

/2(х1^1|, х1̂ 2|, . . . ^ ^ /^(а;^! ,х'^,... ,х'^) 

^ /2(х1^1|, х'''^',. •. , а:'^"'') + [ т / 2 ] + 2. 
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ЗАМЕЧАНИЕ 3.4. Пусть О — конечная абелева группа (по умножению), 
а Вс = {д1,92-, • • • ^дд] — базис этой группы, т. е. 

С = (5'1)й1 X (5Г2)й2 X ...X {дд)ад, 

где {д)^ — циклическая группа порядка с?, порожденная элементом д. Обо­
значим через 1 ( 0 , В) наименьшее число операций умножения, достаточ­
ное для получения любого элемента группы С, исходя из элементов бази­
са В(^. В [15] (см. также [16]) доказано, что 

ца, Во) = (1 -Ь о(1)) -Ь 0(1о§(шах^^)) + 0{д). 
1оё 1о§ |С 

Этот результат можно усилить следующим образом: 

Х ( С , а д = 1оё(тахб/,)-Н 
1о§ 1о§ \0 

(1-Ьо(1) ) + 0 (д ) . 

Верхняя оценка следует из [ 1 , замечание 3], а доказательство нижней оцен­
ки полностью аналогично приведенному выше. 

В заключение автор выражает признательность В. Б. Алексееву за 
замечания, способствовавшие улучшению текста работы. 
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