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В работе устанавливаются верхние оценки сложности деревьев реше
ний с квазилинейными проверками. Алгоритмы такого вида могут быть 
использованы для решения разнообразных задач распознавания и оптими
зации. 

Понятие дерева решений с квазилинейными проверками является 
обобщением понятия линейного разделяющего алгоритма. Суть такого 
алгоритма в следующем. 

Пусть гиперплоскости Я 1 , . . . ,Н]. разбивают пространство К " на об
ласти, перенумерованные некоторым образом. По произвольной точке 
множества Я С К " требуется определить номер области, в которой данная 
точка содержится. Эту задану будем называть (п, к)-задачей. 

Линейный разделяющий алгоритм — алгоритм, каждая элементарная 
операция которого состоит в определении положения точки из множества 
В относительно некоторой гиперплоскости Я . Мерой сложности такого 
алгоритма служит его глубина — число элементарных операций, выпол
ненных в «худшем» случае. 

Имеется ряд исследований, в которых получены верхние оценки слож
ности линейных разделяющих алгоритмов. 

Для случая В = К " Д . Добкин и Р. Дж. Липтон показали [1], что 
при п ^ 2 для любой (гг, А;)-задачи существует решающий ее линейный 
разделяющий алгоритм, глубина которого не превосходит числа (3-2"~'^-|-
п - 2)(1оё2 к + 1) . 

Автором установлено [2], что если Я = О " , а коэффициенты урав
нений гиперплоскостей Я 1 , . . . , Я;^ и Я суть целые числа, то для лю
бой (п , А:)-задачи существует решающий ее линейный разделяющий ал
горитм, глубина которого не превосходит числа (2(п -|- 2)^ 1оё2(^ + 2п -\-
2 ) ) / 1о§2 (^ + 2 ) . В [3] содержится полное доказательство верхней оценки 
4(п-^2)^1п(/:-|-27г-|-2) для рассматриваемого случая. Ф. Мейер получил [4 
аналогичную верхнюю оценку в предположении, что В — куб в простран
стве К " , коэффициенты уравнений гиперплоскостей Я 1 , . . . ,Н}. — целые 
числа, а коэффициенты уравнений гиперплоскостей Я , используемых ал
горитмом, — действительные числа. Насколько известно автору, вопрос 
о существовании подобных верхних оценок для произвольных гиперплос
костей Я 1 , . . . , Я)к остается открытым. 

В настоящей статье обобщаются приведенные выше результаты. В 
частности, дается положительный ответ на вопрос о верхних оценках глу
бины алгоритмов для случая произвольных гиперплоскостей. Методы до
казательства оценок сходны с методами, использованными в [3 

*^ Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундамен
тальных исследований (код проекта 93-012-488). 
(с) 1904 Мошков М . Ю . 
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Работа состоит из шести параграфов. В § 1 определяются понятия 
системы квазилинейных проверок, задачи и дерева решений с квазилиней
ными проверками, а также формулируется основной результат — верхние 
оценки сложности деревьев решений. В § 2 рассматриваются шесть клас
сов задач с квазилинейными проверками и приводятся следствия теоремы. 
В § 3 обсуждается тестовый подход к исследованию деревьев решений. В 
§ 4 доказываются предварительные результаты, а в § 5 — основные лем
мы, используемые в доказательстве теоремы. Доказательство теоремы 
приводится в § 6. 

Основой для изучения деревьев решений служит теория тестов, нача
ло которой было положено работой С. В. Яблонского и И. А . Чегис [5]. 
Ал . А . Марков указал на возможность использования понятий и результа
тов теории тестов при исследовании алгоритмов решения задач дискрет
ной оптимизации. 

§ 1 . Определения и основной результат 

Обозначим 

К + = { а I а € К , а ^ 0 } ; ^ ^ { 0 , 1 , . . . , ^ - 1 } , д ^ 2. 

Множество К называется числовым кольцом с единицей, если К С К, 
1ЕКжа-\-ЬЕК,ахЬЕКи—а^К для любых а, 6 е К. 
Определим функцию 5: К формулой 

О, если а < о, 

з(а) = ^ 1, если а = о, 

2, если а > 0. 

1 . 1 . С и с т е м ы квазилинейных проверок. Пусть А — непустое 
множество, <Р1,... ,1рп ^ функции, заданные на Л и принимающие зна
чения в Е , К — числовое кольцо с единицей. Введем обозначения 

1{А,К,(р1,... ,(рп) 
п п-1-1 ^ 

= { ат{х) + а„+1 к, г = 1,... ,п-\-1, \а^\ О 
»=1 ^=1 

8{А,к,у:>1,... ,<рп) = {«{д) I д е Х ( Л , / г , ^ 1 , . . . , < ^ „ ) } . 

Функции из множества 1{А, А', <^1, . . . , (рп) определены на Л и принимают 
значения в К. 

• Две функции 51 (ж) = Х)Г=1 й,<^,(х)+а„+1 и д2{х) = Х)?=1 Ь^(р^{x)-\-Ьп+^ 
из ^{А,К,(р1,... ,(рп) равны, если а,- = 6̂  для любого г, 1 ^ г ^ п -|- 1. 

Функции из множества 5 ( А , К, « ^ ь . . . , <^») определены на 4̂ и принимают 
значения из Е^. 

• Две функции = з{д1{х)) и / 2 ( х ) = в{д2{х)) из 8{А,К,(р1,... ,<^„) 
равны, если равны функции дх п д2. 

в Множество функций 8{А, К,(р1,... ,<^„) назовем системой квазили
нейных проверок, а его элементы — проверками. 
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Определим отображение 

Пусть 

д е 1 (А , /Г , < /71 , . . . , ( ^ „ ) , 
п 

1=1 
Тогда 

г{д) = т а х { 0 , тах{1о§2 |а11 | г € { 1 , . . . , п + 1 } , а,- 7̂  0 } } . 

Далее, пусть / € 8(А,К,(р1,... ,у?„) и /(ж) = 8{д{х)). Тогда г ( / ) = г(5г). 

1.2. Задачи с проверками из 5 ( Л , ЛГ, < /?1 , . . . ,<^п)« Пусть 5 = 
5 ( А , К , ( р 1 , . . . ,93п) — система квазилинейных проверок. 

• Задачей над А будем называть пару {В,ф), где В — непустое под
множество множества Л и ^ — отображение Б в N с конечным мно
жеством значений. 

Задача {В,ф) состоит в определении по произвольному элементу а ^ В 
значения ф{а). 

• Если существует отображение и: Е^^ N такое, что справедливо 
ф{а) = 1 / ( / 1 ( а ) , . . . , / т ( а ) ) для любого о € Я , то конечное множе
ство проверок { / 1 , . . . , / т } С 5 будем называть разделяющим мно
жеством задачи {В,ф), набор / 1 , . , . — представлением 
задачи {В, ф) с проверками из 5 , а саму задачу — задачей с провер
ками из 8. 

Пусть А; 6 N и * € К + . 
• Задачу ( Я , ф) будем называть (п, к, 1)-задачей с проверками из 8, если 

для нее существует разделяющее множество { / 1 , . . . , / т } С 5 такое, 
ч т о т,^ к и ^{/^) < <, 1 ^ г < ш. 

1.3. Деревья решений с проверками из 3{АуК,(р1^... ,<^п)> 
• Конечным ориентированным деревом с корнем называется конечное 

ориентированное дерево, в котором только в одну вершину не вхо
д я т дуги. Эта вершина называется корнем дерева. Вершины дерева, 
из которых не выходят дуги, называются концевыми, а вершины, не 
являющиеся концевыми, — рабочими. 

• Полным путем конечного ориентированного дерева с корнем назы
вается последовательность ^ = VI,кх,... ,Vт,(^т,Vт•^^1 вго вершин и 
дуг , в которой VI — корень дерева, Vт+^ — концевая вершина и для 
г = 1,... ,т дуга с̂ ,- выходит из вершины V^ и входит в вершину ^,-4.1. 

Пусть д9 = 8{А,К,(р1,... ,(рп) — система квазилинейных проверок. 
• Деревом решений с проверками из 8 назовем помеченное конечное 

ориентированное дерево с корнем, в котором 
— каждой рабочей вершине приписана проверка из 5 ; 
— каждой дуге приписано число из Е^, причем дугам, выходящим из 

одной и той же вершины, приписаны попарно различные числа; 
— каждой концевой вершине приписано натуральное число. 
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Пусть Г — дерево решений с проверками из 5 ; Е{Т) — множество 
проверок, приписанных рабочим вершинам Г; Е;(Г) — множество полных 
путей дерева решений Г; г (Г ) = т а х { г ( / ) | / Е Е{Т)} и Н{Т) (глубина 
дерева решений Г) — максимальная длина полного пути Г. 

Каждому пути ^ е ^ ( Г ) сопоставим подмножество А{^) множества 
А. Если в пути ^ нет ни одной рабочей вершины, то Л(^) = А. Если 
в пути ^ имеется т > О рабочих вершин, ^ = г ;1 , с /1 , . . . , ^ „ г , ^ т 4 - 1 
и для г = 1,... ,т вершине г;, приписана функция /,-, а дуге с?,- — чи
сло 6^, т о Л(^) — множество решений на А системы уравнений = 
Н,"- г/тп{х) = 6т}-

Дереву решений Г сопоставим частичную функцию : А N . 
• Пусть Л(Г ) Л(^) . Если а 6 Л\Л(Г) , т о значение Ф г ( « ) не 

определено. Если а Е А{Т), то суш;ествует ровно один полный путь ^ 
в дереве решений Г такой, что а е А{^). В этом случае Фг(<*) = »̂ где 
^ — число, приписанное концевой вершине пути ^. Будем говорить, 
ч т о дерево решений Г реализует функцию Фр. 

• Пусть {В,ф) — задача с проверками из 5" и Г — дерево решений с 
проверками из 5*. Будем говорить, что дерево решений Г решает 
задачу {В, ф), если В С А ( Г ) и ^ ( а ) = ФгС* )̂ Для любого а Е В. 

1.4. Основной результат . 

Теорема 1.1. Пусть 8{А,К,(р1,... ,(рп) — система квазилинейных 
проверок. Тогда при всех к N, I Е К"^ для любой {п, к, I)-задачи с 
проверками из 8{А,К,<р1,... , существует решающее ее дерево реше
ний Г с проверками из 8{А, А' ,у>1,. . . , (рп) такое, что 

к{Т) < (2(гг + 2)31об2(А: + 2п 2)) / (1оё2(п + 2 ) ) , 

г (Г ) < 2{п + 1)2(1 -Ь < + 1оё2(п + 1) ) . 

§ 2. Примеры и следствия 

Предположим, что элементы множеств {—1,-1-1}", Ед и П» (подста
новок п-й степени) перенумерованы числами о т 1 до 2 " , о т 1 до и о т 1 
до та! соответственно. 

Если К — числовое кольцо с единицей, то используем следуюпще 
обозначения: 

1п{К) = ЦЖ'',К,Х1,...,Хп), 
5 п ( / 0 = 5 ( Е « , / Г , Х 1 , . . - , ,хп). 

2.1 . Достаточное условие принадлежности задачи множеству 
задач с квазилинейными проверками. 

Предложение 2.1. Пусть 8 = 8{А, А', 9 1 , . . . , <^„) — система квази
линейных проверок; {В, ф) — задача над А; О — конечное подмножество 
множества N такое, что {ф{а) : а 6 В} С V; { / ь - . . , / * } — непустое 
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конечное подмножество множества 8 такое, что при любом г Е В мно
жество 1У(г) = {а \ Е В, ^{а) = г] является объединением множеств ре
шений на В некоторых систем уравнений вида { Л Д ж ) = ах,... , /^^^x) = 
сгт}, где 11,... ,гт 6 {1,... ,к} и сгх,... ,ат 6 Ез. Тогда множество 
{ Л ? • • • у/к} является разделяющим множеством задачи {В, ф), а сама за
дача {В,ф) — задачей с проверками из 8. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Д Л Я произвольного 6 = € Е^ обозна
чим через Н{6) множество решений на В системы уравнений = 
б1,--- ,/к{^) = ^к}- Допустим, что С — система уравнений {/{^{х) = 
^ Ь - - - ?/1т(^) = ^гп}, где г ь . . . ,гш Е {I,... ,к}, ах,... ,атп Е Е^. Обо
значим 

и{С) = {{б1 ,...,6к)\{^ъ--',Н)е е1 6,^ =аи-.., сг,^ = ^ш} . 

Нетрудно заметить, что множество решений на В системы С совпадгьет 
с множеством ийе^7(С7) ^ ( ^ ) • 

Пусть г Е Ви множество Т^(г) является объединением множеств реше
ний I систем уравнений вида С. Обозначим эти через системы С\,... ,С<. 
Далее, пусть У{г) = {}]^^ и{С^) иУ = \^^^^ Т/(г). Ясно, что \У{г) = 

Определим отображение р: Е^ -> N . Пусть 8 Е Е^. Если 6 ^У, то 
и{6) = 1 , а если ^ е ^ , то и{6) — т ш { ^ \ ЕВ,Ъ Е ^ О ) } -

Покажем, ч т о ф{а) = и{/1{а),... ,/к{а)) для любого а Е В. Пусть 
6 = ( / 1 ( 0 ) , . . ' . и ф(а) = г. Тогда а Е Ж(г ) , Поэтому суш;ествует 
набор а Е У {г) такой, что а Е Н{а). Очевидно, что а = 6. Поэтому 
6 Е У{г)- Пусть ^ Е В, ^ ^ г, и 6 Е У^)- Тогда ф{а) =_ з, что невоз
можно. Следовательно, {] \ Е В,6 Е У{з)} = {г} и р{6) = г. Таким 
образом, { / ь . . . , является разделяющим множеством задачи {В, ф), а 
набор { В , и , . . , Д } — ее представлением с проверками из 5 . Предло
жение 2.1 доказано. 

Ниже рассматриваются шесть классов задач с квазилинейными про
верками. Для произвольной задачи из каждого класса на основе пред
ложения 2.1 строится разделяющее множество. Представление задачи не 
приводится. Однако его можно построить, применяя способ, используе
мый при доказательстве предложения 2 .1 . 

Всюду в этом параграфе через 5 обозначена произвольная система 
квазилинейных проверок 5 ( А , . . . ,<^п) и через Ь — соответствую
щее системе 5" множество функций Ь{А,К,щ,... ,(рп)-

2.2. Определение значений. Пусть /1,... ,/к Е 8,1 Е К"^ и г ( / у ) < 
^ для. л ю б о г о . ; , 1 ^ ^ ^ /г. 

Задача 2.1 (об определении значений / 1 , . . . , Д на элементе множе
ства А). По произвольному а Е А требуется определить номер набора 
( Л ( а ) , . . . , Л И ) . 

Для этой задачи положим В = {1,... , 3^}. Пусть г Е В и {61,... ,61-) Е 
Е^ — набор с номером г. Видно, что множество Ш(г) совпадает с мно
жеством решений на А системы уравнений { /1 (2 ; ) = ^ 1 , . . . , /А ; (Ж ) = ^д.}. 
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Используя предложение 2 .1 , получаем, что { / 1 , . . . ,/](;} является разделя
ющим множеством рассматриваемой задачи, а сама задача — (п,А;,<)-за-
дачей с проверками из 5 . 

ПРИМЕР 2.1 (распознавание пороговой функции, зависящей от п ар
гументов) . По произвольному набору ( а х , . . . ,ап-\.\) Е К""*"̂  для каждого 
набора . . . ,бп) € { 0 , 1 } " требуется определить значение 5(Х)Г=1 ^»"« ~ 
а„4.1) . Множество {5(Х)?=1 ^1 г̂ - Хп^\) I ( ^ 1 , . . . ,дп) 6 { 0 , 1 } " } является 
разделяющим множеством этой задачи, а сама задача — (п + 1,2",0)-за-
дачей с проверками из 5 „ + 1 ( 2 ) . 

2 .3 . П р о в е р к а в ы п о л н е н и я у с л о в и й . Пусть имеются т систем 
уравнений С ь . . . , Сш таких, что = = 6^1,... , }ущ{х) = ё^р.} 
при любом У, 1 ^ '̂ < т , и 6 5 , Е ^̂ з при любом г, 1 < г < р^. 

З а д а ч а 2.2 (о совместности систем уравнений С 1 , . . . , Ст на элементе 
множества А). По произвольному элементу а Е А установить, является 
ли а решением хотя бы одной из систем С 1 , . . . , Ст- {Если да, то ответ 
задачи равен 1, если нет, то 2.) 

Для этой задачи В = { ] , 2 } . Нетрудно заметить, что множество \V{1) 
совпадает с объединением множеств решений на А систем С 1 , . . . , Ст, а, 
множество 14^(2) — с объединением множеств решений на А всевозможных 
систем вида { /^^(ж) = а^... ,/т{т{^) = ^-ш}, где 1 ^ < р^, а, Е Е^ 
и ф 6у{. при любом ^, 1 ^ У < т . Используя предложение 2 .1 , полу
чаем, что Г = { / ц , . . . , /хр^,... , /т1, • • • , / т р т } является разделяющим 
множеством рассматриваемой задачи, а сама задача — (п, \Е\,1)-задачей 
с проверками из 5*, где ^ ~ т а х { г ( / ) | / Е ^^}. 

ПРИМЕР 2.2 (задача «0-1-целочисленное программирование» размер
ности (п-Ь 1 ) т в формулировке из [6]). По а^^ Е 2 , 1 ^ г ^ ш, 1 ^ ^ ^ п-^-1, 
требуется установить, существует ли набор ( ^ 1 , . . . ,6п) Е { 0 , 1 } " такой, 
что Х)у=1 «17^> — «ш-ы при любом г, 1 ^ г ^ ттг. Эта задача является 
задачей о совместности систем {8{^^^^^x^^6^ - x^п^^) | 1 ^ г ^ т], где 

( 6 1 , . . . ,^гг) Е { 0 , 1 } " , на элементе множества 2^"+^)"^. Поэтому множе
ство 

п 

1*1 Х '-^^з^з -- ^ т - и ) 1 ^ ^ < т,{б1,.., ,6п) Е { 0 , 1 } " 

является разделяющим множеством рассматриваемой задачи, а сама за
дача — {{п -Ь 1 ) т , т 2 " , 0)-задачей с проверками из множества 5(2^"+^) '^ , 

ПРИМЕР 2.3 (задача о системе полиномиальных неравенств). Пусть 
Р{п, Л) — множество полиномов с целочисленными коэффициентами сте
пени не выше й, зависящих о т переменных хх,... ,Хп, и дху--,9к ^ 
Р{п,й). По произвольному а Е К " требуется определить, будет ли а 
решением системы неравенств {дх{х) > О , . . . ,5^(^) ^ 0 } . Эта задача 
является задачей о совместности систем {8{дх{х)) = ^ 1 , . . . ,з{д},{х)) = 
^^;}, где {Ьхч-. - ,Ь}^) Е {1,2}*^, на элементе из Е " . Поэтому множество 
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{8{.д1(х)),... ,з{д):{х))} является разделяющим множеством рассматрива
емой задачи, а сама задача — (о:(гг, </),/г,^)-задачей с проверками из мно
жества 5 ( К " , 2 , Х 1 , . . . где а (п , ( / ) = ^^^^х ("Л""^) ^ < = тгx{^{д^) 

2.4. Упорядочивание. Пусть 5 1 , . . . ,дк — попарно различные функ
ции из множества I такие, что г{ду) ^ ^ при любом ^, 1 < 7 ^ А;. 

Задача 2.3 (об упорядочивании значений функций дг,... ,дк на эле
менте множества А). По произвольному а Е А найти минимальный номер 
подстановки к-й степени тг такой, что д^^1^(а) ^ дх{2)(^) ^ ' " ^ 9ж(к)-

Для этой задачи положим В = { 1 , . . . ,к\}. Пусть г Е В. Обозначим 
через тг,- подстановку А;-й степени с номером г. Нетрудно заметить, что 
множество И^(г) является объединением множеств решений на А всевоз
можных систем уравнений вида 

и {К9^^^{п^)(^) - 9т^{п^+1){^)) = 2 11 ^ у ^ г - 1 } , 

где ( ^ 1 , . . . , ^А;-1) Е { 0 , и 1 ^ п̂ - ^ Аг - 1 при любом ^, 1 < ^ ^ г - 1. 
Используя предложение 2 .1 , получаем, что множество {з{д{{х) — д^{х)) 
1 ^ Ь ^ ^ ^; * 7̂  7 } является разделяющим множеством рассматриваемой 
задачи, а сама задача — {п,к'^,^ -{- 1)-задачей с проверками из 5". 

ПРИМЕР 2.4 (задача упорядочивания значений функций множества 
п 

{ 5 ( 5 ] ^ , 8 т ( ; х ) ) | ( < 5 ь . . . , М е ^ , \ 1 } 
3=1 

на элементе множества К ) . Множество 

п п 
[з(^^6^Бших))\{б1,...,ёп)Е{-д,...,--1,0,1,...,дГ,^\6у\>0 

>=1 ; = 1 
является разделяющим множеством рассматриваемой.задачи, а сама зада
ча — {п,{2д+ 1 )" ,1о§2 9)-задачей с проверками из множества 5 ( Е , 2 , 8 1 п а : , 
8ш2а ; , . . . ,81ппх). 

2.5. Безусловная оптимизация. Пусть р ь - . . ,дк — попарно раз
личные функции из I такие, что г{ду) ^ ^ при любом ^, 1 < ^ < А;. 

Задача 2.4 (о безусловной оптимизации значений функций дх,... ,дк 
на элементе множества А). По произвольному а Е А определить мини
мальное число г е { 1 , . . . , А;} такое, что д{(а) = тт{д^{а) | 1 ^ ^ ^ А;}. 

Для этой задачи положим В — { 1 , . . . ,А:}. Пусть г Е В. Нетрудно 
заметить, что множество И^(г) есть объединение множеств решений на А 
всевозможных систем уравнений вида {8{д^{x)—д^{x)) = \ ] ^ к, 1 ф 
] } , где = О при > € { 1 , . . . , г - 1} и 6̂  6 { 0 , 1 } при з Е {г + 1 , • • • , А;}. 
Используя предложение 2 .1 , получаем, что множество {8{д^{x) — д^{х)) 
1 ^ г, 3 ^ к, г ф з} является разделяющим множеством рассматриваемой 
задачи, а сама задача — (тг, А:̂ , < -|- 1)-задачей с проверками из 5. 
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ПРИМЕР 2.5 (задача коммивояжера с п городами). Пусть С 
п ПОЛ

НЫЙ граф с п ^ 3 вершинами. Полагаем, что ребра графа С п перенуме
рованы числами от 1 до п(п - 1 ) / 2 , а гамильтоновы циклы — числами от 
1 до (п — 1) ! /2 . Пусть для каждого г, 1 ^ г ^ п{п — 1 ) / 2 , ребру графа Оп 
с номером г сопоставлено число щ е К — длина ребра. Требуется найти 
минимальный номер гамильтонова цикла в Сп минимальной длины. Для 
каждого 3, 1 ^ 7 ^ (гг — 1 ) ! /2 , гамильтонову циклу с номером ^ сопоставим 
функцию 

п(п-1)/2 

г=1 

где ^ .1, если г е ребро входит в ]-й. цикл, и = О в противном слу
чае. Очевидно, что рассматриваемая задача является задачей безусловной 
оптимизации значений функций ( ? ь . . . ,5'(п-1)'/2 на элементе множества 
]^7((п-1)/2_ Поэтому множество 

{з{д,{х)-^д,{х))\1, 7 - 1 , . . , , ( г г - 1 ) ! /2 , г ф 
является разделяющим множеством задачи коммивояжера с п городами, 
а сама задача - (п(п ~ 1)/2,((7г - 1) ! /2)^, 0)-задачей с проверками из 
•^п(п-1)/2(^)-

ПРИМЕР 2.6 (квадратичная задача о назначениях размерности п) . По 
^13^^13 6 Ж, 1 < г, ] ^ гг, требуется найти минимальный номер подста
новки тг степени гг, минимизирующей величину 5 !Г ;=1 ^1.7^я-(1)7г(»-
Очевидно, эта задача является задачей безусловной оптимизации значе
ний функций из множества {^^^1 ^гзУж{1)ж{з) I ̂  Е П „ } на элементе 
множества К^" . Поэтому множество 

п п п п 

X) ^гзУ^{г)1:{з) ''^^Ут^г)т{з)) | ТГ, Г € П^, ТГ ^ Г 
г=̂ 1 ; = 1 г=1 ; = 1 

является разделяющим множеством этой задачи, а сама задача — 
(7г^,(7г!- 1)п!/2,0)-задачей с проверками из ^ ( К " " ,2,а :11У1Ь • • • ^ХппУпп)-

2.6 Б е з у с л о в н а я о п т и м и з а ц и я а б с о л ю т н ы х з н а ч е н и й . Пусть 
91^ •• ,9к^^ ^- ''{Эз) ^ ^ при любом 7, 1 ^ > А, н если г ф то д^ ф. ±ду 

З а д а ч а 2.5 (о безусловной оптимизации абсолютных значений функ
ций д\^... ,9^ на элементе множества /1). Но произвольному а Е А опре
делить минимальное число г € { 1 , • • • - к} такое, что 

дг{а)\ тп\{\ду{а)\ 1 ^ 7 ^ Аг). 

Для этой задачи положим В = { 1 , . . . , А ; } . Пусть г Е В. Нетруд
но заметить, что !5^г(а)| < \д^{а)\а и только тогда, когда {д{{а) -}-
ду(а)){д^{а) - д^{а)) < О, и !.9,(а)| = |5Г (̂а)| тогда и только тогда, когда 
{9г{0')-^9з{о)){9г{(1)—9з{^)) - О- Следовательно, множество И^(г) совпадает 
с объединением множеств решений на А всевозможных систем уравнений 
вида 

Ы9{{х) 4- д_1(з-)) = 6у1, 8{д,{х) - д^{x)) = 6у2 | 1 ^ 7 < А\ ф 
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где 
(6 6 V . / ^ з \ { ( 0 ' 0 ) ' ( 2 ' 2 ) } п р к ; Е { г Ч - 1 , . . . , А : } , 

I { ( 0 , 2 ) , ( 2 , 0 ) } п р и 7 е { 1 , . . . , г - 1 } . 
В силу предложения 2.1 множество { 3 ( 5 ^ , ( 3 ; ) + р Д х ) ) , в(уДж) — 5';(ж)) | 1 < 
г, 3 ^ к, г ф 7 } является разделяющим множеством рассматриваемой 
задачи, а сама задача — (п, 2к'^,^-\- 1)-задачей с проверками из 5 . 

ПРИМЕР 2.7 (задача разбиения п чисел). По произвольному набору 
( о 1 , . . . ,ап) Е К " определить минимальный номер набора ( ^ 1 , . . . ,6п) Е 
{ — 1 , 1 } " такой, что величина | $^"_] ^^а,| принимает минимальное значе
ние. Очевидно, что эта задача является задачей безусловной оптимиза
ции абсолютных значений функций множества 6^x^ | (^ь . . . , ^п) € 
{ — 1 , 1 } " } на элементе множества К" . Поэтому множество 

п п 

{з(^'^6^x^)\{6^,...,6п) Е { - 2 , 0 , 2 } " , ^\6^\ о } , 
1=1 1=1 

а следовательно, й множество 
п п 

^ Е ^ » ^ ' ) I (^ь-•• е { - 1 , 0 , 1 } " , \6^\ о 
1=1 1=1 

являются разделяющими множествами рассматриваемой задачи, а сама 
задача — (п, 3",0)-задачей с проверками из ^«(й) . 

2.7. Условная оптимизация. Пусть О С Ж и дх,... ,дк — попарно 
различные функции из X такие, что г(д^) ^ ^ при любом У, 1 < ^ ^ А;. 

Задача 2.6 (об условной оптимизации значений функций дх,... ,дк 
на элементе множества А с т ограничениями из Л X 6^). По 

( а о , а 1 , . . . ,аш, Ьл,... , 6 ^ ) Е А^'^^ х С"^ 
найти минимальное г Е { 1 , • • • ,к} такое, что 

дг{а1) ^ 6 1 , . . . ,дг{ат) ^ 6 т , 
дг{ао) = тах {р^ (ао ) | д^{а^) ^ 6 1 , . . . ,^^(а^) < 6^ , ; Е { 1 , . . . ,А; } } , 

либо установить, что такого г не существует. {В последнем случае ответ 
задачи — число к + 1.) 

Для этой задачи доложим В = { 1 , . . . , А ; - | - 1 } . Будем использовать 
обозначения жо, Ж 1 , . . . ,Хт Для переменных, принимаюпщх значения из А, 
и у ь . . . ,Ут — для переменных, принимающих значения из С. Нетрудно 
заметить, что множество \У{к -\- 1) совпадает с объединением множеств 
решений на х всевозможных систем уравнений вида 

Ы91^x^1)-У^^) = 2,... ,8{д|,{x^^)-у^^) = 2 } , 

где 1 ^ ^ т при любом 7, 1 ^ 7 ^ /г. Пусть г Е { I , - . - ,к}. Тогда 
множество И^(г) совпадает с объединением множеств решений на А^'^^ х 

всевозможных систем уравнений вида 
Ы9^{xо) - 92{хо)) =6^ I 3 Е С \ { г } } 

и и ЫэАъ) ~ Ур) = \ ^ р ^ т} 
зес 

и {8{д^{хф- у,.) = 2 I 7 Е { 1 , . . . ,к}\С}, 
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где С С { 1 , . . . ,к}, с ф о, г е С; для У € С\{г} если ^ < г, т о = 2, а если 
У > г, т о 6у е { 1 , 2 } ; б^р е { 0 , 1 } при ; € С и р е { 1 , . . . , ш } ; 1 < < т при 
7 € { 1 , . . . , А:}\С. Используя предложение 2 .1 , получаем, что множество 

т 
{5(5г(а^о) - ^^(а^о)) I 1 < г < 7 < А;} и У {^(^.(жу) - у^) | 1 ^ г ^ А;} 

>=1 

является разделяющим множеством рассматриваемой задачи. Следова
тельно, эта задача есть (ш -|- п{т + 1), тк -\- {к — 1)А;/2,/ -Ь 1)-задача с 
проверками из 

5 ( Л ^ " + 1 х ( ? ^ / Г , у . 1 ( х о ) , . . . , Ы ^ о ) , 
( ^ 1 ( Х 1 ) , . . . ,(рп{х1),... , ( ^ 1 ( Х т ) , . . . , ̂ пСа^т), УЬ • • • , У т ) -

ПРИМЕР 2.8 (задача о 0-1-рюкзаке с п предметами). По произвольно
му набору ( а ь . . . , а2п+1) € й'^""^^ требуется определить минимальный но
мер набора ( ^ 1 , . . . ,^п) € { 0 , 1 } " , максимизирующего величину ^^а» 
при условии Х)Г=1 1̂®п-Ь1 ^ ^2т1-Ь1- ^ т а задача является задачей услов
ной оптимизации значений функций множества { ^ " = : 1 6{Х{ \ ,6п) € 

{ 0 , 1 } " } на элементе множества 2"''"^ с одним ограничением из 3 " X 2 . 
Множество 

КЕ*^»^') I ( ^ Ь - - - - 5 п ) € {-1Л1Г,^\^г\ о } 
»=1 1=1 

п 

^ { ^ { ^ 2 - ^ 2 « + 1 ) I (^ь• • •'<^п) е { 0 , 1 } " } 

является разделяющим множеством рассматриваемой задачи, а сама зада
ча — (2п -|-1,3"-|-2" , 0)-задачей с проверками из 5'(22""''-^, 2 , Ж 1 , . . . , Х2п+1)-

2.8. Следствия теоремы 1.1. Из теоремы 1.1 получаем следующие 
утверждения. 

Следствие 2.1. Существует дерево решений Г1 с проверками из мно
жества 5 'п+1 (2) , которое решает задачу распознавания пороговой функ
ции, зависящей от п переменных, и имеет параметры 

/ 1 ( Г 1 ) ^ 4 ( 7 г + 3 ) ^ 1 о ё 2 ( " + 3 ) , 

г ( Г 1 ) ^ 2 ( п - Ь 2 ) 2 ( 1 о ё 2 ( п + 2 ) + 1 ) . 

Следствие 2.2. Существует дерево решений Г2 с проверками из мно
жества 5 ' (2 ( "+^)"^,2 ,а ;11, . . . , Х щ „ ^ 1 ) , которое решает задачу «0-1-цело-
численное программирование» размерности {п+1)т в формулировке из [6 
л имеет параметры 

Н{Г2) < 4(пт -Ь ш -Ь 2 ) * / \о^2{п^ -\-т-\-2), 

г(Г2) ^ 2{пт + ш -Н 1)^(1о§2(пгп -|- т -Н 1) -Н 1). 
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Следствие 2 .3 . Существует дерево решений Гз с проверками из мно
жества <5'»(п-1)/2(^)» ^^оторое решает задачу коммивояжера с п ^ 4 горо
дами и имеет параметры 

/^(Гз)^^гV1о62п, 
г ( Г з ) < п ^ 

Следствие 2 .4 . Существует дерево решений Г4 с проверками из мно-
жества 5 ( К ^ " 2 , хцуц,... , ХппУпп), которое решает квадратичную зада
чу о назначениях размерности п ^ 4 и имеет параметры 

Л(Г4) ^ п ( 7 г Ч 2 ) ^ 

г(Г4) < 2 (7гЧ 2)2(1об2(пЧ 1) + 1). 

Следствие 2 .5 . Существует дерево решений Г5 с проверками из мно
жества 5 п ( 2 ) , которое решает задачу разбиения п чисел и имеет параме
тры 

/ ^ ( Г 5 ) < 8 ( п + 2)V1о82('^^-2), 

г ( Г 5 ) ^ 2 ( п + 1 ) 2 ( 1 о б 2 ( п + 1 ) + 1 ) . 

Следствие 2 .6 . Существует дерево решений Ге с проверками из мно
жества 5 ' ( 2 ^ * * + ^ , 2 ,Х1 , . . . ,Ж2п+1), которое решает задачу о 0-1-рюкзаке 
с п предметами и имеет параметры 

Н{Тб) ^ 4{2п + 3 ) V 1о§2(2гг + 3 ) , 

г (Гб) ^ 8(п + 1)2(1оё2(п + 1) + 2). 

§ 3. Тестовый подход к исследованию деревьев решений 

3 . 1 . Тестовые таблицы и условные т е с т ы . Обозначим через 
Н^к множество всевозможных прямоугольных таблиц с к строками, за
полненными числами из множества , в каждой из которых столбцы по
парно различны и каждому столбцу приписано натуральное число. Пусть 
Л 6 Л^^к, где Л — пустая таблица. Положим Я 3 = \^к^^ Н^^. Таблицы из 
Я з будем называть тестовыми. Обозначим через НС множество всевоз
можных тестовых таблиц, в каждой из которых всем столбцам приписано 
одно и то же число. Предполагается, что Л € НС. 

Допустим, что Т € Яз^;^. Для произвольных г 1 , . . . ,1т Е { 1 , . . . 
и 61,... ,6т ^ Е:^ обозначим через Т(г1,^1) . . . (гш,6т) подтаблицу табли
цы Т, состоящую из всех столбцов таблицы Г , таких, что все элементы 
г̂ .̂-ой строки этой подтаблицы равны 6^ (к = 1,... ,т). 

• Будем называть {3,к)-схемой помеченное конечное ориентированное 
дерево с корнем, в котором 
— каждой рабочей вершине приписано некоторое число из множества 

{ 1 , . . . , А ; } ; 
— каждой дуге приписано число из множества ^ з , причем дугам, 

выходящим из одной и той же вершины, приписаны попарно раз
личные числа; 
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— каждой концевой вершине приписано натуральное число. 
Пусть Г € Яз Г — (3,А:)-схема и ^ — полный путь схемы Г. Табли

це Г и полному пути ^ сопоставим таблицу Г (^ ) . Если в пути ^ нет ни 
одной рабочей вершины, то Г (^ ) = Т . Если же в пути ^ имеются ш > О ра
бочих вершин, ^ = г?1, с?1 , . . . , Ьщу (1т, ^т+1 и для 7 = 1 , . . . , т вершине 
приписано число г^, а дуге (1^ — число то Г (^ ) = Г ( г 1 , ^ 1 ) . ..{гт,6т)-
Как нетрудно заметить, для любого столбца таблицы Т существует не бо
лее одного полного пути ^ схемы Г такого, что рассматриваемый столбец 
содержится в таблице Т(^). 

• Условным тестом таблицы Т Е Яз^(.\{Л} назовем (3,А:)-схему Г, в 
которой для любого столбца таблицы Т существует полный путь ^, 
обладающий следующими свойствами: 

— рассматриваемый столбец содержится в таблице Г ( ^ ) ; 
— концевой вершине пути ^ приписано то же число, что и рассма

триваемому столбцу. 
Обозначим через Н{Т) глубину (3, А;)-схемы Г (т . е. максимальную 

длину полного пути Г) . Если Т 7̂  Л, то через /г(Т) обозначим минималь
ную глубину условного теста таблицы Г и через ^У(Г) — число столбцов 
в таблице Г . Положим Н{А.) = М{А) = 0. Для Т Е Я 3 ^^\НС обозна
чим через М{Т) минимальное натуральное число т , обладающее следу
ющим свойством: для любого набора ( ^ 1 , . . . ,6^) Е существуют числа 
Ч , . . . ,гт е { 1 , . . . , / : } такие, что Т{^^,д^^).. .{гт,6{^) Е НС. Для любой 
таблицы Т Е НС положим М(Т) = 0. 

Предложение 3.1 [7, с. 144]. Для любой таблицы Т из Я 3 справед
ливо соотношение 

( М{Т), если М ( Г ) ^ 1; 
к{Т) ^ \ -Ь 21оё2(^V(Т)/2), если 2 < М{Т) ^ 3; 

I М{Т) -Н ( М ( Г ) 1оё2(Л^(Г)/2))/ 1об2 М ( Г ) , если М ( Т ) ^ 4. 

3.2. Тестовый подход к исследованию деревьев решений. До
пустим, что 5 = 8{А, А , < ^ 1 , . . . ,</?п) — система квазилинейных проверок, 
( Я , ф) — задача с проверками из 5*, ( Я , I / , Д , . . . , Д ) — представление за
дачи {В,ф) с проверками из 5. Операцию транспонирования обозначим 
символом « ' » . 

Пусть Т ( Я , ь', / 1 , . . . , /к) — таблица из Яз^^, обладающая следующими 
свойствами: 

о столбец ( ^ 1 , . . . ,6к)' входит в таблицу тогда и только тогда, когда на 
множестве Я совместна система уравнений { / 1 ( 3 ; ) = ^ 1 , . . . = 

о столбцу {61,... ,бкУ таблицы приписано число ^'(^ь . . . ,бк). 
Допустим, что Г — дерево решений с проверками из 5 такое, что ^^(Г) С 
{ / ь . . . , Л } . 

• Схемой дерева решений Г назовем (3, А;)-схему, полученную из дерева 
решений Г заменой функций / 1 , . . . , Л , приписанных рабочим верши
нам Г, числами 1 , . . . ,к соответственно. 
Тестовый подход к исследованию деревьев решений заключается в по

иске подходящего представления задачи, построении соответствующей те
стовой таблицы и исследовании ее условных тестов. 
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Использование тестового подхода при анализе деревьев решений осно
вано на следуюш;ем утверждении. 

Предложение 3.2. Пусть 8 = 8{А,К,(р\,... ,(рп) — система квази
линейных проверок, (В, I/) — задача с проверками из 8, {В,1/,/1,... , Д ) — 
ее представление с проверками из 8 и Г — дерево решений с проверками 
из 8 такое, что Р{Т) С { / ь . . . , Д } . Тогда Г решает задачу {В, ф) в том 
и только том случае, если схема дерева решений Г является условным 
тестом таблицы Т{В,1/,/г,... , Д ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, что С — схема дерева решений Г и Г = 
Г ( Я , 1 / , Д , . . . , Д ) . Если а е В, то положим Ца)' = ( Д ( й ) , . . . , Д ( а ) ) ' . 
Пусть ^ — полный путь дерева решений Г. Нетрудно заметить, что а е 
А1^) тогда и только тогда, когда столбец 6{аУ содержится в таблице Т ( т ) , 
где г — полный путь схемы С, соответствующий полному пути ^ дерева 
решений Г. 

Пусть схема О является условным тестом таблицы Г и а € В. То 
гда в схеме С существует полный путь г, удовлетворяющий следующим 
условиям: 

о столбец 6{аУ содержится в таблице Т ( г ) ; 
о концевой вершине пути г приписано число и{6{аУ). 

Из первого условия следует, что а € где ^ — полный путь дерева ре
шений Г, соответствуюпшй полному пути г в схеме О. Используя второе 
условие, получаем Ф Г ( Й ) = *'(^(«) ') = К Л С ^ ) , - Поэтому дерево 
решений Г решает задачу {В, ф). 

Пусть схема С? не является условным тестом таблицы Г. Тогда су
ществует столбец 6' = {61,... ,6кУ таблицы Т, обладаюишй одним из 
следующих свойств: 

о в схеме О не существует полного пути г такого, что столбец 6' содер
жится в таблице Т ( г ) ; 

о в схеме О существует полный путь т такой, что столбец 6' содержится 
в таблице Т{т), но концевой вершине этого пути приписано число, 
отличное о т числа ^ ' ( ^ 1 , . . . ,6^). 

Ясно, что имеется элемент а Е В, для которого 6' = 6{аУ. Если столбец 6' 
обладает первым свойством, то а ^ А(^) для любого полного пути ^ дерева 
решений Г. Поэтому множество В не является подмножеством множества 
А ( Г ) . Следовательно, дерево решений Г не решает задачу {В,ф). Пусть 
столбец 6' обладает вторым свойством. Тогда а 6 А{^), где ^ — полный 
путь дерева решений Г, соответствующий полному пути г в схеме О. По
этому Фг(в) ф ,6к) — 1 / ( Д ( а ) , . . . , Д ( а ) ) . Следовательно, дерево 
решений Г не решает задачу {В,ф). Предложение 3.2 доказано. 

§ 4. Вспомогательные леммы 

Положим 
Х „ ( К ) = Х ( К " , К , Х 1 , . . . , Х п ) , 
5 „ ( К ) = 5 ' ( К " , К , Х 1 , . . . , х „ ) , 

п Д , . . . , Д € Х „ ( К ) , 

1=1 
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• Максимальное число линейно независимых функций (над К ) в множе
стве { 9 1 , . - . ,дк} называется рангом каждой из следующих систем: 

{ /1 (ж) = 0 , . . . , Д ( ж ) = 0 } , (4.1) 
{ / 1 ( х ) ^ 0 , . . . , Л ( х ) ^ 0 } , (4.2) 
{ / 1 ( х ) > 0 , . . . , Л ( х ) > 0 } . (4.3) 

Л е м м а 4 . 1 [8, с. 83] . Пусть 11\ множество решений совместной 
системы (4.1) ранга I , 1/2 — множество решений системы 

{91(х) = 0 , . . . , 9 ^ ( ж ) = 0 } , (4.4) 

отвечающей системе (4.1) , уо € Щ. Тогда Щ = {уо -\- у \ Е 1/2} я 
максимальное число линейно независимых элементов в 112 равно п — I . 

Л е м м а 4.2 [8, с. 57]. Яусгь а̂ ^ € К, 1 < г ^ п, 1 < 7 < гг 4- 1, и 
элементы ( а ц , . . . , а 1 „ ) , . . . , ( а „ 1 , . . . , йпп) линейно независимы. Тогда 

(а) система 

а\1Х\ . . . -Ь а\пХп = 

0'п\х\Ь . . • + аппХп = апп+\ 

« 1 1 ••• 0.\п 
имеет единственное решение ... ,(1п/(1о), где йо = 

(1о ф О И — определитель п-го порядка, полученный из определите
ля с̂ о заменой ^-го столбца столбцом («хп-н!, • • • ,*1тт-|-1)? 1 ^ 7 ^ ^ ; 

( б ) если — определитель {п — 1)-го порядка, полученный из определи
теля с?о вычеркиванием последней строки и ]-го столбца, 1 < ^ ^ п, 
то элемент ( М 1 , - М 2 , М 3 , - М 4 , . . . , (—1)"~^Мп) является решением 
системы 

«11^1 + . . . + ахпХп = О, 

о-п-цхх + . . . + а„_1„а :„ = 0; 

любое другое решение этой системы пропорционально ему; кроме того, 
Е " = 1 т > 0. 
Хорошо известны следующие утверждения, сформулированные в лем

мах 4.3-4.5. 

Л е м м а 4 .3 . Совместная система (4.1) ранга ^ содержит подсистему 
ранга I , которая эквивалентна системе (4.1) и состоит из I уравнений. 
Несовместная система (4.1) ранга I содержит несовместную подсистему, 
состоящую из ^ -|-1 уравнений. 

• Плоскостью пространства К " называется множество решений на К " 
произвольной совместной системы уравнений вида (4.1) , ( / 1 , . . . € 
Ьп{Щ)). Если I — ранг этой системы, ^ ^ тг, то число п — 1 называется 
размерностью плоскости. Множество [7 С К " назовем Рмерным, если 
существует ^-мерная плоскость пространства Е " , содержащая I I , и не 
существует (< — 1)-мерной плоскости, содержащей V, в случае, когда 
I > 1. 
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Л е м м а 4.4. Конечное множество { 6 1 , . . . , 6 т } элементов простран
ства К " имеет размерность I тогда и только тогда, когда максимальное 
число линейно независимых элементов в множестве {61 - 62, • • • , 61 - 6ш} 
равно I . 

Л е м м а 4 .5 . Пусть множество { б ь . . • , 6п} элементов из К " является 
( п - 1)-меряым я две произвольные {п-1)-мерные плоскости пространства 
К " , каждая из которых содержит элементы 6 1 , . . . ,Ьп, задаются уравне
ниями а1Х1 - 1 - . . . + а „ х „ + а „ + 1 = О, С1Х1 + •. • + СпХп + с „ + 1 = 0. Тогда 
существует ре Я. такое, что ( а х , . . . ,ап+1) = р{с1,... , с „ + 1 ) . 

Л е м м а 4.6 [9, с. 92] . Если множество решений совместной систе
мы (4.2) ненулевого ранга ограничено, то ее ранг равен п. 

• Конечно-порожденным центроидом в пространстве Е " называется 
произвольное множество вида 

к̂ к 
^р^а^ р{ е К, р , ^ О, г = 1 , . . . , А;, ^ ^ Р , = 1 | , 
»=1 1=1 

где 0.1,... ,0.^ € К " и А: < ос. Говорят, что этот центроид порожден 
множеством элементов {а\,... , а^}, которые являются его образующими 
элементами. 

• Элемент а^, ^ Е { 1 , . . . ,к}, назовем вершиной рассматриваемого цен
троида, если центроид, порожденный множеством {а\,... ,ак}\{а^}, 
не содержит элемент а^. 

• Конечное множество У С Е " , совпадающее с множеством вершин по
рожденного им центроида, называется центроидально-независимым. 

Л е м м а 4.7 [9, с. 197]. Конечно-порожденный центроид II простран
ства К " имеет единственное центроидально независимое множество обра
зующих элементов. 

• Решение системы (4.2) ранга < > О называется узловым, если неравен
ства системы (4,2) , обращаемые этим решением в равенства, образуют 
систему ранга 

Л е м м а 4.8 [9, с. 194, 196]. Если множество II решений совместной 
системы (4.2) ограничено, то множество ее узловых решений конечно, 
центроидально-независимо и центроид, порожденный этим множеством, 
совпадает с I I . 

• Полупространством пространства Е " называется множество реше
ний произвольного неравенства вида / ( ж ) ^ О, где / — функция из 
Хп(]^)5 не являющаяся постоянной. Плоскость, определяемая уравне
нием / ( ж ) = О, называется граничной плоскостью этого полупростран
ства. 

Пусть V — конечно-порожденный тг-мерный центроид в Е " . 
• Крайней опорой центроида [/ называется произвольное содержащее II 

полупространство пространства Е " , граничная плоскость которого 
содержит не менее п вершин центроида I I . 
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Л е м м а 4 .9 [9, с, 197]. Конечно-порожденный п-мерный центроид II 
пространства К " совпадает с пересечением его крайних опор. 

Л е м м а 4 .10 [9, с. 124]. Пусть / е Ьп{Щ я неравенство /(х) ^ О явля
ется следствием совместной системы (4.2). Тогда существуют неотрица
тельные числа Р 1 , . . . ,Рк+1 € К такие, что / ( а ) = РгМа) -\- Рк+1 для 
любого о е К " . 

• Неравенство /]{х) ^ О, ; Е { 1 , . . . ,к}, из совместной системы (4.2) 
называется неустойчивым, если неравенство / Д х ) ^ О является след
ствием системы (4.2) , и устойчивым в противном случае. 

Л е м м а 4 . 1 1 . Если в системе (4.2) функция не является постоянной 
при любом ] 6 { 1 , •.. , то множество решений этой системы т-мерно 
тогда и только тогда, когда система (4,3) , отвечающая системе (4.2) , со
вместна. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть множество С/ решений системы (4.2) п-мерно. 
Убедимся, что для любого ^ 6 {1,... ,к} найдется элемент € II та
кой, что / Д о у ) > 0 . Действительно, пусть для некоторого ^ Е { 1 , . . . ,Аг} 
для любого Ь Е II выполняется равенство ^^^^Ь) — 0 . Тогда поскольку 
функция /у не является постоянной на К " , размерность множества 1] не 
превосходит числа п — 1, что противоречит предположению. Положим 
а = ( 1 / ^ ) Е | - = 1 а ^ Тогда ^ 

/ , ( а ) = ( 1 А ) ^ / Д а , ) ^ / , ( а , ) / А : > 0 
1 = 1 

для любого 2 Е { 1 , . . . , / : } . Следовательно, система (4.3) , отвечающая 
системе (4.2) , совместна. 

Известно (см. [9, с. 311]), что если система (4.2) совместна и для лю
бого 2 ^ { I : - - - функция не является постоянной, то множество 
решений этой системы п-мерно тогда и только тогда, когда в (4.2) нет не
устойчивых неравенств. Пусть система (4.3) , отвечающая системе (4.2), 
совместна. Тогда система (4.2) совместна и в ней нет неустойчивых нера
венств. Кроме того, по предположению функции /у , 1 ^ ^ ^ А: не являются 
постоянными. Поэтому множество решений системы (4.2) п-мерно. Лем
ма 4.11 доказана. 

• Система (4.2) называется устойчиво совместной, если совместна со
ответствующая ей система (4.3). 

• Совместная система неравенств называется несократимой, если при 
удалении из нее любого неравенства множество решений системы из
меняется. 

Л е м м а 4 .12 [9, с. 288]. Устойчиво совместная система (4.2) несо
кратима тогда и только тогда, когда несократима отвечающая ей систе
ма (4.3) . 

Лемма 4 .13 [9, с. 288]. Если система (4.3) совместна и несократи
ма, то для любого 2 Е {1,... ,к} система, полученная из (4.3) заменой 
неравенства / у ( х ) > О уравнением / Д х ) = О, совместна. 
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Л е м м а 4.14 [ 9 , с. 1 3 0 ] . Несовместная система ( 4 . 3 ) ранга I содержит 
несовместную подсистему ранга I , состоящую яз / + 1 неравенств. 

Л е м м а 4.15. Пусть Р — множество решений совместной системы 
( 4 . 1 ) ранга I . Тогда существует взаимно однозначное отображение р мно
жества Р на множество обладающее следующими свойствами: 
(а) для любой функции / € ^^п(Е) существует функция / * Е Хп_<(К) 

такая, что / ( а ) = /*{р{а)) для любого а Е Р\ 
{б) если а о , а 1 , . . . ,й)̂ . Е Р я Лх , . . . ,Л]^ — неотрицательные числа из К 

такяе, что Е^=1 -̂ 1 = 1? '^^ = 1!]^=1 ^»^» тогда и только тогда, 
когда р{ао) = Х]?=1 ><^р{а^); 

(в ) конечное множество {щ,... , а/.} С Р является т-мерным в К " тогда я 
только тогда, когда множество { / > ( « ! ) , . . . ур{о,).)} является т-мерным 
в К « - ^ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть г = п. В силу леммы 4 . 1 система ( 4 . 1 ) имеет 
единственное решение. Нетрудно заметить, что в этом случае утвержде
ние леммы выполняется. 

Пусть ^ < п. По лемме 4 . 1 существуют линейно независимые решения 
У1,... , Уп-г системы ( 4 . 4 ) , отвечающей системе ( 4 . 1 ) , а также решение уо 
системы ( 4 . 1 ) такое, что 

п-1 
Р = ^ос^у^-\-уо О ! , . . . , ап-< е ( 4 . 5 ) 

1 = 1 

Определим отображение р: Р Е " ~ ^ Из ( 4 . 5 ) следует, что если а Е Р, 
т о существует набор ( о ? ! , . . . , ап-г) Е К"~* такой, что а = ЕГ=1 ^гУ* + ^0-
Положим р(а) = ( « 1 , . . . ,ап-г). Из линейной независимости элементов 
У 1 , . . . ,Уп-г и равенства ( 4 . 5 ) следует, что р является взаимно однознач
ным отображением множества Р на пространство Пусть 

п 

»=1 
Рассмотрим функцию 

1=1 
Пусть 

п-1 
а = ^а^у^•^-уо, а ЕР. 

1 = 1 Тогда 

1=1 ^=1 

Значит, отображение р обладает свойством (а) . 
Пусть 

ао,а1,... ,а1: Е Р, «> = ^а!_,-,У^-Ь уо, О < ^ < А;, 

п—^ п—1 

1=1 
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И Л 1 , . . . , Л;̂ ; — неотрицательные числа из Е такие, что Е|=1 — 1 - Пусть 

р{ао) = Е?=1 ^^Р^^^)• Тогда ао = Е?=1 ^г^^^ _Если ао = Е?=1 '^^«Ь то 
из линейной независимости элементов У1,... ,Уп-г вытекает, что ао^ = 
^2^=1 1 < г < п - Поэтому р(ао) = Х)?=1 ^гР^о•^)^ Следовательно, 
отображение р обладает свойством ( б ) . 

Пусть « 1 , . . . ,ак — произвольные элементы из Р. Учитывая линей
ную независимость элементов у ь - . . ,Уп-г, нетрудно показать, что эле
менты а! — 0 2 , . . . , 01 — а;;, линейно независимы тогда и только тогда, 
когда линейно независимы элементы р{а1) - р{а2)г... - р{а.к). От
сюда и из леммы 4 . 4 следует, что отображение р обладает свойством (в ) . 
Лемма 4 . 1 5 доказана. 

Пусть II — конечно-порожденный центроид и V — множество его 
вершин. 

• Множество В С У^'^^ называем вершинным (^ 1)-покрытием мно
жества I I , если V обладает следующими свойствами: 

о если ( г ; 1 , . . . е В, то множество { ^ 1 , . . . имеет раз
мерность 

о для любого элемента а е II существует набор ( ^ 1 , . . . ,^^4.1) е В 
такой, что а содержится в центроиде, норожденном множеством 
элементов { г ; 1 , . . . , щ^х}. 

Л е м м а 4.16. Если при п ^ 1 множество решений системы ( 4 . 2 ) явля
ется п-мерным конечно-порожденным центроидом в пространстве Е " , го 
для него суш,ествует вершинное (п-\-1)-покрытие мощности не более к^~^. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Применим индукцию по параметру п. Нетрудно 
показать, что любой одномерный конечно-порожденный центроид в Е^ 
имеет ровно две вершины. Следовательно, при п = 1 утверждение леммы 
выполняется. 

Предположим, что п ^ 2 и для пространств размерности 1 , . . . , п — 1 
утверждение леммы справедливо. Покажем, что оно справедливо и для 
пространства размерности п. Пусть множество II решений системы ( 4 . 2 ) 
является п-мерным конечно-порожденным центроидом в Е " . Обозначим 
через V множество вершин центроида I I . Выберем некоторую несокра
тимую подсистему системы ( 4 . 2 ) , множество решений которой совпадает 
с I I . Не ограничивая общности, можно считать, что система ( 4 . 2 ) несо
кратима. Из совместности и несократимости системы ( 4 . 2 ) следует, что 
при любом I Е {1,... ,к} функция /^ не является постоянной на Е " . Возь
мем произвольное г 6 { 1 , • • • ,к}. Обозначим через Р, множество решений 
на Е " системы 

Шх) = 0 } . ( 4 . 6 ) 

Поскольку функция /1 не является постоянной на Е " , ранг системы ( 4 . 6 ) 
равен единице. Рассмотрим взаимно однозначное отображение р множе
ства Р^ на множество Е"~^, обладающее свойствами (а ) - ( в ) леммы 4 . 1 5 . 
Из свойства (а) отображения р следует, что при любом ^ € { 1 , • • • ,к} су
ществует функция е Х „ _ 1 ( Е ) такая, что /у (а ) = /^{р{а)) для любого 
а Е Р{. Обозначим через Г/, множество решений на Е " системы 

/ 1 ( х ) > 0 , . . . , Д _ 1 ( х ) ^ 0 , / , ( ж ) > 0 , 

- / т > 0 , Л - ы ( х ) ^ 0 , . . . , / ; к ( ^ ) ^ 0 . 
( 4 . 7 ) 
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Пусть ?7̂ * — множество решений на К" ^ системы 

/ * , 1 ( а ; ) ^ 0 , . . . , Я ( . г ) ^ 0 . • ^ 

Покажем, что множество ?7,* является {п — 1)-мерным конечно-порожден
ным центроидом в пространстве К"~^. 

Сначала убедимся, что размерность множества П* равна п - 1. По
скольку при любом 7 Е { 1 , . . . ,А;} функция не является постоянной 
на К " , учитывая п-мерность множества II и лемму 4.11, получаем, что 
система (4.3). соответствующая системе (4 2 ) , совместна на К" . Позто-
м>, учитывая несократимость сигт( мы (4.2) и лемму 4.12, заключаем, что 
система (4.3) несократима. В силу несократимости и С1.вмест?10сти систе
мы (4.3) , а также леммы 4.13 на К" совместна система 

/ 1 ( ж ) > 0 , . . . , Л _ И > - ) > 0 , /:(а^) = 0, 

Ш х ) > о , . . . , ш > о . ^ • ^ 

Из совмес-1нос'1'51 этой системы и выбора функций 1 ^ ? ^ к, следует, 
что па К''~^ совместна система 

Я ( . г ) > 0 , . . . , / ^ 1 ( . х ) > 0 , 

Л ^ 1 ( ж ) > о , . . . , Я ( Ю > о ^ • ' 

Значит, система (4.8) совместна. Обозначим через (4.8а) и (4.10а) систе
мы, полученные соответственно из систем (4.8) и (4.10) удалением не
равенств, в которых функции / * являются постоянными на К"~^. Из'со
вместности систем (4.8) и (4.10) следует, что множество решений системы 
(4.8а) совпадает с множеством решений системы (4.8). а множество реше
ний системы (4.10а) — с множеством решений системы (4.10). Поскольку 
система (4.10а) совместна, а функции, входящие в неравенства этой си
стемы, не являются постоянными на Е"~-*, из леммы 4-11 вытекает, что 
множество решений на К " системы (4.8а) является (п - 1) мерным. Сле
довательно, размерность множества 11^ равна п — 1. 

Теперь убедимся, что множество 11^ является конечно-порожденным 
центроидом. Сначала покажем, что множество является конечно-порож
денным центроидом. Ввиду совмес кости на Е " системы (4.9) множе
ство н е п у с о . Так как множество II является конечно порожденным 
центроидом, множество 01раниче!1о. ( система (4.7) < овместна и мно
жество ее решений ограничено, поэтому ввиду леммы 4.8 множество ?7, 
является конечно-порожденным центроидом. Обозначим через множе
ство вершин центроида и положим У* - {р{Ь) \ Е Уг}. 

Покажем, чго центроид, порожденный множеством У*, совпадает с 
множеством I I * . Ввиду выбора функций / * , 1 ^ ] < к, имеем вклю
чение У* С 11-^, используя которое, нетрудно показать, что центроид, 
порожденный множеством У*, целиком содержится в множестве I I * . По
кажем, что любой элемент а из II* содержится в эгом центроиде. Обо
значим через отображение, обратное к р. Ввиду выбора функции 

^ ^ I ^ к, элемент р~^{а) содержится в центроиде В силу свой
ства (б ) отображения р (см. лемму 4.15) элемент а содержится в центрои
де, порожденном множеством У*. Следовательно, Л* есть (п - 1)-мерный 
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множество конечно-порожденный центроид в пространстве Е"~^ и У-" 
его образующих элементов. 

По предложению индукции для центроида 1}^ существует вершинное 
п-покрытие мощности не более {к — Х)""-^. Обозначим его через В*. Пусть 

^^ = {{р~^{п),... , Р~^Ы)) I ( V I , . . . , г;„) 6 В*^}, 

Покажем, что множество Вх является вершинным п-покрытием центрои
да ?7̂ . По определению множество У^ центроидально-независимо. По свой
ству (б ) отображения р (см. лемму 4.15) множество У-^ центроидально-не
зависимо. Поэтому У* является центроидально-независимым множеством 
образующих центроида 11*. Ввиду леммы 4.7 У* является множеством 
всех вершин центроида I I * . В силу равенства У{ — {р~^(г)) | V 6 У*} и 
свойств ( б ) , (в ) (см. лемму 4.15) отображения р множество В{ является 
вершинным п-покрытием центроида 11{. Отметим, что 

А | ^ (^ - 1) п - 2 (4.11) 

где — мощность множества В{. 
Выберем некоторую вершину центроида I I . Допустим, что верши

на Ф не принадлежит плоскостям Р\,.,Рщ и принадлежит плоскостям 
Рт-\-\ • • • ч^к- Для каждого г 6 { т - Ы , . . . , А;} выберем вершину г;' центро
ида 1], не принадлежащую плоскости Р^. Существование такой вершины 
следует из п-мерности множества И. Обозначим 

т 
В = У { ( г ; ^ ^ 1 , . . . , г ; „ ) (г^ь . . . , г;„) 6 А } 

.=1 к 

г=т+1 
{ ( г ; ' , г ; 1 , . . . , г ; „ ) ( г ^ ь . . . , г ; „ ) € В^} 

Покажем, что множество В является вершинным (п -\- 1)-покрытием цен
троида 11. Пусть ( г ? 1 , . . . ,Ьп^1) — произвольный элемент множества В. 
Покажем, что множество { г ; 1 , . . . , ^„^.1} является п-мерным. Пусть 

(^2,... , г ; „ + 1 ) е В1, 

п 

1=1 

По определению множества В1 элементы г?2, •.. , ^ п - ц являются решения
ми уравнения /1{х) = 0. Следовательно, элементы г;2 — г ; з , . . . , г;2 - ^„4.1 
суть решения уравнения д1{х) = 0. Согласно определению В^ множе
ство {ь2,... ,Ьп+1} является (п — 1)-мерным. По лемме 4.4 элементы 
^2 — ^'35-•• 1^2 ~ линейно независимы. Предположим, что элемен
т ы - г?*̂ , ^2 — г ;з , . . . , г;2 - Уп+1 линейно зависимы. Тогда элемент г?2 -
(следовательно, и элемент —^2) является решением уравнения 91 (х ) = 0. 
Поэтому элемент г;*^-^2 +^2 = г;̂  — решение уравнения /1 (ж) = О, что не
возможно, так как по предположению элемент не содержится в плоско
сти Рт. Следовательно, элементы г;2 - г? ,̂ г?2 - г'з? • • • 1 ^2 — ̂ п-|-1 линейно не
зависимы. Таким образом, ввиду леммы 4.4 множество {ь^^щ,-.. ,^„4.1} 
п-мерно. 
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Покажем, что для любого элемента а Е V существует такой набор 
( « 1 , . . , , г^п+х) € В, для которого а содержится в центроиде, порожденном 
множеством { ^ 1 , . . . , Vп^^^]. Пусть а е II и а ^ Рт+1 и • • • У Тогда 
а ф д^. По лемме 4.4 множество {а,у^} одномерно. Поэтому существуют 
функции дг,... ,дп-1 е ^ п ( Е ) , для которых множество Р решений на К " 
системы {д1{х) = О , . . . ,дп-1{х) = 0} является одномерной плоскостью, 
содержащей элементы а и Нетрудно заметить, что множество реше
ний на К " системы 

^1(ж) ^ О, -5Г1(ж) ^ О , . . . ^ О, 

непусто и ограничено. Из леммы 4.8 следует, что множество решений 
на К " системы (4.12) является конечно-порожденным центроидом. Учиты
вая, ч т о \М содержится в одномерной плоскости Р и а,Ъ^Е УУ, получаем, 
ч т о Ж — одномерное множество. Используя лемму 4.4, нетрудно пока
зать, ч т о одномерный конечно-порожденный центроид имеет ровно две 
вершины. Учитывая совместность системы (4.2) , ограниченность мно
жества II и леммы 4.7, 4.8, получаем, что — узловое решение систе
мы (4.2) . Из ограниченности множества 7̂ и из леммы 4.6 следует, что 
ранг системы (4.2) равен тг. Следовательно, ранг системы (4.12) также 
равен п. Поэтому элемент является узловым решением системы (4.12). 
Используя леммы 4.7 и 4.8, получаем, что г;̂  — вершина центроида Ш. 
Пусть V — вершина центроида 1У, отличная от . Из ограниченности 1У 
и из лемм 4.7, 4.8 следует, что V — узловое решение системы (4.12). По
скольку ранг системы (4.12) равен гг, существует г'о е { 1 , . . . для 
которого Л о ( ^ ) = О- Нетрудно заметить, что г'о € { I , - - - -.гп]., так как в 
противном случае а Е Рш-М ^ • - -^ Рк, ^^о противоречит предположению. 
Поэтому существует г'о € { 1 , • • • , п г } такое, что V € 11{^. Из свойств мно
жества следует, что существует набор (С'х,... ,Уп) 6 такой, что 
элемент V содержится в центроиде, порожденном множеством { ^ 1 , . . . ,Ьп}. 
Поскольку элемент а содержится в центроиде, порожденном множеством 
{ь^,у}, получаем, что а содержится в центроиде, порожденном множе
ством {г?^,г)1, . . . , ! ? „ } . Остается отметить , что (1;^, . . . , % ) Е В ж> 
определению множества В. 

Случай а € Р{, г € { I , - - - , ^ } , рассматривается так же, как и преды
дущий, но вместо вершины г;^ нужно взять вершину г;'. Следовательно, 
множество В является вершинным {п + 1)-покрытием центроида I I . Из 
определения множества В и (4.11) следует, что мощность множества В 
не превосходит к^~^. Лемма 4.16 доказана. 

§ 5. Основные леммы 

Л е м м а 5.1. Если / х , . . . , Д € <5'п(Е) и ^ х , . . . ,6^ € Е^, то любая несо
вместная система уравнений вида 

Мх) = б1,...,/к{х) = Н (5.1) 

содержит несовместную подсистему, состоящую не более чем из п-|-1 урав-
нений. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть, для определенности, 

^1 = . . . = ,5^ = 1 , ^^„^.1 = . . . = 6т+р = О, = .. . = 6^ = 2. 

Предположим, что для любого з е {1,... ,к} верно равенство /^{x) = 
з{ду{х)), где 6 ^п{Щу и ранг системы 

д1{х) = 0,... ,дт{х) = 0 (5.2) 

равен ^. Предположим, что система (5.2) несовместна. Тогда по лемме 4.3 
она содержит несовместную подсистему, состоящую из ^ + 1 уравнений. 
Следовательно, система (5.1) также содержит несовместную подсистему, 
состоящую из < 4- 1 уравнений. Поскольку < ^ п, утверждение леммы в 
рассматриваемом случае выполняется. Предположим, что система (5.2) 
совместна. В этом случае по лемме 4.3 она содержит некоторую подсисте
му ранга < 

д^^{x) = 0,...,д^,{x) = 0, (5.3) 

состоящую из ^ уравнений и эквивалентную системе (5.2). Пусть Р обо
значает множество решений системы (5.3). Ввиду леммы 4.15 существует 
взаимно однозначное отображение р множества Р на множество К"~* и 
функции д^,... ,д1е ^ п - * ( К ) такие, что ду{а) = д^{р{а)) для любых о € Р 
и 7 € { 1 , . . . , А;}. Из несовместности системы (5.1) и из выбора функций д^, 

1 ^ У ^ 5̂ следует, что на К"~* несовместна система 

По лемме 4.14 эта система содержит несовместную подсистему, состоящую 
не более чем из п — ^ -Ь 1 неравенств. Пусть эта система имеет вид 

- 5 ? Д х ) > 0 , . . . , - 5 г ? Д ж ) > 0 , 

91^,{х)>0,...,д1{х)>0, 

где г ^ п — * 1. Тогда на К " несовместна система 

1п{^) = 1 , . . . ^^^{x) = 1, 
Л,(ж) = 0 , . . . , ^ ( х ) = 0, 
Л , + 1 ( ^ ) = 2 , . . . , / , - Д ж ) = 2, 

состоящая не более чем из те 4- 1 уравнений и являющаяся подсистемой 
системы (5.1) . Лемма 5.1 доказана. 

Л е м м а 5.2. Допустим, что / 1 , . . . , Д € 5„(К) . Тогда имеются не 
более 2А:" + 1 различных наборов { 6 1 , . . . ,6}.) Е Е^, для каждого из которых 
на К " совместна система уравнений /1{х) = 61,... , Д ( ж ) = 6^. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для произвольных 6 5п (К) обозначим 
через N{/1,... , /д.) число различных наборов {61,... ,6^) Е Е^ таких, что 
на К " совместна система уравнений /1 (ж) = ^ 1 , . . . , Д (ж) = 6^.. Пусть 

N(71, к) = шах{М(/1,... , Л ) I / ь . . . , Л е ^ „ ( К ) } . 
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Покажем, что для любых натуральных пик 

N{п,к)^2к'' + 1. (5.4) 

Сначала убедимся, что для любых натуральных пик 

N{п-\- 1,к-\-1)^ М{п-\-1,к) + 2М(п,к). (5.5) 

Согласно определению величины Я ( п -|- 1,Аг + 1) существуют функции 
/ ь - - - ,1к+1 € 5 „ + 1 ( К ) , для которых ^ V ( / 1 , . . . , Д + 1 ) = N{71+ 1,А;+ 1). 
Очевидно, что среди функций / ь . . . ,/к+1 имеется функция, не являю
щаяся постоянной на К"+^. Без ограничения общности таковой можно 
считать функцию Д -ь1-

Для любых 6 = ( ^ 1 , . . . ,6к) Е ж а Е введем обозначения 

ад = { / 1 ( ^ ) = < 5 1 , . . . , А ( x ) = ^^к}, 

ВМ = { /1 (ж) = <51, • • • , Мх) = Н./к+т = 

Пусть В е {В{6), В^{6)\6 е Е^, а е Е^}. ПОЛОЖИМ 

1̂  1, если система В совместна на К'*"*'̂ . 

Допустим, ЧТО 6 Е Е^. Покажем, что если С(Бо (^ ) ) + С{В2{6)) ^ 1, то 
С{В{6)) = 1, И если С{Во{6)) + С{В2{6)) = 2, то С{В1{6)) = 1. Пусть, 
например, С{Во{6)) = 1 и й — решение системы Во(6). Тогда а является 
решением системы В{ё) и, следовательно, С{В{6)) = 1. Допустим, что 
С{В(){6)) + С{В2{6)) = 2, ао — решение системы Во(6), 0,2 — решение 
системы ^ 2 ( ^ ) 5 1к-\-1{^) = ^{д{х))-> д Е Х„4-1(К). Тогда элемент 

-ао (5 ' (а2) / (5 ' ( «о ) - ^/(«2))) + «2 ( 1 + д{а2)/{д{ао) - д{а2))) 

является решением системы 61(6). Следовательно, (7(^1 (^)) = 1. 
Из полученных соотношений вытекает, что для любого I Е Е^ 

^2 С{В,{Ь)) < С{В{Ь)) -Ь 2С{В1{6)). 

Поэтому (^^Ез 

^ 5 ] С{В,{Ь))^ С{В{Ь))Л-2 ^ С{В,{Ь)). (5 .6 ) 

Ввиду выбора функций / 1 , . . . , 

^2 Е ^(^-(^')) = ^{п+1,к-^ 1). (5.7) 
6еЕ1 <^^Ез 

Нетрудно заметить, что '^^^^к С{В{6)) = N{/1,... Следовательно, 
3 

Е С^В{6))^N{п•\•1,к). (5.8) 
беЕ1 
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Покажем, что 

5^ аВгСб)) ^ М{п,к). (5.9) 
6€Е^ 

Допустим, ч т о для любого ^ 6 { 1 , . . • , выполняется равенство / ; ( х ) = 
5(^Дж)) , где д^ е 1/п4.1(К). Обозначим через Р множество решений си
стемы {дк+1{х) = 0 } . Поскольку функция не является постоянной 
на К""*"^, ранг этой системы равен единице. Рассмотрим отображение 
р: Р ^ К**, удовлетворяющее условиям леммы 44.15. Ввиду свойства (а) 
отображения р (см. лемму 4.15) для каждого з Е { 1 , . . . существует 
функция д^ € ^п^Щ такая, что ду{а) = д'^{р{а)) для любого а Е Р. Пусть 

/; = < 9 - ) , Тогда 

Поскольку 7 У ( / ^ , . . . , / ^ ) ^ N{71,к), неравенство (5.9) выполняется. Из 
(5 .6) - (5 .9) вытекает (5.5). 

Неравенство (5.4) докажем индукцией но величине п -\- к. Нетрудно 
проверить, что для любых натуральных пик 

N{1,к) = 2к-{•1, (5.10) 
N{п,1) = г. (5.11) 

Следовательно, неравенство (5.4) выполняется при п-1-А; < 3. Пусть < ̂  4. 
Предположим, что для любых натуральных пик таких, что п-\- к < ^, 
неравенство (5.4) верно. Пусть п*, к* — произвольные натуральные числа 
такие, что п* к* = I . Покажем, что для них неравенство (5.4) также 
выполняется. Из (5.10), (5.11) следует, что если п* = 1 или к* = 1, 
то неравенство (5.4) верно. Поэтому можно считать, что Для некоторых 
натуральных п, к имеют место равенства п* = п 1, к* = к -\- I . Из 
неравенства (5.5) и предположения индукции следует, что 

N{4 4- 1 , А; 4- 1) < 2А;"+^ 1-\-Ак"" -\-2 

^ 2(А;"+1 -Н (п + 1)А;" -|- 1) + 1 ^ 2(А: -Н 1)"+^ + 1. 

Тем самым неравенство (5.4) доказано. Лемма 5.2 доказана. 

Произвольной функции / 6 5 'п(К) сопоставим функцию / -^ 6 5 „ + 1 ( К ) 
такую, что если /{у) = б ( Е Г =1 ^^У^ + &п-Н1).''то / ^ ( х ) = 5 ( Е " ^ / 6,х,) . 

Обозначим через Сп множество решений на К" системы неравенств 

аг! + 2 > О, 2 - Ж1 > О , . . . , х „ 4- 2 > О, 2 - Жп > 0. 

Лемма 5.3. Пусть К — числовое кольцо с единицей, / ь . . . ,/к € 
5п(/4') и —>• N . Если дерево решений Г1 с проверками из 5 „ + 1 ( А ' ) яа 
множестве Сп+1 реализует функцию и{/^,.,/|^), то существует дерево 
решений Г с проверками из 8п{К), которое на множестве К " реализует 
функцию !/(/],... и имеет параметры 

Н{Т)^Н{Т1)-\-2п, г ( Г ) ^ г ( Г 1 ) - Ы . 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ф — = ^{}^,... , / ^ ) и де
рево решений Г1 с проверками из 8п+\{К) на множестве реализует 
функцию ф*'. Обозначим через Г^^^, 1 ^ та < п + 1, 6 € {—1,1} , дере
во решений, полученное из Гх следующей заменой функций, приписанных 
рг1бочим вершинам дерева решений Г: если некоторой вершине Гх припи
сана функция 5 ( Е Г = / ^»^« ^п+2)> то соответствующей вершине дерева 
решений Тт^в приписаны фуккция 5 (ЕГ= 1 ^1^»+^п-ц+Ьп-ь2) при тп — п-\-\ 
и функция 5 (ЕГ = 1 ^1^1 + ^К+2Хт + бп-ьО ПрИ ТП ф П - \ - \

Определим отображение д: К " N следующим образом. Допустим 
( а х , . - . ,ап) € К " , а„+х = 1 и т — минимальное число из множества 
{ 1 , . . . , п + 1} такое, что |аш| = тах{|а,| | 1 < г < п -Ь 1} . Тогда 
^г(а1 , . . . , а „ ) = 2'"3^(" '") . Нетрудно показать, что существует дерево ре
шений Го с проверками из 8п{К), реализующее на К " функцию д и такое, 
что к{То) = 2п и г (Го) = 0. 

Обозначим через Г дерево решений с проверками из 8п{К), построен
ное из деревьев решений Го и Г^^^ следующим образом. Корнем Г объ
являем корень Го- Каждую концевую вершину дерева решений Го заменя
ем корнем следующего дерева решений: если концевой вершине приписано 
число 2"* 3*̂ , т о заменяем ее корнем дерева решений Тт,а-\- Нетрудно 
заметить, что 

Л ( Г ) ^ А(Г1) + 2п, (5.12) 
г ( Г ) < г ( Г 1 ) + 1 . (5.13) 

Покажем, что дерево решений Г на множестве К " реализует функцию ф. 
Определим отображение х : К " —> Сп-\-1 такое, что если а = ( а х , . . . , а „ ) € 
К " , а„4х = 1 , V = тах{|а,| | 1 ^ г ^ ^ + 1 } , то х ( а ) = {ах/у,... ,ап/у, 
Нетрудно показать, что для любого а 6 К" 

ф{а) = ^ " ( х ( а ) ) . (5.14) 

Обозначим через Ф (соответственно через Фх) функцию, которую реали
зует дерево решений Г (соответственно Гх) на множестве К " (соответ
ственно Сп+х) . Нетрудно показать, что для любого а е К " 

Ф(а) = Ф1(лг(а)). (5.15) 

По предположению Ф1(6) = ф''{Ь) для любого Ь Е Сп+1- Поэтому вви
ду условия х(а) е для любого а 6 К" , получаем, что равенство 
Фх (х ( о ) ) = ф'*(х{а)) справедливо для любого а € К" . . Отсюда и из (5.14), 
(5.15) следует, что Ф(а) = ф{а) для любого а Е К" . Поэтому, учитывая 
(5.12) , (5.13) , получаем утверждение леммы. Лемма 5.3 доказана. 

Пусть К — числовое кольцо с единицей и II С К" . 
• Конечное множество функций Т С 8п{К) называем функциональным 

{т. К)-покрытием множества I I , если для любого а Е II существу
ю т функции / 1 , • • • > / т е / " и числа (т\,... ,ат Е такие, что а 
является решением системы уравнений /1(ж) = <тх,... ,/гп{х) = <Тт и 
множество решений этой системы на К " содержится в V. 

Л е м м а 5.4. Пусть К — числовое кольцо с единицей, / х , . . . , А Е 
8п{К), 61,... ,6}. Е и \У — непустое множество решений на Сп си
стемы уравнений /х(ж) = ^ х » - - - > Л ( ^ ) = ^к- Тогда для \У существует 
функциональное {п + 1,К)-покрытие Т такое, что 
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\Т\ (п + 1)(А; + 27г)"-1, 

т а х { г ( / ) I / € ^ 2п^{1о^2 п + 1 + т а х { г ( / ^ ) | ^ = 1,... , А ; } ) = 1. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть / у = ^{д^), где 1 ^ ^ ^ А;, е и 

ёх = . . . = 6т = I , 6т+1 = . . . = 6р = 2, 6р^1 = . . . - 6^ = 0. 

Пусть 

9з = 
,0 

при^" = 1 , . . . ,р, 

-д] при ^ = р + 1 , . . . ,А:, 

Ху_к + 2 при '̂ = А: + 1 , , . . , А: + тг, 

2 — х^^к-п при ^ = А; + п + 1 , . . . , А : - | - 2тг. 

Тогда множество решений системы 

д1{х) = 0 , . . . ,дт{х) = О, 
й'тп-мС^) > О , . . . ,5Г)Ы-2п(*) > О 

(5.16) 

на совпадает с множеством И^. Пусть II — множество решений систе
мы 

91{х) ^ О, -д1{х) ^ О , . . . ,дт{х) ^ О, -дт{х) ^ О, 
дт+1(х) > о, 5Гт-Н2(^) ^ О , . . . , дк+2п{^) > О (5-17) 

на К" . Обозначим через Р множество решений на К " системы 

д1{х) = 0,... ,дт(х) = 0. (5.18) 

Поскольку ]У ф 0, имеем Р ф 0. Пусть ранг системы (5.18) равен .̂ 
При < = тг из совместности системы (5.18) и леммы 4.1 следует, что 

множество Р одноэлементно. Поскольку IV ф 0 к Ш С Р, имеем IV = Р. 
Ввиду совместности системы (5.18) и леммы 4.3 существует подсистема 
системы (5.18) ранга п, эквивалентная системе (5.18) и состоящая из тг 
уравнений. Пусть эта система имеет вид д1{х) = О , . . . ,дп{х) = 0 } . То 
гда множество решений системы /1 (ж) = 1 , . . . , / п ( ж ) = 1 на К " совпа
дает с IV. Пользуясь этим фактом, нетрудно показать, что множество 
^ = { / 1 5 • • • ,/п} является функциональным (тг + 1, /1 ' )-покрытием множе
ства IV, удовлетворяющим условиям леммы. Таким образом, при * = тг 
утверждение леммы справедливо. 

При ^ < п рассмотрим отображение р: Р ^ К " ~ ^ обладающее свой
ствами, перечисленными в лемме 4.15. В силу свойства (а) отображения р 
(см. лемму 4.15) при каждом ^ е {ттг + 1 , . . . , А: -|- 2тг} существует функция 
д^ е Ьп-г{К) такая, что д^{а) = д^{р(а)) для любого элемента а Е Р-

Обозначим через II* множество решений на К"~* системы 

^ т - Н 1 ( * ) ^ 0 . - - - 4 - Н 2 « ( ^ ) ^ 0 - (5.19) 

Нетрудно заметить, что II является ограниченным непустым множеством. 
По лемме 4.8 II является конечно-порожденным центроидом. Обозначим 
через V множество вершин центроида I I , и пусть V* = {р{у) \ Е V } . 
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Аналогично доказательству леммы 4.16 нетрудно показать, что II* — 
конечно-порожденный центроид, а К* — множество вершин центроида I I * . 

Из совместности на системы (5.16) и из выбора функций д^, т-\-1 ^ 

7 < А; + 2п, следует, что на Е"~^ совместна система 

Л + 1 ( ^ ) > 0 , - - - , Й + 2 п ( ^ ) > 0 - (5.20) 

Обозначим через (5.19а) и (5.20а) системы, полученные соответственно 
из систем (5.19) и (5.20) удалением неравенств, в которых функции д^ 

являются постоянными на Е"~*. Так как системы (5.19) и (5.20) совмест
ны, множество решений системы (5.19а) совпадает с множеством решений 
системы (5.19), а множество решений системы (5.20а) — с множеством 
решений системы (5.20). Поскольку функции, входящие в неравенства 
системы (5.20а), не являются постоянными на Е**"*, в силу совместно
сти (5.20а) и леммы 4.11 множество решений на Е"~* системы (5.19а) 
(тг — ̂ )-мерно. Поэтому II* есть (тг —/)-мерный конечно-порожденный цен
троид в пространстве Е " ~ ^ По лемме 4.16 для П* существует вершинное 
(тг - ^ -|- 1)-покрытие Ю* мощности не более {к + 2п- тгг)"~^~^. Поскольку 
ранг системы (5.18) равен I , имеем тп ^ .̂ Поэтому мощность множе
ства V* можно оценить сверху величиной {к -\- 2п — 

Пусть — отображение, обратное к 

В = {{р-\щ),... ,р-^(уп-г+1)) I {щ,... ,%_<+!) € В*}. 

Аналогично доказательству леммы 4.16 нетрудно показать, что множе
ство В является вершинным (п-<-)-1)-покрытием центроида I I . Отметим, 
что 

\В\ (А; + 2п - 0 " " * " ^ (5.21) 

Пусть а = 2 " ^ ^ ^ { 1 ' ' ^ * ^ { ' ' ( Л ) 1 - ? = 1 ' к V — произвольная вершина цен
троида I I . Покажем, что т; = (б?1/с?о,-- - ,с?п/'^о), где (1^ е К, ^ а"п! 
при любом 2 е { О , . . . , п } и с?о Ф 0. Из ограниченности множества V 
и из лемм 4.7, 4.8 получаем, что V является узловым решением систе
мы (5.17). Так как множество II ограничено, из леммы 4.6 следует, что 
ранг системы (5.17) равен п. Поэтому существуют числа г ' ! , . . . , г „ Е 
{ 1 , . . . , А; 4- 2п} такие, что элемент V является решением системы д^^{x) = 
О, • • • ,д{п = О, и ранг этой системы равен п. Из леммы 4.2 вытекает, что 
V = {с?1/б?о,. •. , с?п/с^о); где (1^ — определитель п-го порядка, составленный 
из коэффициентов функций д{^,...д^^, О ̂  ^ ^ п, ж ф 0. Коэффициенты 
функций д{^,... , я в л я ю т с я числами из кольца А', по абсолютной вели
чине не превосходящими числа а. Поэтому б?̂  е К и ^ а"п! при любом 
3 6 { О , . . . , п } . Рассмотрим произвольный набор (^ь . . . , Уп-1-{.1) 6 В. По
скольку множество В является вершинным (п —^-|-1)-покрытием центрои
да I I , размеррюсть множества {щ,... ,Уп-г+г} равна п-^. Пусть А С Ж'̂  
и Д = { ( О , . . . , 0 ) , ( 1 , 0 , . . . , 0 ) , . . . , ( О , . . . , 0 , 1 ) ] . По лемме 4.4 размерность 
множества Д равна та. При ^ > О множество {щ,... ,т)„_<4.1) допол
ним элементами щ,... ,щ Е Д до множества . . . , т)„_^4.1, щ,... , щ] 
размерности п. Покажем, что элементы щ,... Е Д , обладающие 
этим свойством, существуют. Сначала убедимся, что имеется элемент 
Й1 Е Д такой, что множество { ^ 1 , . . . , 1 ; „ _ < + 1 , й 1 } имеет размерность п -
< 4- 1. Действительно, по лемме 4.4 для любого й Е Д размерность мно
жества { г ; ! , . . . ,Ьп-1^\уй} равна п — ^ либо п — ^ -|- 1. Предположим, 
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ЧТО ДЛЯ любого й 6 А размерность множества { ^ 1 , . . . ,Ьп-г-\.1,й} равна 
п — 1. Используя лемму 4.4, нетрудно показать, что в этом случае множе
ство А содержится в той же (тг — <)-мерной плоскости, что и множество 
{ г ? ! , . . . , г ; „ _ е + 1 } . Тогда размерность множества А меньше п, что невоз
можно. Следовательно, имеется элемент щ Е А такой, что размерность 
множества {щ,... , г ;„_<4.1, щ} равна п — ^-{•1. Аналогично доказывается 
существование элементов Й 2 , . . . ,Щ Е А , для которых размерность мно
жества , г „ _ < + 1 , г 2 1 , . . . ,щ} равна тг. 

Введем обозначение 

( ^ Ь ^ 2 , . . . , г ; „ _ ^ , й 1 , . . . ,щ)}. 

Каждому набору из этого множества сопоставим функцию из 8п{К), рав
ную единице на всех элементах, входящих в набор, и не являющуюся по
стоянной на Р. Рассмотрим, например, набор {Щ,У2, . . - , « п - ь Щ , . . . , щ ) . 
Как уже было показано, при ^ = I , . . . ,п — I выполняется равенство »у = 
{(1^1/(1^0,. •. ,Л]п1^з{)), где е А', 

\<̂ ^̂  ^ а"тг!, (5.22) 
О ^ г ^ тг, <]?уо Ф О- Ясно, что элемент и^, 1 ^ ; ^ <, можно представить в 

виде = (<г„_^^.^1/<^„_^+^о, • • • 5<^п-л->п/<^п-<-ь>о)? где « г „ _ < + ^ , 6 А', 

\Лп-г+зг\ а"тг! (5.23) 

при любом г € {о , . . . , тг} и йп-г^^^ Ф 0. Рассмотрим системы уравнений 

( с ^ п М о ) ^ ^ ! + . . . + ( ^ 1 « М о ) х „ + Х „ + 1 = О, 
(5.24) 

{Ап\1Ап{^)х\ . . . + {Лпп1Лпй)Хп + = 0; 

( « ' п М о - <^21/<^2о)а;1 + . . . + {([гп/Ню - (12п/(^2й)хп = о, 
(5.25) 

(Йц/^^Ю - <^п1/(^пО)x1 + . . . + («?1п/^10 " <^пп/^пО)а^п = 0; 

(^11^20 - «?21с'10)а;1 + . • • + (с^1п<^20 " <̂ 2п<̂ 1о)а̂ т1 = О, (5.26) 

(<^11^пО - (^П1(^10)Х1 + • • . + (с?1п«?пО - (^пп(^1о)Хп = 0. 

Так как множество {ух,... ,Уп-1+1, Щ,... ,щ} является тг-мерным, со
гласно лемме 4.4множество {щ,... , Й ! , . . . ,щ} является (тг - 1 ) - м е р 
ным. В силу леммы 4.4 ранг системы (5.25) равен тг - 1. Ясно, что систе
ма (5.26) эквивалентна системе (5.25) и ранг системы (5.26) также равен 
гг — 1. Следовательно, по лемме 4.2 существуют определители Л / ] , . . . , М„ 
порядка тг - 1 , составленные из коэффициентов уравнений системы (5.26) и 
такие, что элемент ( М 1 , —М2, М з , - М 4 , . . . , (—1) "~^М„ ) является реше
нием системы (5.26) и ^ " = 1 |М,| > 0. Из (5.22) и (5.23) получаем, что при 
любом ] Е { 1 , . . . , тг} 

\Му\ 2 " -1а2»(" -1 ) (тг ! )2(»-1 ) (тг - 1)!. (5.27) 
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Нетрудно заметить, что элемент 

п 

-М2С110,.. • , ( - 1 ) " - 1 М „ ^ 1 о , - ^2(-'^У~'^^^^^) (5-28) 
1 = 1 

является решением системы (5.24). Обозначим через д функцию из Ьп{К) 
такую, что 

п п 

1=1 1=1 

Так как элемент из (5.28) является решением системы (5.24), имеем 

д{щ) = ... = д{Ъп-1) = д{й1) = ... = д{щ) = 0. 

Поскольку Х]Г=11-^11 > о и с̂ ю ф о, функция д не является постоянной 
на К" . Покажем, что д(Уп-г+1) Ф 0. Пусть д{уп-1-\.\) — 0. Тогда гг-мерное 
множество {у\,... , Х1п-1-\-\-, « 1 , . . . , й^} содержится в множестве решений 
уравнения д{х) — О, которое является (гг — 1)-мерной плоскостью, что не
возможно. Набору ( ^ 1 , . . . , Уп-и ^1? • •. >^<) 6 В{у\1... , Х1п-1->^\) сопоста
вим функцию д = &{д). Она не является постоянной на множестве Р , так 
как д{щ) = ... = д{ьп-1) = 1 и д{Уп-1+1) ф 1- Из (5.22), (5.23), (5.27) и 
определения величины а следует, что 

г(д) ^ 27г2(1оё2 тг - Ы + т а х { г ( / ^ ) | ; - 1 , . . . , А:}) - 1. (5.29) 

Каждому из остальных наборов множества . . . ,г)„_<-|-1) функция из 
8п{К), равная единице на всех элементах, входящих в набор, и не явля
ющаяся постоянной на Р , сопоставляется аналогично. Обозначим через 

. . . , ^ „ _ ^ + 1 ) множество функций из 8п{К), сопоставленных наборам 
из множества / 5 ( ^ 1 , . . . , Уп-г+х)- По лемме 4.3 существует подсистема си
стемы (5.18), эквивалентная системе (5.18) и состоящая из ^ уравнений. 
Пусть она имеет вид д1{х) = О , . . . ,д1{х) = 0. Введем обозначение 

. ^ = { / ь . . . , Л } и [ и - ^ ( ^ ь - - - , % - « + 1 ) ] , 

где второе объединение берется по всем (г^1,. . . , § „ _ / 4 . 1 ) Е В. В силу 
неравенства (5.21) 

! Я ^ ( ^ + 1)(^ + 2 г г ) " - \) 
а в силу (5.29) 

т а х { г ( д ) 1 ^ 6 : ' ^ } ^ 2гг2(1оё2 п + 1 -|- т а х { г ( / ^ ) | ; = 1 , . . . , А;}) - 1. (5.31) 

Покажем, что множество является функциональным (п — 1,/Г)-покры-
тием множества И^. Пусть ао Е \У. Так как множество I ) есть вершинное 
{п — 1 + 1)-покрытие множества I I , существует набор {щ,... , 6 V 
такой, что элемент ао содержится в центроиде, порожденном множеством 
{ V I , . . . ,Уп-1+1}. Пусть 

^^{щ,... ,Уп-г+1) = {дг,... ,дп-1+1], = з{Ну), 1 ^ ^ ^ п - *-Ь 1, 

где /г^ 6 Ьп{К). Пусть, для определенности, при любых ^ 6 { 1 , . . . ,гг -
< -К 1} и г Е { 1 , . . . , гг - < + 1} справедливо неравенство ^ 0. Ввиду 
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свойства (а) отображения р (см. лемму 4.15) существует функция € 
Х „ _ < ( К ) , 1 < 7 < п - < + 1, такая, что ДДа) = Н*^{р{а)) для любого а е Р. 

Рассмотрим центроид 11^, порожденный множеством {р{щ),..., 
р{Уп-1^1)}. В силу свойства (б) отображения р (см. лемму 4.15) и опре
деления множества В элементы р{щ),... ,р(г ;„_^+1) центроидально-неза
висимы. По лемме 4.7 получаем, что {р{щ%... , р ( « „ _ < + 1 ) } есть множе
ство вершин центроида 1/^. Так как множество { ^ 1 , . . . ^щ-г+х} является 
(п - ;^)-мерным, ввиду свойства (в) отображения р (см. лемму 4.15) раз
мерность множества {р{у1),... ,р{Уп-г+1)} равна п - I . Поэтому размер
ность центроида II* также равна п-^. Так как функции 9 1 , . . . , дп-г+1 не 
постоянны на Р, функции ,Н^_^_^_^ не постоянны на Поль
зуясь свойствами функций д^, 1 ^ ^ ^ п - < -Н 1, и тем фактом, что 
размерность 11^ равна п - получаем, что полупространство, опреде
ляемое неравенством Ъ,^{х) ^ О, 1 ^ ^ ^ п — ^ + 1, является крайней 
опорой центроида ^^. Покажем, что других крайних опор у этого цен
троида нет. Рассмотрим произвольную крайнюю опору центроида ^^. 
Пусть она задается неравенством Ь,{х) ^ О, где Н 6 1п-1{Щ и функция к 
не является постоянной на Тогда существуют п — ^ вершин цен
троида 11^, содержащихся в (п — ^ + 1)-мерной плоскости, определяемой 
уравнением Н{х) = 0. Пусть, для определенности, в этой плоскости со
держатся вершины р ( ^ 1 ) , . . . ,р{Уп-г)' Кроме того, из выбора функций д^, 
1 ^ ^ ^ ^ - ^ 4 - 1 , следует, что для некоторого ] 6 { 1 , . . . , п - < -̂ - 1} 
вершины р{щ),... ,р{Уп-1) содержатся в плоскости, определяемой урав
нением Щ{х) = 0. Так как множество { ^ ( ^ 1 ) , . . . , /)(г}„_<41)} является 
(п - <)-мерным, из леммы 4.4 следует, что множество {р{у1),... ,р{уп-1)} 
является (тг-^—1)-мерным. Используя лемму 4.5, получаем, что существу
ет с Е К такое, что Ь,*{а) = сН{а) для любого а 6 К " ~ ' . Следовательно, 
крайняя опора, определяемая неравенством к{х) ^ О, совпадает с крайней 
опорой, определяемой неравенством к*-{х) ^ 0. Поэтому множество полу
пространств, определяемых неравенствами к\{х) ^ О , . . . ,к*^^_^^^^{x) ^ О, 
совпадает с множеством крайних опор центроида I I ^ . Пользуясь этим фак
том, леммой 4.9 и тем, что размерность центроида 11^ равна п - убежда
емся, что множество решений на К"~* системы к\{х) ^ О , . . . , к*^^_^_^•^{x) ^ 
О совпадает с 11 ̂ . Отсюда, из выбора функций к*-, 1 ^ ^ ^ /г — / -(- 1, и 
свойств отображения р следует, что множество решений на Р системы 
{к1{х) ^ О , . . . ,кп-1-\-\{х) ^ 0} совпадает с центроидом порожденным 
множеством {щ,... ,Уп^^.^\}. Следовательно, множество решений на Е " 
системы 

5'1(ж) = О , . . . ,̂ ^Да;') = О, 
Я 1 ( х ) ^ 0 , . . . , Д „ _ < + 1 ( х ) ^ 0 ^ • ^ 

совпадает с 11^ и является подмножеством множества I I . 
Пусть г)^ - ду при ] = 1,... ,1 к = к^ при > = 1 , . . . , п - < - ( - 1 . 

Пусть , для определенности, щ^1{ао) = ... = щ^р{ао) = О и щ^р^х^а^) > 
О , . . . ,т/тг+1(ао) > о, и пусть И̂ о обозначает множество решений на К " 
системы 771(х) = 0 , . . . ,т-\-р{х) = О, щ+р+1{х) > О , . . . ,??„+1(х) > 0. Оче
видно, ао € И^о- Покажем, что 

^^0 С 1У. Для этого достаточно показать, 
что для любого 0,1 € \Уо и любого 2 € {т -\- 1 , . . . ,к -\- '2п} справедливо 
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неравенство ду{а1) > 0. Очевидно, множество решений системы 

является подмножеством множества решений системы (5.32). Следова
тельно, множество решений системы (5.33) является подмножеством мно
жества V. Отсюда для любого ^ € { т + 1 , . . . , к+2п} неравенство 5'^(ж) ^ О 
является следствием системы (5.33). Пусть ^ е {т-^-!,... , к-\-2п}. Из лем
мы 4.10 следует, что суш;ествуют числа , А^+р Е К и неотрицатель
ные числа Л<+р+1, . . . , Л„+1, До Е К такие, что ду(х) = ^^^1 ^^{х) + Ао-

Пусть «1 Е И^о- Тогда Х^^Й'^»^|(^1) = О, и если А,- > О хотя бы для 
одного г Е {0 ,< -Ь р - I - 1 , * -Ь р + 2 , . . . , тг + 1 } , то у Д а 1 ) > 0. Предполо
жим, что А,- = О для любого г Е {О, / -Ь р + 1 , * + р + 2 , . . . , тг -Ь 1 } . Тогда 
^гДй!) = О для любого 01 Е И^о- Это противоречит тому, что ^гДйо) > О 
и ао Е И^о- Поэтому И о̂ ^ Следовательно, в множестве решений 
на К " системы /1(х) = 1 , . . . , Л ( ж ) = 1, д1{х) = 1 , . . . ,др{х) = 1 , др+1{х) = 
1 , . . . ,дп-1-\-1{х) = 2 содержится элемент ао, и множество решений явля
ется подмножеством множества ТУ. Тем самым доказано, что Т является 
функциональным (тг + 1,/1 ' )-покрытием множества ТУ. Поэтому в силу 
(5.30) и (5.31) получаем утверждение леммы. Лемма 5.4 доказана. 

§ 6 . Доказательство теоремы 1.1 

Докажем сначала частный случай теоремы. 

Предложение 6 . 1 . Если К — числовое кольцо с единицей, п,к ЕN 
и ^ Е К + , то для любой (тг, к, ̂ )-зада.чи с проверками из Зп{К) существует 
решающее ее дерево решений Г с проверками из 8п{К) такое, что 

Н{Т) ^ (2(тг 2)31о^2(к + 2тг -Ь 2)) /(1о§2(п -Ь 2 ) ) , 

г (Г ) ^ 2(тг -Ь 1 )2 (1 Н- г + 1оё2(^ + ! ) ) • 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть п,к Е N и ^ Е К + . Рассмотрим произволь
ную (тг. А:, <)-задачу с проверками из 8п{К). Очевидно, для нее суще
ствует представление (К",1/,/1, . . . ,/<^) с проверками из 8п{К)) такое, 
ч т о с? < А;, Е 8п{К) и г ( / у ) ^ ^ для любого ^ Е { 1 , . . . Поло
жим Ф = ^{/х,... ,/^) и = и{/^,.1. ,/^) (опрецеление функции 
см. перед леммой 5.3). Обозначим через Я ( / ^ ' , . . . , / ^ ) множество все
возможных наборов ( ^ 1 , . . . ,6(1) Е Е^, для каждого из которых совмест
на система уравнений / { ' ( ж ) = ^ 1 , . . . ,/^{х) = 6^ на Сп+1 (определение 
этого множества см. перед леммой 5.3). Допустим, что Н{/^,... ,/^) = 
{ ( ^ 1 1 , . . . , 61^1),... , {6т1,'.. , бтн)}' Обозначим через ТУу, 1 ^ ^ ^ тп, мно
жество решений на С „ + 1 системы уравнений /1*(х) = ^ ^ 1 , . . . , /^(х) = 6^^. 
Нетрудно заметить, что г{}^) = г{/з) при любом ^ Е { 1 , •.. Поэтому 
т а х { г ( / у * ) \ = 1 , . . . ^ <. Отсюда и из леммы 5.4 следует, что суще
ствует функциональное (п-^-2,/( ')-покрытие / у множества 1Уу, 1 ^ ^ ^ т , 
такое, что 
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\Тз\ (п + 2)(</+2гг + 2 ) " , (6.1) 

тгх{г{/) I / 6 Т^} ^ 2{п + 1)'^{\о^2{п 1) + 1 + _ 1. (6.2) 

Положим Т = {/1,... , и [ и ^ 1 . ^ ; ] , И пусть р = Поскольку ш ^ 
2с?"+^ -Ь 1 согласно лемме 5.2, пользуясь (6.1) , получаем 

р^(1-\- (2с/"+1 + 1)(п + 2){(1 + 2п + 2 ) " ^ (с/ + 2п + 2)2("+1) - 1. (6.3) 

Пусть :Г = {й'ь • • • ,5-^}, 5; = / у ' , 1 ^ 7 < с̂ , и отображение г^!: Е | ^ N 
таково, что г /1(^1 , . . . , ̂ р) = 1 / (^1 , . . . , ^^ ) при любом ( ^ 1 , . . . , 6 р ) 6 
Положим Ф1 = /^1(51 , . . . ,5'р)- Ясно, что для любого а Е Сп+1 

Ф^(а) = ф1 (а) . (6.4) 

Обозначим Г = Т{Сп+1,'^1,91,- • • ,5'р)- Из (6.3) и леммы 5.2 следует, что 

7У(Г) ^ 2{ё + 2п + 2 )2 ( "+1)\) 

Докажем, что 
М{Т)^п-\-2. (6.6) 

Достаточно показать, что для любого набора ( ^ 1 , . . . ,6р) Е существу
ю т числа п , . . . ,гд е { 1 , . . . , р } такие, что ^ ^ п-Ь2 и Г(г1,^^^) ...{г^,6^д) е 
НС. Убедимся в справедливости последнего утверждения. Допустим, что 
( ^ 1 , . . . , 6р) Е ^ 3 и система 

{д1{х) = б1,...,др{х) = 6р} (6.7) 

несовместна на Сп-\-1- Тогда на несовместна система 

д1(х) = 61,... ,др{х) = 6р, з{х1 -\-2)^2, 

з{2-Х1) = 2,... ,в{хп+1 + 2) = 2, 5(2 - Хп+1) = 2. (6.8) 

Используя лемму 5 .1 , получаем, что на Е""^^ несовместна некоторая под
система системы (6.8) , состоящая из п -Ь 2 уравнений. Отбрасывая из 
этой системы уравнения, относящиеся к последним 2п-\-2 уравнениям си
стемы (6.8) , получаем несовместную на Сп^^\у системы (6.7) , 
содержащую не более п -(- 2 уравнений. Пусть эта подсистема имеет вид 
{9п{х) = <!>,1,. . . , ^ 1 , ( ^ ) = <!'»•,}, где д < п -Ь 2 и г ' ь . . . , г , € { 1 , . . . , р } . То 
гда имеем Т{г\,Ь1^).. •{г^,6^^) = Л Е НС. Пусть система (6.7) совместна 
на и «о ~ некоторое решение этой системы, принадлежащее множе
ству Сп+1- Тогда для некоторого ^ Е { 1 , . . . , т } имеем ао Е 1Уу. Пусть, 
для определенности, ао Е ^V^. Тогда по определению множества Т1 суще
с т в у ю т функции д{^,... , 5г̂ ^^2 е Тхж числа о " ! , . . . , С ^ 3 такие, что 
элемент ао является решением системы уравнений 

9х1{х) = ^ 1 , . . . , ^ , „ ^ 2 ( ^ ) = ^"+2 

и множество Ш решений этой системы на Е""^^ является подмножеством 
множества 1^1. Поскольку д^^,... ,у , „^2 ^ ^ , ^ \, • • • ,^п-|-2 = ^ „ + 2 -



140 М. Ю. Мошков 

Нетрудно заметить, что на множестве И̂ х функция постоянна. От
сюда и из (6.4) следует, что на множестве И̂ х функция Фх также посто
янна. Поэтому функция Фх постоянна на множестве Ж . Следовательно, 
Т{^^,6^^^).. .(^п+г^^г^+г) ^ ^^•> ^- выполняется неравенство (6.6) . 

Пусть Т* е Нз,''м{Т*) ^ а, N{Т*) < 26, а ^ 4 и 6 ^ 1. Тогда, исполь
зуя предложение 2 . 1 , нетрудно показать, что 1г(Т*) ^ а + (а1о§2 6)/1о§2 ^̂  
Отсюда , из неравенства с? ̂  /г и (6.5) , (6.6) следует, что 

к{Т) ^ п 4- 3 - I - 2(п + 3)(п -Ь 1)2 \о^2{^ + 2/1 -}- 2 ) / 1о§2(гг + 3) 

^ 2(п + 2)31о§2(А; + 2п + 2 ) /1ое2 ( « + 2) - 2гг. (6.9) 

С помощью предложения 3.2 убеждаемся в существовании дерева ре
шений Г, реализующего на множестве Сп+1 функцию Фх, такого, что 
Р ( Г х ) С {дг,... ,др} и 

/г(Гх) = ЦТ). (6.10) 
Используя неравенство (6.2) , получаем 

г(Гх) < 2(п 4- 1)2(1 -Ь ̂  + 1о§2(п + 1)) - 1. (6.11) 

Из (6.4) следует, что дерево решений Гх реализует на множестве С^+х 
функцию Ф^. Отсюда и из леммы 5.3 вытекает существование дерева 
решений Г с проверками из 8п{К), реализующего на множестве К " функ
цию Ф такого, что /г(Г) ^ ЦТх) -|- 2гг и г(Г) ̂  ' '(Гх) + 1- Пользуясь этим 
фактом и (6 .9) - (6 .11) , имеем 

/г(Г) < (2(7г - I - 2)3 \о^,2{к -\-2п + 2))/(1оё2(п + 2 ) ) , 

г(Г) ^ 2(гг -Ь 1)2(1 + г -Ь 1оё2(« + 1)) . 

Предложение 6.1 доказано. 
Пусть 5 = 8{А,К,(р1,... ,(^п) — система квазилинейных проверок. 

Определим взаимно однозначное отображение 'д: 8 8п{К)- Допустим, 
ч т о Д х ) = з{Т,^=^а^(р^{x)-{-ап+^) е 8. Тогда??/(х) = 5 ( Е " = х ««•2 ; ,+а„+х). 
Отображение, обратное к 'д, обозначим через 'в~^. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1.1. Пусть /г Е N , < е К+ и {В,'ф) являет
ся (гг, А;, <)-задачей с проверками из 5. Далее, пусть {В,1/, /1,... ,/тп) — 
представление этой задачи с проверками из 5 такое, что т < /г и ^{^^) ̂  ^ 
при г = 1 , . . . , т . 

Обозначим через {Ш.^,ф*) задачу с проверками из 8п{К)-, представле
нием которой с проверками из 8п{К) является набор ( Е " , и, т^/х, . . . , ̂ / т ) -
Очевидно, эта задача является (гг, А;,/)-задачей с проверками из 8п1к). 
Из предложения 6.1 следует существование решающего задачу (Е" ,^ '* ) 
дерева решений Гх с проверками из 8п{К) такого, что 

Л(Гх) < {2{п -Ь 2)31оё2(А: + 2п -Н 2)) /(1о§2 (п -Ь 2 ) ) , 

г(Гх) ^ 2(гг + 1)2(1 -ь I + 1оё2(п + 1)) . 

Для каждой рабочей вершины дерева решений Гх приписанную ей провер
к у / б 8п{К) заменим проверкой 'в~^/ € 5*. Пусть Г — дерево решений 
с проверками из 5 , полученное в результате этой замены. Нетрудно по
казать, что г (Г) = г(Гх) , /г(Г) = /г(Гх) и дерево решений Г решает задачу 
{В,ф). Теорема 1.1 доказана. 
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