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Пусть при каждом гг ^ О заданы последовательность положительных 
чисел {«7„_^}^2.о и положительное число 

• Последовательность {сг„^^}^^_д будем называть 

— ап-ограниченной^ если при любом ^ выполняется неравенство 

[З-^^)<^п,з+\^(^п,з(^п\) 

— ограниченнощ если при любом п ^ О последовательность { < 7 „ ^ } ^ ^ 0 

является а„-ограниченной. 
Ограниченные последовательности возникают в задачах о числе не­

зависимых множеств в двудольных графах, о числе монотонных функций 
на частично упорядоченных множествах и в ряде других (см. [1 , 2]). Мы 
будем рассматривать случайные величины ^„ такие, что Р{!^п = з) = 
(Тп^/сгп, где сг„ = Х^^>о^п,>- Цель данной работы — получение предель­
ных распределений случайных величин ^„ ЛПя «„-ограниченных после­
довательностей {(^п,]} при некоторых предположениях относительно ап-
Некоторые понятия и полученные результаты иллюстрируются простей­
шими примерами ограниченных последовательностей типа биномиальных 
коэффициентов и их степеней. 

• Будем говорить, что последовательность {агг.у} порождена последо­
вательностью {<т„^}, если = -Ь 1)ап^^^/с^^^^. 
Заметим, что если последовательность {ап^} порождена последова­

тельностью {(Тп,}}, то неравенство (1) равносильно неравенству а „ у ^ а^ . 

Л е м м а 1. Пусть последовательность {<т„^} является «„-ограяячен-
ной и сгп = Е^-^о ^п^- Тогда 

<^п,з < (^п,й{оспУ 1з^-^ (2) 

(^п ^ <7„^оехр{ап}. (3) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . В силу неравенства (1) 

^ < (4) 
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Следовательно, 

; - 1 

. = 0 ^" '«^ 
(5) 

Неравенство (2) доказано. Неравенство (3) вытекает из (2). Лемма 1 
доказана. 

Л е м м а 2. Пусть е > 0 , ^ = ( 1 + е)а, I = [в\ последовательность 
{(Ту} такова, что при всех ^ ^ ^ 

Тогда справедливо неравенство 

з>в 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . В силу (6) при любом ^ > ^ имеем 

Т а к как а = 0/(1 -\-е) <{г-\- 1) / (1 + г ) , имеем 

оо 

(6) 

(7) 

а \
(8) 

Лемма 2 доказана. 

Л е м м а 3. Пусть со > О, О = а -\- ьз\/а., т = \а\, з = [в\ т - 1 и 
последовательность {а^} удовлетворяет неравенству (6) яри всех ] ^ т . 
Тогда 

^ ат{у/^/и;) ехр { - '-^^^ - } . 

з>в 
(9) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Полагая е = изIу/а, < = [0] и используя соотноше­
ние (7), получаем 

^ ( т , ^ ( у ^ / и ; К (10) 
3>0 

С другой стороны, аналогично (8) имеем 

а ^ - т - 1 ^ 

^< ^ «̂ ш ГТ — — г ^ О'т ТТ Г^- (И) 

Положим & — I — т — \. Из неравенств (10) и (11) следует, что 

3>^ • ' 

(12) 
1 = 1 
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Далее , 

1=1 1=1 

= ехр < ехр { - ^ г / « + Х ; г 2 / ( 2 . а 2 ) 

1 = 1 1=1 

Из (12) и (13) вытекает (9). Лемма 3 доказана. 

Л е м м а 4. Пусть последовательность {<ту} удовлетворяет неравенст­
ву (6) я р и т - 8у/сс ^ 3 ^ т, где т = \а],0 < ^ ^ 1, а = Е^^о^>-
Тогда 

6(Тту/ос ^ 2есг. (14) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Очевидно, что (14) справедливо при а ^ (2е /^)^ . 
Допустим, что а > (2е/^)^ . Положим 5 = т — ̂  и покажем, что при 
т — ду/а ^ ] справедливо неравенство 

а у ^ а ш е х р { - 5 ( 5 + 1)1 а]. 

Аналогично (11) при т> ] имеем 
т—1 т—}—\ — 1 

От ^ П — - Т < (Уз П =̂  '^3 ТТ 7 
и=з 1/=0 1'=0 

Т а к как 5 ^ [^-\/«] ^ ^ / 2 при а > (2е/^)^ и О < ^ ^ 1, имеем 

Т ^ = е х р { - Е 1 п ( 1 - ^ } < е х р { Е Е ( Э ' } 

(15) 

(16) 

1/=0 1/=1 
5 

1/=И^1 

21/ 

1'=1 1̂ =1 

Отсюда и из (16) вытекает (15). Полагая ^ = \ру/а\ в силу (15) и с учетом 
того, что ^ < 1 и ехр{-о;~^/ '^} ^ 1/2, получаем 

^ = Е ^ ^ ' ^ Е ^ ^"^ Е { - ^ ^ ^ ^ } 

^ М , + 1 ) е х р { - « Ш ) 

Лемма 4 доказана. 

Т е о р е м а 1. Яусть яоследовагельяосгь 1} является Ои-ограни-
ченной, т. е. удовлетворяет (1). Пусть 11т„_^.оо^п = оо, 0„ = а „ + а ; „ у ' а ^ , 

= Е ;>о^п,>- Тогда 

^Ш1^а -15 ; ^а„ , ,= :0 . (17) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Рассмотрим три случая в зависимости от отноше­
ния Шп/у/а^- Здесь и далее в доказательствах индексы п, как правило, 
опускаем. Положим 1о§2 ̂  = = [^Ъ ^ — 19\, з — ^ — т. 

У 5 
2е • 
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СЛУЧАЙ 1: О < л/а ^ 8а; ^ 1о§ш. Поскольку в > 0,в силу (2) имеем 

^ ^ <^оХ^а' = <^0«(1 - = 0{аои-^\о^-^и;). (18) 

Поскольку сг ^ сто, из (18) вытекает (17). 

СЛУЧАЙ 2: 8ш~^ \о^ш < л/а ^ ш.В этом случае з-\-1 = ^-т ^ ш^/а ^ 
810^0; и ( 5 + 1)/о: ^ 1. В силу (12) имеем 

^ атШи;)]1а/{а + г) ^ а ^ ( а / ( а + (з + 1)/2))(^/2)-1 
3>в г=1 

< а ^ ( 2 / 3 ) ( ^ / 2 ) - 1 ^ За^(2 /3 )^1°8 ' - = 0 ( а ; - 2 а ) . (19) 

СЛУЧАЙ 3: О; < у/а. Поскольку 5 = ^ — тп ^ и>л/а + 1 и а > 3, справед­
ливо неравенство 

2з 4- 1 ^ 2{ил/а -|- 1) + 1 ^ З а . 

В силу (9) и (14), где 6 = 1, имеем 

^ а ш ( \ / ^ М е х р { - 5 ( 5 - I- 1 ) / 4 а } ^ 2е(7и;-1 е х р { - 5 ( 5 -Ь 1 ) / 4 а } . (20) 
3>в 

Отсюда и из неравенства 5 ^ и>л/а- 1 вытекает равенство (17). Теорема 1 
доказана. 

Л е м м а 5. Пусть последовательность {<т„ ̂ } является а-п-ограничен-
ной, ап = Е ; > 0 ^ « , ; ' <̂ п,> = О" + 1)(^п,>+1/^п,>? = осп + ^ п ^ ^ „ , а /?„ = 
т 1 п ^ ^ ^ ^ { а ; „ ^ } . Тогда при всех ^ < 0„ 

<Гп,з > (Гп,о{0пУ/Я (21) 

а я р я п —>• 00 
> (^п,оехр/Зп. (22) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Неравенство (21) следует по индукции из неравен­
ства 

и + 1)<Тп,з+1 > сгп,з(3п, (23) 

справедливого для всех 7' ^ а из (21) следует, что 

^ (Тп,з > а „ , о ( е х р { ^ „ } - ^ М/^])^ . 

В силу того, что последовательность а „ ^ = /Зп/^"! является /3„-огра-
ниченной, равенство (17) справедливо при замене 9 на 9!^ = /Зп -\-и^п-/^-
Поскольку ^ С(п и, следовательно, 9!^ ^ 9п, имеем 

3>вп з>6'п 

Лемма 5 доказана. 
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Т е о р е м а 2. Пусть последовательность {оп,з} является ап-ограни-
ЧеННОЙ, ИШп-^оо^п = оо, вп = ап -\- ОЗпл/а^, СГп = Е);>0 ^п,7 5 " „ ^ = 
и + 1 )^«,>+1 /^п,>, /5п = тту^0п{^п,з}, 7п = - /^п, и пусть 

П т 7 „ = 0. (24) 
Тогда при п —> 00 

сгп ~ (Уп,0 ехр{ап} ~ (Тп,о ехр{/3„} (25) 

и при всех 3 <,вп, 3 = о{рп/1п) 

<гп,з - (Уп,^{осп)Ч3\ с^п,оШЧЛ, (26) 

^п,> ~ ^ г г ( а п ) ^ ; ! е х р { - а „ } . (27) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . И З неравенств (1) и (23) следует^ что при з < вп, 
^ = о{Рп/'Уп) и достаточно больших п 

в силу определения величин «п из (24), (26) имеем 

ехр{^„} = ^2(^пУ/з^- ^ (1 + 0(1)) X ] {(ЗпУ/з1 < а „ 

^ (1 + о{1)) ^ < (1 + о(1)) Х ; ( « п ) ^ ^ ! е х р { а „ } . 

Теорема 2 доказана. 

Л е м м а 6. Допустим, что последовательность {<7„ ^ } является ап-ог-
раниченной, ит„_оо'*^гг = оо, т = [ а„ ] + [у/а^\, (Тп - ^у^о^п,з, осп,з = 
и + '^)(Уп,з+11<Уп,з, ?п = т т - ^ ^ ^ { а „ ^ } , [Рп\ Р- Тогда 

(^П,РУ/К ^ еап. (28) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Согласно определению /3„ при любом з {г ^ з ^ т) 
справедливо соотношение 

(^1 = П П 

Полагая г = рпз = з-р, имеем 

(29) 

5 - 1 

- ^ < а , е х р | ^ 1 п ( ^ 1 + - . Л 
3 - 1 

1/=1 
5 - 1 

Далее, полагая д = [у получаем 

а ^ Е ^> ^ Е е х р { - 5 2 / 2 Д } ^ а р У ^ е х р { - 1 / 2 } . 

Отсюда следует справедливость неравенства (28). Лемма 6 доказана. 
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Л е м м а 7. Пусть последовательность {сг^^} является ап-ограничен-
ной, 11т„_оо<^7г = оо, вп = о^п + 1 ^ п \ / а „ , сгп = Е^>о^п,>^ "п,> = О + 
1)а„^+1 / сГп^ , /Зп = 1шп_,^^^{о;„,_,} ,тп = 13п- ^пу/^п- Тогда при п о о 

^ ап,у = О (а„а ; -1 е х р { - а ; 2 / 2 } ) . (31) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . ЕСЛИ Г < О, то Е ^ ^ г ' ^ ^ = О, р = О, Ср = (т^ > О 
и (31) выполнено. Пусть г ^ 0. Тогда (Зп ^ а;^, а значит, Ишп-^оо /?п = оо-
Полагая з = р — ^ - 1 < р), аналогично (30) имеем 

р 

сту=ар Л {и/13)^арехр{з{з-\-1)/2^}. (32) 
1^=3+1 

Заметим, что если ^ ^ г , то 5 ^ р-т-1 ^ иу/^ - 2 и 5 ( 5 + 1 ) ^ и>'^(3—2шу/^. 
Полагая д = шл/^ - 2, из (32) получаем 

^^а^ < ар Х ^ е х р { - ( 5 + 1)5/2/5} ^ арехр{-и ;2 / 2 + и ; / у ^ } ^ е " ' » / ^ 

К г з^д |>0 

= <7р(1 - е - « / ^ ) - 1 е х р { - а ; 2 / 2 + а;/^/;5} = 0{сГрОЗ-^ л/рехр{-и;^/2}). 
Отсюда и в силу (28) следует справедливость утверждения (31). Лемма 7 
доказана. 

Т е о р е м а 3. Пусть {сг„ ^} является ап-ограниченной последователь­
ностью, ИШп^оо'^п = оо, вп = ап -\-Шп\/ап, = Е ; > 0 ^ п ^ , ОСп^ = [з + 
1)^тг,У+1/«^п^? /?п = т т ^ ^ ^ ^ { а „ _ у } , Тп = (Зп - '^пу/К, - Е г п ^ Х ^ п ^п.>-
Тогда при п оо 

ап = сгп{1-еп), (33) 

где Ит„-н.оо т̂г = 0. При этом вп = О (ехр { -ы^ /4} ) , если Шп ^ у ^ п ' * 
е„ = 0 ( и ; - 1 е х р { - а ; 2 / 2 } ) , если и;„ = о ( ( а „ ) 1 / б ) . 

Справедливость теоремы следует из (17) и (31). 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Пусть последовательность 5 = {<УП,з} является ап-ог­
раниченной и = [з + 1)<^п,>+1/<^п,>- Положим в = 9п = ап -^-ипл/а^, 
т* = т*{8) = т1п{г | сгп^+1 < сгп^ при всех ^ ^ г} и а* = ап,ш*- Тогда 
ш * ^ ап и ап,т*-1 ^ чп*. 

П Р И М Е Р 1. Последовательность 5 = (") является ап-ограниченной, 
причем а „ = п, т* = \п/2] и а* = [ п / 2 ] . 

Т е о р е м а 4. Пусть {<т„ ^ } является ап-ограниченной последователь­
ностью, ап,з = (У + 1)(Уп,з+\1(^п,з, т* = тш{г | < сг„,_,- яри всех 
^ > г}, а* = а„, ;„*, Ишп-^оо^п = оо, Шп = о ( ( а ; ) ^ б ) . Допустим, 
что я ^ О, д = О ( (а* )-^/^а;~^), и для каждого ^ такого, что — а* | < 
Ып{о1п/{д+ '^-УУ^^, справедливо 

\<^п,з 4(3 - т * | = 0 ( ( а ; ) 1 / 2 и . - 2 ) . (34) 
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Тогда при \з - а* I ^ Ыга(о;*/(д + 1))'^/'^ и п —»• оо выполняется равенство 

ап,з = (1 + е)ап,ш* е х р { - ( 9 + - 0 ^ 2 < } , (35) 

г д е г = 0 ( а ; 3 ( а * ) - 1 / 2 + ^ - 1 ) . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . ПОЛОЖИМ = а'^-\- 1Х)п{осп1{ч + 1))^''^ и ^ = « „ ^ -
а* + ^(7 - "**) • Тогда в силу (34) 8 = 0 ( (а* )^/^^ы~2). Опуская индексы тг, 
при ш* ^ У ^ 0* имеем 

<У} = (Ут* 
ось 

^-1 
(36) 

Положим 8 = 3 — т*, а = а* и Щ . . ^ * + ! ) • Заметим, что в 
силу определений и неравенства (34) 

а - 1 ^ т * < о;га,т*-1 ^ а + д + <5 < 2^. 

Согласно (37) имеем 

(37) 

п 

Отсюда при т * < 7 ^ в* получаем 

1п 
1/=0 

5 — 1 с О 

—̂> Г др - о V 
^ 1 о 
1̂ =0 

{д + 1)5(5 - \  8 в  
2 а  

[ д  +  1)(^ - а)2 

а — I/) ^ а 2 а ( а — и) 

3 

2а 
+ 0 

Оценим снизу ( т * ^ ^ ^ в*). 

(39) 

7-1 

п 
а — д{и — т*) - ^ 5—1 с 3—1 ^ 

П а — д г / - б ^ - г т - а — ди — о 

(40) 
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Отсюда 

3 - 1 

1/=0 

^ \ 2а(а — а!/ — 6) а / 
1/=0 

^ (9 + 1 ) 5 ( 5 - 1 ) _ 5(3<5 + 1) ^ ^ ( ^ ^ ± ^ \ 

2 а а V а^ / 

( д + Ш - а ) ^ , ^ ^ д У I ' ^ ' ^ I М 
V у/а у/^ и}) 2а 

2а \и 
+ 0 ( 1 ) . (41) 

Из (39) и (41) следует, что (35) выполнено при т * < 7 ^ 0*. 
Пусть теперь г* ^ ^ < ш*, где г* = а - и}{а/{д + 1))^/^. Имеем 

т*-1 , , 
+ 1 

Положим & = т*—^^^^^ = П ^ = т * ^^аГ- Тогда с учетом (34) и (37) при 
г* ^ ^ < т* будет 

' " . и 1 /=0 « + + 1) - ^ ^ Д « + + 1) - ^ ' 

Далее, 

5 - 1 

1 /=0 

и Г |.-2<5 9(^ + 1 ) - ^ ^ (д ( / /+ 1) - (^)2-I 
- ^ 1 0 а 2а2 / 

=0 
( д + 1 ) 5 ( 5 + 1) _^ 3 5 ^ ^ ^ / ^ У +(!)^5 + 5 \ 

2а а V о;2 / 

( ' ^ ^ ^ Х ^ - + 0 ( 1 ) . (43) 

1/ = 0 

2 а 

Оценим теперь ^ ^ снизу при г* < У < ш*. В силу (34) и (37) имеем 

5 - 1 ^ 3 - 1 

' д 4 " ; = о « + 9 ( ^ + 1 ) + ^ " 
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Далее, 

1 п е , > 2 { ь ( 1 - ^ ) - 1 п ( 1 + 
1/=0 

^ 1 а г а С а - г / - ! ) 

) 

1/=0 
2а{а - г/ - 1) 

2а 

(9 + 1 )0 -
2 а 

+ 0 ( ^ ^ + 1 ) . 
\у/а и)/ 

(44) 

Из (43) и (44) вытекает справедливость равенства (35) при г* < ^ < т * . 
Теорема 4 доказана. 

Л е м м а 8. Пусть выполнены условия теоремы 4. Тогда, при п оо 

Е^ ^ > = (1 + е)у/21га1/{д-\-1)(7п,гп*, (45) 
|>-аЙ|^и;пл/«п/(?+1) 

г д е е = : 0 ( а ; - 1 + и ; 3 ( а ; ) - 1 / 2 ) . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Положим 

Е^ «̂.>' 
|>-а* |<а;пл/а^/(д+1) 

Г = а-Шп\/ос1{д + 1), 0 = а + а;„ х / а 7 ( д Т Т ) • 

В силу (35) при 1̂  - а| ^ шу/а/{д + 1) имеем 

(7* = ( 1 + е ) л / 2 ^ а ^ X I ^ ( ^ 7 ) ' 

где г = 0(а;~^ + а;3-Уа). Далее, положим 

(46) 

X 

Ф(х) = У" (̂ (<)с/< и Н = 1 /л / а / (9+1) . 
—оо 

Из теоремы о среднем вытекает следующее равенство (см. [3, с. 188]): 

кф,) = (1 - 0{е,)){Ф{х^ + Д/2) - Ф(^; - ^ 2 ) } , (47) 

где Еу = /г(|а:^| + /*/4). Заметим, что если г ^ ^ < 0, то из условий 
теоремы следует, что = 0{ш), Н = 0{и;~^а~^/^), = 0{а~^1^) = 
о{1/и). Поэтому из (47) следует, что при I = [в\ з = [г 

Н Х; ^(^;) = (1 + 0(а ; -1) ){Ф(х^ + Л / 2 ) - Ф ( х , - / 1 / 2 ) } . (48) 
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Воспользуемся тем, что (см. [3, с. 196]) при ж —* оо справедливо равенство 

1 - Ф(х) = (1 + 0 ( а : - 2 ) ) ( 2 7 г ) - 1 / 2 х - 1 е - ^ ' / 2 . (49) 
Кроме того, учтем, что Ф(—ж) 1 — Ф{х), —Н ^ -\- хг ^ к ж 

Ф(х, - /1/2) = (1 + 0 ( а ; - 1 ) ) ( 1 - Ф(х, + к/2)). (50) 
Теперь из (36), (48)-(50) получаем (45). Лемма 8 доказана. 

Пусть {оп,}] — ограниченная последовательность, сг„ = Е»о^п,>-
Рассмотрим случайную величину ^„ вида Р{^п = ]) = <УП,]1<УП- Следую­
щие две теоремы д а ю т условия, при которых случайная величина имеет 
в пределе при те -» оо распределение Пуассона или нормальное распреде­
ление. 

Д л я произвольной последовательности {/>тг}^о положим сг(/>п) = 
Т^з^Рп^п,]^ 01{рп) = тах^^р„{о;„ ,^} , /3(р„) = 1 п ш ^ ^ р „ { а „ ^ } , 7(р„) = 
(л{рп) - /3{рп)-

Т е о р е м а 5. Пусть последовательность {<т„ ^ } является ап-ограни­
ченной, ап^ = {з + 1)сГп^+1/(Гп,з, сгп = Е^^о^^'п^ ^ выполнены следующие 
условия: 

<7п ~ <т{Рп), (51) 
Дт7(/>„) = 0, (52) 

^ 1 т ^ Рпу{рп)/а{рп) = 0. (53) 
Тогда для всех з ^ рп 

И т Р{^п = о) - ( ( « ( Р « ) ) ^ ; ! > - " ^ ^ " ^ . (54) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Аналогично (2) и (21) при ] ^ рп имеем 

Оп,ШРп))Чз'- ^ <Уп,з ^ (УпЛРпУи'- • (55) 
С другой стороны, в силу (52) и (53) получаем, что при ] ^ рп 

{а{рп)У = {а{рп) - 1{рп)У = {ос{Рп)У[1 - {1{Рп)1а{рп)У) 
- ^ {а{рп)У{1 - {1{Рп)1сс{рп)У- ~ {сс{Рп)У. (56) 

Из (55), (56) и определения ^п вытекает (54). Теорема 5 доказана. 

П Р И М Е Р 2. Пусть = (")р^, р = р{п) и — случайная величина 
такая , что Р{^п = з) = (УП,]1(УП, где а„ = Х);>о^п,>- Тогда если р = 
епП~^/^, где 5п О, 1/гп = о(п^/^) при п оо, то для всех з ^ пр -\-
(пр/вп)^^^ справедливо соотношение 

11т^ Р{^п =3)^ (прУ/з\ехр{-пр}. (57) 

В самом деле, (Тп^о = 1, а при р = о[п~^1^) 

Из определения а:„^^ следует, что « „ ^ = ( п - 7 ) р . Пусть р„ = п р + у/пр/бп-
Т о г д а а ( р „ ) = тар, ^ ( р „ ) = {п-пр-{пр/еп)^^^)р, 1{рп) ^ пр^ ~ . Далее, 
Рп1{рп)1ос{рп) ^ 1{Рп) ~ (г{Рп) = (Гп{1 - 0{е-^1'^^п)) . Условия (51)-
(53) выполнены. Воспользовавшись (54), получаем (57). Заметим, что 
применение теоремы 2 здесь не позволяет получить асимптотику. 
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Т е о р е м а 6 . Пусть ап-огра.ниченная последовательность {(7и,у} я по­
следовательность удовлетворяют условиям теоремы 4. Пусть, кроме 
того, <Т* = Е ^ П , > , <Уп = Е;>0 ^Щ], 

\з-а*пКшпу/а*п1{ч+\) 

(У*п г. (Тп. (58) 

Тогда при п оо и \] — а!*| ^ и>п(о:п/{я + 1))^''^ выполнено 

1 Г 

Утверждение теоремы следует из (47) и (58). 

П Р И М Е Р 3. Пусть требуется найти асимптотику суммы ап = Е>̂ о ^и.у? 

где ап^ = (") . Воспользуемся леммой 8 и теоремами 4 и 6. Применяя 

обозначения теоремы 4, имеем тп* = [ п / 2 ] , а* = (тг — т*)'^/{т* + 1)* .̂ 
Далее, 

- « ; = ( « - + 1)^ - ( п - пС^^^Цт* + 1)2 ^ 7(тп* - з). 

Отсюда д = 7. Выберем (х>п = п^^^, чтобы удовлетворить условие Шп — 
о( (а* )^ /^ ) , и положим а"^ = Е '^п,>- Тогда по лемме 8 

получаем, что 

а1 ~ у/2жап1{д+1)ап,гп* - у/^{\Х/2\)^ - (7гтг)-18«. 

Положим в = а1+ (^п^/аЩчТ!), г = а* - и ; „ у ^ а * / ( д + 1), ^ = 
5 = [ г ] . Нетрудно видеть, что сг* < сг„ < а* + тг((т„,< + ап,з)- В силу (35) 
и выбора Шп имеем ап,г ап ,3 тп* бхр-{—71^/'^}. Отсюда 
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