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МАЖОРИРУЕМЫЕ ОПЕРАТОРЫ 

А, Г. Кусргьев 

Семёну Самсоновичу Кутателадзе 
к его пятидесятилетию 

В основе понятия мажорируемого (доминированного) оператора лежит про­
стая идея, восходящая, по крайней мере, к методу мажорант Коши. Грубо го­
воря, ее можно выразить следующим образом. Если рассматриваемый опера­
тор (уравнение) мажорируется другим оператором (уравнением), называемым 
мажорантой или доминантой, то свойства последнего существенно влияют на 
свойства первого. Таким образом, оператор (или уравнение) с «хорошей» мажо­
рантой, должен обладать «хорошими» свойствами. Математический аппарат, 
в рамках которого идея мажорирования принимает естественную и закончен­
ную форму, был предложен Л. В. Канторовичем в 1935-6 гг. (см. [29, 30, 33, 
36]), который ввел фундаментальные понятия векторного пространства, нор­
мированного элементами векторной решетки, и линейного оператора в таких 
пространствах, мажорируемого линейным положительным или сублинейным 
возрастающим оператором [ЗС]. Он также применил эти понятия к решению 
функциональных уравнений (см. [33, 34, 109]). 

В последующие годы многие авторы изучали различные частные случаи ре­
шеточно нормированных пространств и мажорируемых операторов. Однако эти 
исследования проводились в рамках и в духе теории векторных и нормирован­
ных решеток. Без преувеличения можно сказать, что мажорируемые операторы 
как самостоятельный объект исследования на полвека выпали из поля зрения 
специалистов. Вследствие этого важнейшие структурные свойства мажорируе­
мых операторов были получены лишь в последнее время. 

В начале 80-х годов в теории векторных решеток произошли определен­
ные качественные изменения. Возникли новые методы исследования, область 
приложений существенно расширилась и обогатилась. Все это привело к воз­
можности углубленного изучения мажорируемых операторов и к формированию 
самостоятельной теории мажорируемых операторов. Цель настоящей статьи — 
изложить основные результаты о мажорируемых операторах, полученные в по­
следние десять лет и продемонстрировать определенную зрелость теории. 

Первая глава посвящена строению решеточно нормированных пространств. 
Здесь рассмотрены вопросы расширения и пополнения таких пространств, а 
также представления посредством непрерывных банаховых расслоений или бу-
левозначных моделей теории множеств. Даны примеры функциональных про­
странств, допускающих естественную векторную норму. В гл. 2 изучаются 
общие структурные свойства мажорируемых операторов. Важнейший резуль­
тат здесь — разложимость векторной нормы мажорируемого оператора. В гл. 3 
изучаются вопросы аналитического представления мажорируемых операторов. 
Рассмотрены мультипликативные, интегральные и псевдоинтегральные пред­
ставления. В гл. 4 речь идет о некоторых классах операторов в банаховых про­
странствах со смешанной нормой. Затронуты также вопросы изометрической 
классификации пространств Лебега — Бохнера измеримых вектор-функций. 

На протяжении всего текста широко используются методы и результаты те­
ории векторных решеток и положительных операторов. Это направление функ­
ционального анализа хорошо представлено в математической литературе, и в 
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частности в известных монографиях [21, 36, 35, 85, 126, 145, 163]. Необходимую 
информацию из теории булевых алгебр, а также из теории меры и интеграла 
можно найти в [19, 71] и [26, 35, 96, 97] соответственно. 

Всюду ниже используются обозначения: Ж — поле действительных чисел, 
- поле комплексных чисел и N — множество натуральных чисел. С 

Г л а в а 1. Р е ш е т о ч н о н о р м и р о в а н н ы е 

п р о с т р а н с т в а 

В этой главе рассмотрены некоторые структурные свойства векторных про­
странств с нормой, принимающей значения из векторной решетки. Такие про­
странства принято называть решеточно нормированными (сокращенно РНП). 
Важнейшие особенности РНП связаны со свойством разложимости (1.1.1(4)). 
Оно позволяет, в частности, вьщелить в РНП полную булеву алгебру линей­
ных проекторов, изоморфную и тесно связанную с булевой алгеброй порядко­
вых проекторов нормирующей векторной решетки (1.1.3). Разбиения единицы 
в указанной булевой алгебре приводят к операции перемешивания элементов 
РНП (1.1.7). Если существует перемешивание любого ограниченного по (век­
торной) норме семейства, то такое РНП называют дизъюнктно полным (1.1.4). 
Таковыми будут, например, пространства Банаха — Канторовича (ПБК), т. е. 
разложимые и порядково полные РНП (1.1.7). При этом разложимое РНП по­
рядково полно в том и только в том случае, когда оно дизъюнктно полно и 
полно относительно сходимости с регулятором (1.3.2). Кроме того, всякое РНП 
имеет порядковое пополнение, которое можно получить последовательным при­
менением операций перемешивания и замыкания относительно сходимости с ре­
гулятором (1.3.8, 1.3.9). 

Наиболее часто в анализе встречаются РНП, состоящие из непрерывных 
и измеримых вектор-фунций (§ 1.2). Более общий пример РНП — простран­
ство сечений непрерывного банахова расслоения (1.4.7). Оказывается, что ПБК 
линейно изометрично пространству почти глобальных сечений однозначно опре­
деленного непрерывного банахова расслоения (1.4.10). Тем самым всякое РНП 
допускает функциональное представление. 

Представления совсем иного типа связаны с булевозначными моделями тео­
рии множеств. Именно, если в булевозначной модели взять банахово простран­
ство, то его изображение в стандартной модели, именуемое спуском, будет ПБК 
(1.5.2). Наоборот, для всякой РНП в подходящей булевозначной модели суще­
ствует единственное с точностью до линейной изометрии банахово простран­
ство, спуск которого служит расширением исходного РНП (1.5.5). Эти факты 
объясняют, в частности, почему и в чем именно параллельны теории банаховых 
и решеточно нормированных пространств. 

§ 1 . 1 . О с н о в н ы е п о н я т и я 

В этом параграфе вводятся основные понятия и рассматриваются простей­
шие свойства векторных норм. 

1.1.1. Рассмотрим векторное пространство X и вещественную векторную 
решетку Е. Отображение | - | : X Е+ назовем векторной (Е-значной) нормой, 
если оно удовлетворяет аксиомам 

(1) \х\ 0 ^ х = 0 {ХЕХ), 

(2) |Аа?| = |А||а?| (Л € 1, х е X), 
(3) \х + у\^\х\ \у\

Векторную норму именуют разложимой или нормой Канторовича, если 
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(4) для любых 61,62 & Е+ и X Е X 1/13 \х\ €1 + 62 следует существо­
вание таких XI, Х2 € X, что ж = хх Ч- жз и \хк\ {к := 1,2). 

В случае, когда условие (4) выполнено только для дизъюнктных 61,62 Е Е+, 
говорят, что норма дизъюнктно разложима или, короче, ё-разложима. 

Тройку {X, \ (или, проще, {X, Е), или {X, | • ), или X, опуская подразу­
меваемые параметры) называют решеточно нормированным пространством, 
если I • I есть ^^'-значная норма на векторном пространстве X. Если норма | • | раз­
ложима (с?-разложима), то и само пространство {X, \ \) называют разложимым 
(с/-разложимым). 

1.1.2. Если |а;| Л |у | = О, то элементы х,у Е X называют дизъюнкт­
ными и пишут X ± у. Множество вида М""- := {х Е X : (Уу ЕЕ М) х ± у}, 
где 0 ^ М С X, называют, как и в случае векторной решетки, компонен­
той или полосой. Символом ^(Х) обозначается множество всех компонент, 
упорядоченное по включению. Для ЬсЕиМсХио определению положим 
Н{Ь) •.= {хЕХ : \х\ \М\ {\х\ХЕМ}. Как видно, \Н{Ь)\ \Х\. 

(1) Допустим, что каждая компонента векторной решетки Ео:=\Х\^^ 
содержит норму некоторого ненулевого элемента. Тогда Ш(Х) — полная булева 
алгебра, а отображение Ь н-»• к(Ь) осуществляет изоморфизм булевых алгебр 
Ъ{\Х\^^)иЩХ). 

<\, что отображение Н сохраняет пересечение любого непустого семей­
ства компонент. Тем самым Н сохраняет точные нижние границы, совпадаю­
щие в рассматриваемых алгебрах с пересечением. Кроме того, /1({0}) = {0} 
и Л(|Х|-'--'-) = X. Таким образом, достаточно установить, что Ь,{Ь-^) = Н{Ь)-^ 
для Ь Е Щ\Х\^^). Включение С Н^)^ очевидно. Если О ф х Е ^(1/)-'-, 
то по определению |х | дизъюнктен всем элементам из Ь вида В то же 
время X ^ ^^{Ь^) означает, что О < е ^ |а;| для некоторого е Е Ь+. Поэтому в 
компоненте {е}-'--'- нет ни одного элемента вида \у\, что противоречит нашему 
допущению. > 

(2) Если элементы х,у Е X дизъюнктны, то \х^у\ \х\ \у\. 
< В самом деле, из соотношений |ж| Л = О и \х\ |х 4- 2/| + |у | выводим: 

\А < ( к + у| + \у\) л \х\ к + у| л \х\

Точно так же \у\ |х - | - п о э т о м у 

\х\^\у\ \х\У\у\^\х + у\. > 

(3) Предположим, что выполнены условия предложения {\). Пусть X 
с1-разложимо и существует порядковый проектор тг на компоненту Ь Е ^ ( ^ о ) -
Тогда на компоненту К :— Н{Ь) существует проектор Л(7г) параллельно компо­
ненте К^, причем 7г|ж| = |/г(7г)х| для всех х Е X. 

< Для любого X Е X в силу условия разложимости найдутся такие Х1,Х2 Е 
X, что X = XI +Х2, \х1\ 7г|х| И \х2\ Я"*-!»!. Это означает, что X есть прямая 
сумма компонент К и К-^. Пусть Н{1г) — проектор на К параллельно К-^. По 
определению изоморфизма Н имеем Н(тг)х Е К =^ Н{1гЕо), или |/1(7г)х| € жЕо. 
Тем самым 7г-'-|/г(7г)х| = О, или 7г|/1(7г)х| = |/г(7г)ж|. Так как Н{ж)х и Н{ж^)х 
дизъюнктны, то в силу (2) 

7г|х| = ж{\Н{ж)х\ \Н{ж^)х\) = 1г\Н{ж)х\. 

Следовательно, 7г|ж| = 7г|/1(7г)а;| = | /1(7г)х|. |> 

1.1.3. Всюду в дальнейшем под булевой алгеброй проекторов в вектор­
ном пространстве X подразумевается множество ^ коммутирующих линей­
ных идемпотентных операторов, действующих в X. При этом булевы операции 
имеют вид 

тг А р := жор = ротт, жУ р ж-\-р — жор, ж* = 1х - ж {ж,рЕ^), 
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а нулевой и тождественный операторы в X служат соответственно нулем и 
единицей булевой алгебры 

Допустим, что Ео := \Х\^^ — решетка с проекциями, а пространство X 
Л-разложимо. Тогда существуют полная булева алгебра ^ проекторов в X и 
изоморфизм Н из ^(Ео) на 39 такие, что 

Ь\х\ \Н{Ь)х\. 

< Ненулевая компонента Ь Е Ъ{Ео) не может быть дизъюнктной множеству 
|^'^|. Значит, |а;| ^ Ь-^ для некоторого х Е X. Если тг — проектор на Ь, то 
элемент 7г|а;| отличен от нуля. Ввиду сг-разложимости X для некоторого хо Е X 
будет |а;о| = 7г|а?| Е I. Итак, можно применить 1.1.2(1,3). Каждая компонента 
К Е ®(-^) допускает проектор тгк параллельно . Положим 39 := {тг^ '• 
К Е ЩХ)}. Ясно, что 39 — полная булева алгебра проекторов. Порядковому 
проектору р Е ЩЕо) поставим в соответствие проектор ттк, где К :— Н{рЕо). 
Полученное отображение обозначим той же буквой Л. Тогда Л — изоморфизм 
булевых алгебр ф(-Е'о) и 39. Требуемое свойство изоморфизма Н следует из (3). > 

В дальнейшем булевы алгебры ^{Ео) и ф ( Х ) := 39 отождествляем и пишем 
ф\ их\. 

1.1.4. Говорят, что сеть {ха)аеА о-сходится к элементу х Е X, и пишут 
X = о-МтХа, если существует убывающая сеть (е.у)-уег в Е такая, что 1пГ е.̂  = О 

и для любого 7 Е Г найдется индекс 0 ( 7 ) Е А, для которого |а:—Ха| ^ при всех 
а ^ « ( 7 ) . Пусть для некоторого элемента е € Е+ выполнено условие: каково 
бы ни было число е > О найдется индекс а{е) Е А такой, что |х - Х а | ^ ее 
при всех а ^ а[е). Тогда будем говорить, что (х^) г-сходится к х и пи­
сать X = г-ИтХа- Сеть (х^) о-фундаментальна {г-фундаментальна), если сеть 
(ха — хр)(^а,р)^АхА о-сходится (г-сходится) К нулю. Решеточно нормированное 
пространство называют о-полным (г-полным), если всякая о-фундаментгихьная 
(г-фундаментальная) сеть в нем о-сходится (г-сходится) к элементу этого прост­
ранства. 

Возьмем семейство (аг^)^^^ и свяжем с ним сеть {уа)аеА, где А := ^пп(—) — 
множество всех конечных подмножеств 3 и уа := ^ х^. Если существует х := 

о-Мтуа, то говорят, что семейство (х^) о-суммируемо и его суммой является 
элемент х. При этом принято писать х = о- ̂  х^. 

Множество М С X называют ограниченным по норме, если существует е € 
Е+, для которого | х | ^ е при всех х Е М. Пространство X будем называть в,-
полным (= дизъюнктно полным), если в нем о-суммируемо всякое ограниченное 
по норме множество, состоящее из попарно дизъюнктных элементов. 

1.1.5. Подпространство Хо (2 X называют о-идеалом, если для х Е X )л. 
€ -̂ 0 из | х | ^ |хо | следует х Е Хо. В этом пункте предполагаем, что X 

разложимо. 

(1) Подпространство Хо С X будет о-идеалом в том и только в том 
случае, если Хо = Н{Ь) для некоторого о-идеала Ь С Е. 

< Достаточность очевидна. Чтобы доказать необходимость, возьмем произ­
вольный о-идеал Хо С X. Пусть Ь — о-идеал, порожденный множеством \Хо\. 
Ясно, что Хо С Н{Ь). Если х 6 Л(1'), то | х | ^ |и1 -|- 1- |г1„| для подходящих 
1*1, • •, Е ХО. В силу разложимости X имеем представление х = Х1Н (- х„ , 
где |х<;| ^ (Аг := 1,. . . , п). По определению о-идеала х^ Е Хо, значит, х Е Хо. 
Тем самым Хо = Н{Ь). > 

(2) Множество \Ь,{Ь)\ в \Х\-^'^ П Ь для каждого о-идеала 
Ь С Е. В частности, имеет место утверждение 1.1.2(1). 
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< В самом деле, если О < е 6 ^X|•'--^•П^у, то существует элемент О < 
Со ^ е такой, что ео ^ |а;1| + ^ \хп\я некоторых Х 1 , . . . , х„ € X. Ввиду 
разложимости X имеет место представление ео = |«1 |Н 1-|мп|, где щ,.. .,ип € 
X. Хотя бы для одного номера к будет \и]с\ 0. Так как е е Ь и \и}.\ е, то 
П], € /1(1). о 

(3) Порядковый идеал К С X будет компонентой в том и только в том 
случае, если он о-замкнут. 

<] Необходимость очевидна. Допустим, что К — замкнутый о-идеал. Со­
гласно (1) К = Ъ.{Ь), где Ь — о-идеал в Е. Покажем, что К = Н{Ь^^). Если 
X € Ъ,{Ь^^), то | х | = 8ир<?, где ^ : = { е 6 ^ : 0 ^ е ^ | х | } . Из-за разложи­
мости X можно подобрать х^ так, что |х — Х е | = | х | — е, |хе | = е. Множество 
^ направлено вверх, а сеть (хе)еб«? о-сходится к х. Следовательно, х Е К и 
К Э Н{Ь-^-^). Обратное включение очевидно. > 

1.1.6. Предполагая, что {Х,Е) — разложимое РНП, установим два вспо­
могательных факта. 

(1) Допустим, что элемент х принадлежит X и возрастающая после­
довательность (а„) лежит в Е^, причем (а„) ^ | х | (п € М). Тогда существует 
последовательность (х„) С X такая, что для'в^ех п Е^ и т > п 

| х „ | = а„, |х - х „ | = | х | - а„, | х ^ - Х п | = - а„. 

< Обозначим Ьп := | х | - а„ (п € К) , 6о := |х | . Ввиду разложимости X 
можно выбрать последовательности («„) С А" и (г;„) С А" так, что х = « 1 -I- г;1, 
\щ\ ах, \У1\ Ь1, « п + 1 + г ; „ + 1 = \УП+1\ Ьп+1, |«п+1| = Ьп-Ьп+1. Положим 

п 
х„ = Пк. Тогда X = Хп + Уп и выполнено неравенство 

п п 

к п | ^ Ы\ Х ^ ( ^ * - 1 - Ьк) = Ьо-Ьп=ап-
к=1 к=1 

В то же время | х | ^ | х „ | 4- \УП\ Лп + Ьп = \х\, следовательно, | х „ | = а„. Тем 
самым для т > п будет 

\Хт Хп I — 
*=п-|-1 

^ |«* | = - а „ ^ | х „ - х „ | . 

(2) Если пространство {Х,Е) ё-полно и г-полно, то Ео := |Х|-'--^ — 
К-пространство и \Х\ Ео+. 

< Пусть Е — дедекиндово пополнение рещетки Е. Для у Е X обозначим 
через Е{у) о-идеал в Е, порожденный элементом Положим Х{у) := {х Е X : 
\х Е Е(у)}. Легко понять, что {Х{у), Е{у)) — разложимое РНП. 

Для произвольного ограниченного в Е{у) семейства ^е^) попарно дизъюнкт­
ных элементов найдется семейство (х^) С X такое, что |х^| = е^. Поэтому для 
X = о - ^ Х { имеем 

\х\ о-^2М=^^РЧ ^Е(у). 

Таким образом, рещетка Е{у) дизъюнктно полна. Известно, что {/-полная архи­
медова векторная рещетка является рещеткой с проекторами (см. [15]). Отсюда 
получаем, что для любого е Е ^(у)+ найдется возрастающая последователь­
ность Сп Е Е{у)+, которая г-сходится к е. Выберем соответствующую после­
довательность (х„) С X такую, что | х „ | = С п , \хт - Хп\ бт - Сп {т > п) 
(см. (1)). Как видно, последовательность (х„) г-фундаментальна, и ввиду г-
полноты X найдется х = г-Итх^ Е X. При этом | х | = г-Ите„ = е. Следова­
тельно, Е{у) = Е{у). Пусть теперь е — произвольный положительный элемент 
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из дедекиндова пополнения решетки Тогда для любого максимального 
дизъюнктного семейства элементов (е^) С можно выбрать такое разбиение 
(тг^) единичного проектора в Е, что тг̂ е ^ пе^, т. е. тг̂ е € | Х | . Поэтому най­
дутся семейство (х^) С X и элемент х Е X такие, что \х^\ тг̂ е ^ е и | х | = е. 
Следовательно, Ео = {р{Х)У'^ — 7^-пространство и | Х | = Ео+- > 

1.1.7. Разложимое о-полное решеточно-нормированное пространство назы­
вают пространством Банаха — Канторовича. Пусть {Х,Е) — пространство 
Банаха — Канторовича, причем Е = Х\^^. Согласно 1.1.2(2) булевы алгебры 
^(Е) и ЩХ) отождествляются и 11г\х = \жх\г е ЩЕ), х е X). 

Для любых ограниченного семейства (ж{)^€= в X и разбиения единицы 
^ Ф(-^) существует х := о - ^ тг^х .̂ Яри этом х — единственный эле-

мент в X , удовлетворяющий соотнощениям тг̂ х = тг̂ х̂  (̂  € Н). 
< Если е := зир |х^|, то для а,13 Е ^яп(Н) будет 

\Уа - У/3| = I X I ^^ «̂1 ^ ( X ) '^О^ ^ '̂ 

где 2/-̂  := 53 ""̂ ^̂  и аД^З — симметрическая разность множеств а и 5̂. Отсюда 

ясно, что сеть (у») о-фундаментальна, значит, существует х := о-Итуа. > 
Из этого утверждения видна, в частности, (/-полнота ПБК. Кроме того, 

непосредственно из определений вытекает, что оно будет и г-полным. Итак, 
ПБК (X, Е) «/-полно и г-полно, поэтому в соответствии с 1.1.5 (2) Е = [Х!-"--*- и 
Е+ = \Х\. 

1.1.8. Если Е = тЕ, то ПБК (X, Е) называют расширенным. Это равно­
сильно тому, что X — ПБК и всякое дизъюнктное семейство в нем о-сумми­
руемо. ПБК {У,Е) называют максимальным расширением РНП ( Х , У ) при со­
блюдении следующих условий: 1) Е = тЕ (и, в частности, V расширено); 
2) существует линейная изометрия г : X —>̂  У; 3) если 2 — разложимое о-полное 
подпространство У и г{Х) С 2,то 2 = У. Ниже будет показано, что максималь­
ным расширением обладает всякое решеточно нормированное пространство. 

§ 1.2. П р и м е р ы р е ш е т о ч н о 
н о р м и р о в а н н ы х п р о с т р а н с т в 

Рассмотрим важнейшие примеры функциональных пространств, допуска­
ющих естественную нормировку с помощью векторной решетки. 

1.2.1. Начнем с простейших крайних случаев — векторных решеток и 
нормированных пространств. Если X = Е", то в качестве векторной нормы 
можно взять модуль элемента: | х | := |х| = х V (—х) (х € Е) . Разложимость та­
кой нормы легко следует из леммы о двойном разбиении в векторной решетке. 

Если же Е = Ж, то X — нормированное пространство. Будем использовать 
общепринятое обозначение для нормы || • ||, а в терминологии будем опускать 
указания на порядковую структуру нормирующей решетки. 

1.2.2. Пусть ^ — топологическое пространство, а У — нормированное 
пространство. Пусть X := Сь{^,У) — пространство непрерывных ограничен­
ных вектор-функций ш ^ вУ. Положим Е := Сь{^,Ш). Для / € X векторную 
норму 1/1 введем соотношением | / | : < ||/(011 ^ Я). Тогда | • | — разложи­
мая норма. В самом деле, допустим, что | / | = Н1 + Н2 для некоторых /11, /12 € Е. 
Определим вектор-функцию /1 : ̂  У так, чтобы = ^^^{^)}{^)/\\/^^)\и 
/(I) 91̂  О и / 1 ( 0 = О, если /(<) = 0. Тогда /1 € X и /2 : = / - /1 6 X , причем 
1/̂ 1 = Нк {к := 1,2). Пространство X г-полно в том и только в том случае, если 
У банахово. 
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1.2.3. Пусть (П, И,//) — пространство с <т-конечной мерой, У — нормиро­
ванное пространство, Е — фундамент в Ьо{^, 2 , / / ) . Пусть ^о{^^', У) — простран­
ство классов эквивалентности /^-измеримыx вектор-функций, действующих из 12 
в У. Как обычно, вектор-функции эквивалентны, если они принимают равные 
значения почти во всех точках множества О. Если г € Ьо{1л,У) — класс экви­
валентности измеримой вектор-функции 2о : О —• У, то символом := \2\ 
обозначим класс эквивалентности скашярной измеримой функции ^ *-* \\го{1)\\ 
{I е^). Положим по определению 

Е(У) := { г е Ы / ^ , У ) : | г | е Е } . 
Тогда {Е{У),Е) — рещеточно нормированное пространство с разложимой 
нормой. Если У банахово, то Е{У) — пространство Банаха — Канторовича, а 
Ьо((л,У) — его максимальное расщирение. 

1.2.4. Возьмем те же Е" и У, а также нормирующее пространство 2 С У , 
т. е. такое подпространство, что = 8ир{(у,у') : у' Е 2, \\у'\\ 1} (у € 
У ) . Здесь У — сопряженное пространство, а { , •) — каноническая билиней­
ная форма двойственности У У . Вектор-функцию г : И У назовем 
2-измеримой, если для каждого ]/ Е 2 измерима функция I 1-̂  (2(<),у') Е 
О). Класс эквивалентности последней функции обозначим символом (г, у'). 
Пусть ^ — множество 2^-измеримых вектор-функций г, для которых множе­
ство {(г, у') : •}/ Е 2, Цу'Ц ̂  1} ограничено в Ьо{0,,Т,,р). Буквой .Ж обозна­
чим множество таких г Е ^ , что для каждого %/ Е 2 измеримая функция 
1 ^ у') равна нулю почти всюду, т. е. (г', у) = 0. Для г Е - ^ / ^ Ж положим 

И : = 8 и р { ( « , у ' ) : у ' е 2 ^ , | | у ' | К 1}, 
где и — произвольный представитель класса г, а супремум берется в /^'-прост-
ранстве Ьо{0.,11, р). Определим теперь пространство 

Е,(У, 2) := {г Е ̂ 1^^ : \г\ Е } 
с разложимой Е-значной нормой | • |. Важный частный случай возникает, если 
У — сопряженное пространство, а 2 — предсопряженное к нему: У — X', 
2 — X а X". Принято обозначение Ез{Х') := Ег{Х',Х). Нетрудно установить, 
что Е,{Х') — ПБК. 

1.2.5. Предположим, что Е — фундамент расширенного /^'-пространства 
Соо{Я), где (3 — экстремальный компакт. Пусть Соо(<5,У) — множество клас­
сов эквивалентности непрерывных вектор-функций и, действующих из котощих 
подмножеств (1от(гг) С ^ в нормированное пространство У. Котощим назы­
вается множество, имеющее тощее дополнение. Вектор-функции и и V эквива­
лентны, если и{^) = при I Е (1от(г()П<1от(т;). Для г Е Соо{Я,У) существует 
единственная функция € Соо(^) такая, что = Хг{1) (I Е (1от(«)), каков 
бы ни был представитель и класса г. Положим |2| := х^ и 

Е ( У ) := {гЕС^{д,У):\г\ЕЕ}. 
Нетрудно видеть, что тем самым построено разложимое РНП. Если У банахово, 
то Е ( У ) — ПБК, а Соо{Я,У) — его максимальное расширение. 

1.2.6. Возьмем то же 2, что и в 1.2.4. Обозначим символом ^ множество 
<т(У, .^)-непрерывных вектор-функций и : <1от(«) —* У таких, что <1от(гг) — 
котощее множество в ^ и множество {(«, У) : У Е 2, Цу'Ц ^ 1} ограничено в К-
пространстве Соо(<Р)- Здесь (и, у') — единственное непрерывное продолжение 
функции I ^->• {и{1),у') {I Е ^) на все ̂ . Рассмотрим фактор-множество Ж/ ~, 
где г* ~ V означает, что и{^) = у{1) {1 Е йот{и) П (1от(г/)). Для г Е ^/ ~ 
положим 

\г\ 8 и р { ( « , у') : у'Е 2, \\у'\\ 1}, Е,(У, 2) := {г Е Л1 - : \г\ Е } . 
В множествах Соо(р ,У) и М / ~ естественно определяется структура модуля 
над кольцом Соо(О)- При этом вновь получается разложимое РНП Е,(У, 2). 

Так же, как и в 1.2.4, выделим частный случай Ез{Х') := Ех{Х',Х), воз­
никающий при У := X ' и ^ := X С X". Можно показать, что Ед(Х') — ПБК. 
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1.2.7. Возьмем те же Е, У и 2, что и в 1.2.4. Пусть X — еще одно 
нормированное пространство. Оператор-функцию К : ^ Л!'{Х,У) назы­
вают {2-)слабо измеримой, если для любых х Е X и г Е 2 измерима функция 
{г,Кх) : I {г,К{1)х) € Обозначим через ЯЯ ,̂(Л', У) множество всех 2-
слабо измеримых оператор-функций К -.О. -^ (Х , У) таких, что ^ а{1) 
почти всюду на О. для некоторой измеримой функции а. Введем отношение 
эквивалентности ~ в Ш1^(Х, У) , полагая К Ь в том и только в том случае, 
если для любых х Е X и г Е 2 измеримые функции {2,Кх) и {г,Ьх) совпа­
дают почти всюду. Для К € Ш(1{Х,У), а также для соответствующего класса 
эквивалентности К положим 

| ; ^ | = |А'| := 8 и р { ( ^ , Кх) : | |х|| ^ 1, Ц̂ Ц ^ 1 } , 

где супремум берется в /С-пространстве Ь^{р). Положим теперь 

Е,{^{Х,У)) := {КеШ^{Х,У)1 \К\ Е). 

Это обозначение согласуется с 1.2.4, ибо легко видеть, что Еа{5^{Х,У)) = 
ЕЛУ, 2), если У := ^{Х, У)\12 ~Х®2. Заметим также, что ЕЛ.5^(Х, Ж)) = 
ЕХХ'). 

1.2.8. Оператор-функцию К : О, ̂  .^{Х,У) вызывают просто измери­
мой, если для каждого х Е X измерима вектор-функция Кх : < ^ К{1)х 
{I е Как видно, просто измеримая оператор-функция слабо измерима. 
Пусть ЯЛ* (X, У) — часть Ш|^{X, У) , состоящая из просто измеримых оператор-
функций со значениями в .^{Х, У) (как обычно, считаем, что У С ^' и ̂ 5^{Х, У) 
С .^(Х,2')). Положим 

Е,,(^{Х,У)) := {К е Ш'^{Х,У)/^:\К\ Е}, 

где \К\о же, что и в 1.2.7, а эквивалентность « определяется так: Ь ^ К в 
том и только в том случае, если для каждого х ^ X измеримые вектор-функции 
Кх и Ьх совпадают почти всюду. Если К е Ш*^{Х,У), то также 

\К\ 8ир{| |А'х| | : ||х|| ^ 1}, 

где \\Кх\\ измеримая функция I ||А'(<)х|| (I е 12). Заметим, что Е{У) — 
Е,,{^{Ж,У))иЕ,{Х') = Е,,{^{Х;. 

1.2.9. Пусть Х , У и те же, что и в 1.2.8, ^ — экстремальный ком­
пакт, а Е — фундамент в Соо(<5)- Обозначим через Ш^{X,У) множество 
всех оператор-функций К : <1от(А) —*• ^5?(X,У), удовлетворяющих условиям: 
а) ^^ := йот{К) — котощее подмножество ^ , и функция 5 >->• {К{8)х, г) {з е ^о) 
непрерывна для любых х X и г Е 2; Ь) существует (р € Соо{Я) такой, что 
1^(5)11 ^ ^(«) (в Е ^о). Из а) вытекает, что для х Е А и г Е 2* существует 

единственный элемент и Е Соо(^), Для которого «(«) = (Л ' (8)х,г) (в Е <5о)-
Положим ( А х , г) := и. Из Ь) видно, что в А'-пространстве С'оо(^) существует 

| А | : = 8 и р { ( А х , г ) : | | х | | ^ 1 , | | ^ | К 1 } ^ ^ . 

В Ш^{X,У) введем эквивалентность, полагая К ~ Ь, если К{8) = Ь(в) для всех 
5 Е (1от(А') П(1от(Х). Если К — класс эквивалентности оператор-функции, то 
полагаем | А | := |А'|. Это определение корректно, ибо |А'| = \Ь\я эквива­
лентных К и Ь. Введем теперь пространство 

Е,(^{Х,У),2) := {К Е У ) / ~ : | А | Е Е}. 

Нетрудно проверить, что Е'̂ (̂ $ (̂А^ У) , 2) разложимое РНП. Оно совпадает 
Ез{У,2), если У := ^5?(Л',У) и 2 := Л ®2. Важным частным случаем является 
пространство 

Е,{^{Х,У')) •.= Е,тХ,У').У) := Е Д ( Л ' 5 > ) ' | 

где Х0У — проективное тензорное произведение пространств Л и V. 
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§ 1.3. П о п о л н е н и е и р а с ш и р е н и е 
Здесь мы коротко рассмотрим вопросы о пополнении и расширении реше­

точно нормированных пространств. 
1.3.1. Пусть 1В — полная булева алгебра и А — произвольное непустое 

множество. Положим 
Ш(А) := : А : {^а,/3 € А){а ф р и{а) АиЦЗ) = 0) А \/ и(а) = х } . 

Таким образом, Ш{А) — множество всех разбиений единицы в й, занумерован­
ных элементами множества А. Если А — упорядоченное множество, то можно 
упорядочить и множество 1В(А): 

I/ ^ /̂  ^ {Уа,/ЗеА){и{а)Ар((3) ф О ̂  а ^/3) {и,р 6 1 ( А ) ) . 
Нетрудно показать, что введенное отношение в самом деле есть частичный поря­
док в В (А). Если А направлено вверх (вниз), то и 1В(А) направлено вверх 
(вниз). Пусть ^ — стоуновский компакт алгебры 1. Отождествив элемент 
1>{а) с открыто-замкнутым множеством в ^ , построим отображение 

I / : А, ^и := и{и{а): а 6 А } , 
полагая й{д) = а при д € ^(а)- Итак, й — ступенчатая функция, принимающая 
значение а на При этом I/ ^ (Уд € ^{/0^^,) {й(д) ^ й(я))- Множеством 
]В(А) воспользуемся в доказательстве важного критерия полноты, к изложению 
которого переходим. 

1.3.2. Теорема. Разложимое решеточно нормированное пространство по­
рядково полно в том и только в том случае, если оно дизъюнктно полно и полно 
относительно сходимости с регулятором. 

< Необходимость указанных условий отмечена в 1.1.7. Докажем их доста­
точность. Предположим, что разложимое решеточно нормированное простран­
ство X с?-полно и г-полно. Согласно 1.1.6(2), не умаляя общности, можем 
считать, что Е := |Х|-'--'- —- А'-пространство. Возьмем о-фундаментальную 
сеть {ха)а^А С X. Пусть 1В := ф ( Х ) — база X. Для г/ е 1 ( А ) положим 
х„ := 5̂  ^'(ог)ж)а-Элемент ж»/определен корректно ввиду (/-полноты Л". Тем са-

мым возникла новая сеть (х^)^^-^ (д). Покажем, что она г-фундаментальна. Под­
берем убывающую сеть {еа)аеА С Е так, чтобы шГса = О и {х^ — ^ е-̂  ^ е 
при а,/3 ^ у ( а , / ? , 7 € А), где е Е Е. Возьмем произвольное число е > 0. Суще­
ствуют разбиение единицы (р^)^^^ в алгебре В и отображение (р :Е ^ А такие, 
что р^е^(^^) ^ ее (̂  Е 5). Это легко выводится из свойств о-сходимости в К-
пространстве. Положим тг̂  := 8ир{/з^ : у?(^) = сх, ^ Е 2 } и тг̂  = О при а ^ 1 т ^ . 
Тогда (7Га)веА — разбиение единицы в В и тГаСа ^ ее (а Е А). Обозначим 
это разбиение единицы через и{е). Покажем, что \х^1 — х^\ ее, как только 

^ г/(е). Пусть и = (р«)в€А, ^' = {га)а^А- Если Жаррт^ ^ О, то /? ,7 ^ а, 
следовательно, 

'1^аР^Т^\Хи - = Жа\ррТ^Х'^ - ррТ^Хр\ 'Пар13Г'у\х^ - Х^\ ТГвСв ^ ев. 
Суммирование по а,/? и 7 дает \хи — х^'\ ее при ^ 1^(5). Итак, сеть {х^) 
г-фундаментальна, и ввиду г-полноты существует х := г-Ита;^. Ясно, что 
\х — ж„| ^ ее при и ^ »/(е). 

Для фиксированного индекса 7 Е А построим специальное разбиение еди­
ницы и := (/)«)«€А, полагая ра = тгс при а ф а. ф р, а также р^ — ^ и 

:= V 7г^, где /? Е А и /? ̂  7 . Тогда и ^ и{е) и 
Жу\х - Хр\ Ж^рр\х - Хи\ 7Г.у|ж - Ху,\ ЕС. 

Стало быть, 7г.у|ж — ^ ее при всех 7 Е А, /? ̂  7 . Положим 
Су : = 8ир{|а: - х^\: 7 } , с := шГ{с^ : 7 Е А } . 

Тогда тг̂ с ^ ж-уС-^ ^ ее. Так как 7 Е А и е > О произвольны, то с = О, значит, 
о - И т | х — Хй| = 0. > 
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1.3.3. Пусть, как и раньше, тЕ — максимальное расширение векторной 
решетки Е, причем фиксирована единица 1, а с ней и мультипликативная струк­
тура в тЕ. Возьмем решеточно нормированное пространство X с \Х\^^ = Е. 
Операторно-двойственное пространство X* определим так. Оператор х* : X -* 
тЕ входит в X* в том и только в том случае, если сушествует элемент О ̂  с Е 
тЕ такой, что 

{х,х*) •.= х*{х)^с-\х\

Существует наименьший элемент О ^ с Е тЕ, удовлетворяющий указанному 
соотношению. Этот элемент обозначается через \х*\. Нетрудно видеть, что 
отображение х* >-^ \х*\я тЕ-значной нормой на X* и выполняется нера­
венство 

{х,х*)^\х\\х''\

(1) Если X* Е X*, то \жх* \ тг\х*\ любого проектора ж Е ^{тЕ). 
< Из неравенства {х,х*) ^ с|х| , очевидно, имеем {х,жх*) ^ 7гс |х | , поэтому 

|7гх*| ^ 7г |х*| . с другой стороны, {х,х*) ^ (|7гх*| -|- |7г-'-х*|)|х| ДЛЯ всех X е X, 
значит, 

|Х*| ^ |7ГХ*| -Ь |7Г-^Х*| ^ \ЖХ*\ Ж'-\Х*\. 

Отсюда 7г |х*| ^ |7ГХ*|. > 

(2) Пространство X* й-полно и г-полно. 
< Возьмем разбиение единицы (тг^) в ф ( т Е ) , семейство ( х р С X* и. эле­

мент X Е Х . В расширенном А-пространстве существуют (х, х*) := ^т^^{х,х*^) 
и е := 53'"'с!̂ !̂' причем (х,х*) ^ е|х| . Отсюда видно, что х* Е X*. Так как 
ж^х* = т^^х*^, то X* = ^ж^х*^ в силу (1). Тем самым обоснована с/-полнота. 
Полнота относительно сходимости с регулятором в более общей ситуации уста­
навливается ниже (см. 2.4.2). 

(3) Пространство X* представляет собой расширенное ПБК. 
< Из (1) в силу г-полноты следует разложимость X*, и остается сослаться 

на теорему 1.3.2. > 

1.3.4. Согласно 1.3.3(3) второе операторно сопряженное пространство X** 
является расширенным ПБК. Каноническое вложение >с : X X** определя­
ется, как обычно, формулой 

( х * , х х ) := хх(х*) = (х,х*) ( х * Е Х * ) . 

Каноническое вложение х есть линейная изометрия. 
< Нужно лишь доказать, что >с сохраняет норму, т. е. что \>сх\ \х\х Е 

X). Сначала заметим, что \хх\ | х | , ибо (х*, хх) ^ | х | • |х* | (х* Е X*). Далее, 
так как оператор | • | сублинеен, то по теореме Хана — Банаха — Канторовича 
существует оператор х* : X —>• тЕ такой, что х | = {х,х*) и {у,х*) ^ \у\ Е 
У ) . Отсюда видно, что |х* | ̂  1, поэтому | х | = ( х * , х х ) ^ |>сх| • |х* | ^ \хх\. > 

1.3.5. Максимальным расширением (соответственно порядковым пополне­
нием или, короче, о-пополнением) решеточно нормированного пространства 
{X, Е) называют расширенное ПБК (У, тЕ) (соответственно ПБК (У, оЕ)) вме­
сте с линейной изометрией г : X У, если любое расширенное о-полное под­
пространство (У, тЕ) (разложимое о-полное подпространство (У, оЕ)), содержа­
щее гХ, совпадает с У. Здесь оЕ — дедекиндово пополнение векторной ре­
шетки Е, а тЕ, как и раньше, максимальное расширение оЕ, причем считаем 
Е С оЕ С тЕ. Для множества II в решеточно нормированном пространстве У 
положим 

г1/ := {у = г-Ит у„ : {уп)пеп С 17}, 
п—•оо 

о11 := {у = о-Итуа {уа)аеА си}, 
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т : = | г / = о - ^ щу^ : {у^)^^Е СП}, 

где А — произвольное направленное множество, (тг )̂ — произвольное разбиение 
единицы в ̂ (У), а пределы и сумма существуют в У. Пусть го(и) — часть г(1/), 
содержащая пределы последовательностей из 1/, сходящихся с регулятором 1. 
Обозначим тХ := Ы{хХ), где >с — каноническое вложение X -+ X** из 1.3.4, 
а операции с/ и г вычисляются в расширенном ПБК {X** ,тЕ). 

1.3.6. Если У —расширенное ПБК, то для II С У имеют место сл^ующие 
соотношения: 

ЩЩ = <1{и)- (1) 

йгой{и) = го(1(иу, (2) 

ы{и) = гой{и); (3) 

ггд.{Щ = Ы{и). (4) 

< в каждом из требуемых равенств включение Э очевидно, поэтому следу­
ющие ниже рассуждения связаны с противоположным включением. 

(1) Возьмем семейство (уЛ^ен в (1{(1) и разбиение единицы (7г^)^ен 
в алгебре ЩУ). Элемент у^ € представим в виде = 53 где 

^^и,с)пе^ — разбиение единицы в ф ( У ) при каждом ^ € Н. Положим 

У •=^'^т^ ° 'Г"-? € Н, и 6 II). 

Если {Си)ф {•п,у), то 

В то же время 

V 'га .« )= V ' ' ^ ^ ( V ' ' « • О " ^' 
следовательно, (тл)леНхС/ — разбиение единицы в Заметим, что 

Тем самым у = 53 ^(е,")"' значит, у € с?(г7). 

(2) Пусть теперь семейство (у^) содержится в гос1{11). Зафиксируем 
число е > О и для каждого ^ € Н подберем щ е ^(11) так, чтобы |у^ - щ\
Если « = 53 ''•("е, а у то же, что и выше, то | у - « | ^ е1. Но в силу (1) и € с/((7), 
поэтому у 6 ГоС?(С/). 

(3) Допустим, что последовательность (уп)пбМ из ё{11) сходится к эле­
менту у е У с регулятором е е пцЕ". Подберем разбиение единицы (я-^){ен 
в ф ( т Е ' ) так, чтобы тг̂ е ^ Л^1 при подходящих > 0. Возьмем произ­
вольное е > 0. Для каждого ^ € Е существует номер п(^) е N такой, что 

~ Уп{о\ Положим к = 53 ''•еУп(0 и заметим, что и € с?(1/̂ ) согласно 

(1). Учитывая неравенство |у - « | ^ е1, приходим к заключению: у е гов.{11). 
(4) Сначала нужно заметить, что операция го является топологическим 

замыканием, и поэтому гого(А) = го(А) для каждого А С У. Впрочем, последнее 
легко доказать и непосредственно. Далее, привлекая (2) и (3), можем написать 

гЫ{и) = ггоЛ{и) = Ыгоф) = гос1го(1{и) = гоГо(1{и) = го<1{Щ = Ы{и). > 

1.3.7. Теорема. Всякое решеточно нормированное пространство имеет 
единственное с точностью до линейной изометрии максимальное расширение. 
Пространство (тХ, тЕ) служит максимальным расширением для {X, Е). 
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<] Из 1.3.6 (2,3) вытекает «/-полнота пространства тХ, а из 1.3.6 видна его 
г-полнота. По теореме 1.3.2 тХ — ПБК. Кроме того, тХ расширено, так 
как операция </ в определении тпХ вычисляется в расширенном пространстве 
(Х**,тЕ) (см. 1.3.5). Вложение г := х : X тХ является линейной изо­
метрией (см. 1.3.4). Если У — расширенное ПБК и гХ С У С тХ, то операции 
с/ и г не выводят из У, поэтому 

тХ = гс1(гХ) С гс/(У) С У С тХ, 

т. е. У = тХ. Таким образом, тХ — максимальное расширение пространст­
ва X. 

Допустим, что У еще одно максимальное расширение для X и г' : X —* 
У — соответствующее изометрическое вложение. Оператор Н :=• г' о : 
гХ —>• У представляет собой линейную изометрию. Можно распространить 
к на г{1Х), а затем на Г(/(гХ) с сохранением линейности и изометричности. 
При этом Н{тЕ) — расширенное ПБК и г'Х С Ь(тХ) С У, следовательно, 
Н(тХ) = У. > 

1.3.8. Теорема. Для решеточно нормированного пространства сушеству­
ет единственное с точностью до линейной изометрии о-пополнение. 

<] Напомним, что Е С оЕ С тЕ. Положим 

X = {хетХ •.\х\е оЕ}. 

Тогда X — порядковое пополнение пространства X. > 
Будем считать всегда, что решеточно нормированное пространство X со­

держится в своем о-пополнении X. 

1.3.9. Для о-пополнения X пространства X выполняется равенство X = 
гёХ. Если X разложимо, а Ео := — векторная решетка с главными 
проекциями, то X = оХ. 

<\я часть этого утверждения вытекает из 1.3.6 и 1.3.7. Возьмем х Е X 
и подберем сеть (х^) С X, которая о-сходится к х. Введем на X отношение 
эквивалентности и предпорядок формулами 

г г.. у - г\ \у- г\, г ^у ^\х - г\^\у - 2\. 

Если Ео — решетка с главными проекциями, то можно подобрать такой про­
ектор тг € Ф(Х) , что 7г|х - у| + 7г-'-|х - г\ |х — у| Л |х — г\. Для элемента 
и := тгу + тг-^ г будет 

\х-и\ |х - у| Л | х - г | , 

поэтому у -< « и г «. Итак, предупорядоченное множество (X, -<) направлено 
вверх. Отсюда видно, что фактор-множество А := X/ ~ с фактор-порядком 
является направленным вверх упорядоченным множеством. Рассмотрим теперь 
сеть (хв)абл, где х^ € а (а € А). Из построения видно, что сеть ( |х — Ха|)аеА 
убывает. Пусть е := 1пГ|х - х^!, где инфимум вычисляется в оЕ. В силу 
равенства X = гёХ для произвольного числа е > О можно подыскать семейство 
(х{) С X и разбиение единицы (тг )̂ С ЩХ) так, чтобы |х — 537г^ж^| ^ е\х\. 
Учитывая 1.1.2(2), можно написать 

Отсюда е О и X = о-Итха . > 

е = ^ тг̂ е ^ ^ 7г |̂х - х^| = х- о-^ тг̂ х̂  
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% 1.4. Н е п р е р ы в н ы е б а н а х о в ы р а с с л о е н и я 

Основное содержание текущего параграфа составляет следующее утвержде­
ние: пространство Банаха — Канторовича линейно изометрично пространству 
почти глобальных сечений некоторого непрерывного банахова расслоения. 

1.4.1. Прежде всего, дадим общее определение банахова расслоения. Пусть 
^ — некоторое топологическое пространство. Расслоением над ^ называют 
непрерывную сюръекцию <г : X -* ^ топологического пространства X на, ^. 
Непустое множество Хд = <т~^{д) именуют слоем в точке д Е Я- Отображение 
5 из непустого множества (1от(5) С ^ в X называют сечением над {1от(5), 
если 8{д) € Хд для каждого д Е с1от(«). Непрерывное сечение в будем называть 
локальным, почти глобальным или глобальным в зависимости от того, является 
ли его область определения (1от(5) открытым и собственным подмножеством, 
котощим подмножеством или совпадает со всем ^ . Расслоение <т : X ^ часто 
отождествляют с отображением д ^ Хд (д Е ̂ ) я пишут Х{д) вместо Хд. Кроме 
того, иногда говорят о расслоении X, опуская подразумевг1емые параметры сг 
и д . 

Произведение двух расслоении <т : X ^ и (т' : X' ^ есть расслоение 
т : X X' —>• О, определяемое формулами 

ХхдХ' := {{х,Х')ЕХХХ' : <т{х) = (т'{х')}, 

т : {х, х') ^ (т{х) = <т'(х') ((х, х')ЕХхд X'). 

1.4.2. Непрерывным банаховым расслоением над ^ называют расслоение 
сг : X ^, подчиненное четырем следующим условиям: 

(1) каждый слой Х{д) является банаховым пространством с нормой 
II • ||д, причем топология, определяемая нормой, совпадает с индуцированной; 

(2) сумма X Хд X Э {х,у) X+ у Е X, умножение на скаляры Ж х Э 
{а,х) ах Е X и нулевое сечение ^ Э д *-* Од Е Х(д) являются непрерывными 
отображениями; 

(3) множества вида 

и{8,г) :={ХЕХ: (Т(Х) е а о т ( 5 ) , ||х - 5(<т(х))||^(^) < е}, 

где е > О и 8 — локальное сечение, образуют базу топологии в X; 
(4) для каждой точки х Е Хи любого числа е > О существует локаль­

ное сечение 8 такое, что сг(х) Е <1от(5) и ||х — 8{а{х))\\„(^х) < е. 
В случае паракомпактного пространства ^ данное определение несколько 

упрощается. А именно, вместо (3) и (4) можно потребовать: 
(3') всякая окрестность нуля О, Е Хд содержит окрестность вида 

17(8, е), где е > О, а з — ограничение нулевого сечения д Од на некоторое 
открытое множество; 

(4') отображение а открыто, а Ц • Ц : X —» Ж, ЦхЦ := ||а;||(7(аг) полу­
непрерывно сверху. 

При этом для каждого х Е X существует непрерывное глобальное сечение 
8 такое, что 8(<7(х)) = х. 

1.4.3. Иногда удобно задавать топологию банахова расслоения с помощью 
выделенного множества сечений. Возьмем сюръективное отображение сг : X —* 
^ и допустим, что Хд := (г~^(д) — банахово пространство для каждого д Е 
д . Это равносильно заданию отображения д Хд ш ^ в класс банаховых 
пространств. В множестве всех глобальных сечений 8(0, X) введем структуру 
векторного пространства, полагая (оси + 0у){д) = аи{д) -\- 0у{д) {д Е ^) для 

ЕЖМ и,у Е 8{^, X). Пусть теперь ^ — некоторое множество глобальных 
сечений, удовлетворяющее условиям: 
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(1) ^ — векторное подпространство 8{^, X); 
(2) для каждого з функция д \\8{д)\\д {д € Я) непрерывна; 
(3) для каждого д ЕЯ множество : « € ^ } плотно в слое Хд. 

С помощью множества ^ можно ввести топологию в X, принимая в ка­
честве базиса топологии семейство {1/(8,е)}, где е > О, а 8 — ограничение 
некоторого сечения из на призвольное открытое множество. Тогда а : X 
^ — непрерывное банахово расслоение. При этом сечение и Е 8{^, X) будет 
непрерывным в том и только в том случае, если функция § (-+ ||и — зЦд (д Е ^) 
непрерывна для любого сечения в € 

1.4.4. Укажем важный пример банахова расслоения. Рассмотрим мульти-
нормированное пространство {Х,{\\ ||в)де<э)1 где ^ по-прежнему топологиче­
ское пространство. Для каждого д Е О положим Хд := {х Е X : \\х\\д = 0} и 
обозначим через Хд пополнение нормированного фактор-пространства Х/Хд. С 
каждым элементом х Е X свяжем глобальное сечение г{х) Е 8{^, X) по формуле 
г(х){д) — (рд{х), где <р : Хд -* Х1Хд С Хд — фактор-гомоморфизм. Множество 
^ := г{Х) удовлетворяет условиям 1.4.3 (1~3) в том и только в том случае, если 
для каждого х Е X функция д \\х\\д (д Е ^) непрерывна. Если последнее 
условие выполнено, то согласно 1.4.3 X превращается в непрерывное банахово 
расслоение. При этом говорят, что построенное банахово расслоение X ассоци­
ировано с мультинормированным пространством {X, {\\-\\д)дея)1 а отображение 
г : X —у С{^,X) называют каноническим вложением. 

1.4.5. Нам потребуется следующий вспомогательный факт. 
Пусть {^()(^Е — семейство попарно не пересекающихся открытых мно­

жеств с плотным в ^ объединением. Если — котощее подмножество ^( при 
каждом ^ € Н, то объединение Р := У также котощее множество в ^. 

<] Для каждого ^ Е Н подберем последовательность (С?«,^)пен открытых 
подмножеств ^^ такую, что П Спх С Р^ € Е). Так как ^( попарно не 

пересекаются, имеем 

и п с » , . = п и еп,«-

Отсюда, если Сп := У Стп,(, то Р Э [) Сп- Тем самым Р — котощее множе-
(62. ' пек 

ство, ибо Оп открыто и плотно в ^ для каждого п € N. > 

1.4.6. Предположим теперь, что ^ — экстремально несвязный компакт. 
Возьмем непрерывное банахово расслоение X над ^ . Если и — почти глобаль­
ное сечение расслоения X, то функция д 1-̂  ||«(<?)||д определена и непрерывна на 
котощем множестве с1от(и). Следовательно, существует единственная функ­
ция \и\ Соо{^) такая, что \и\{д) = ||г((<;г)||д (д Е <1от(и)). В множестве по­
чти глобальных сечений Ш{(^,Х) введем отношение эквивалентности, пола-
гая и ^ V, если и{д) = у{д) при д Е Аот(и) П Аот{ь). Для эквивалентных 
и и г; будет |гх| = поэтому можем определить |й | := |« | , где й — класс 
эквивалентности почти глобального сечения и. Фактор-множество Ш{^,X)/ ~ 
обозначим символом Ссx,(^,X). Множество Со^(^,X) естественным образом 
превращается в решеточно нормированное пространство. Так, например, под 
элементом й-\- V понимается класс эквивалентности почти глобального сечения 
д и{д) + у{д) {д Е <1от{и) П <1от{ь)). Если Е — порядковый идеал в Соо{Я), 
то полагаем 

^(^) := {иЕС^{Я,Х).\и\ЕЕ]. 

В каждом классе эквивалентности « существует единственное сечение й Ей 
такое, что с1от(г;) С с1от(й) для всех V Ей. Сечение й называют расширенным. 
Пространство Соо{Я,^) можно тем самым реализовать как пространство всех 
расширенных почти глобальных сечений расслоения X. 
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1.4.7. Творема. Пусть X — непрерывное банахово расслоение над экстре­
мальным компактом Я, а Е — фундамент в Соо{Я)- Тогда Е(Х) — простран­
ство Банаха — Канторовича, максимальным расширением которого служит 
пространство Соо{Я, X). 

< Достаточно установить, что Ссхз{Я, ЗС) — расширенное пространство Ба­
наха — Канторовича. Возьмем семейство (и()^е= попарно дизъюнктных эле­
ментов из Соо{Я,Х). Пусть д ^ — наименьшее открыто-замкнутое множество 
в д , на дополнении которого равно нулю. Тогда Я^ Г\ = 0 при ̂  ф г]. 
Дополнив, если нужно, семейство (щ) ненулевым сечением, можно считать, что 
{Я()(€=. — разбиение единицы в булевой алгебре открыто-замкнутых подмно­
жеств компакта д . Положим := П (1от(г45) и С := У Определим 

сечение ио формулами 
аош(и) := С, ио\о^ = щ\а^ € 5) . 

Множество О является котощим согласно 1.4.5, а сечение ио непрерывно по 
определению, так что «о определяет единственный элемент и € Соо{Я,Х), для 
которого тг^щ = тг̂ и € Н), где тг̂  — проектор-оператор умножения на харак­
теристическую функцию множества 0^. Если в — конечное множество в Н и 
ив = и^, то \и — щ\ тг^е, где тг̂  = 8ир{7Г( : ̂  € поэтому и = о-Мтие-

(ев 
Пусть теперь последовательность (г4„)пен в Соо{Я,Х) г-фундаментальна с 

оо 
регулятором с € Соо(<5)- На котощем множестве С := <1от(е) П р | (1от(г1„) 

п=1 
можно определить сечение и по формуле и{д) := Нт«п(?)- Существование нуж­
ных пределов следует из оценки ||и„(д) —«^(9)11 ^ ^ке{я) (п, т ^ к), где Ап 0. 
Из этого же неравенства после перехода к пределу при ш —»̂  оо видно, что 
ип сходится к и локально равномерно. Следовательно, сечение и непрерывно. 
Остается заметить, что |«п — ^| ^ ^к^ ^ ^), т. е. г- И т Пп = «. 

п—юо 
Таким образом, Соо{Я,Х) полно и г-полно, поэтому требуемое вытекает 

из 1.3.2. > 
1.4.8. Непрерывное банахово расслоение X над экстремальным компактом 

д назовем просторным, если всякое его непрерывное ограниченное почти гло­
бальное сечение можно продолжить до непрерывного глобального сечения. Вве­
дем обозначение: 

С'^{Я,Х) := {и е Соо{Я,Х) : \и\ С{Я)}, 
т. е. С1{д,Х) = Е{Х) при Е := ОД). 

Эквивалентны следующие утверждения: 
(1) расслоение X просторно; 
(2) С1{Я,Х) = С{д,Х); 
(3) С(Я, X) — пространство Банаха — Канторовича. 

< Импликации (1) =>• (2) =^ (3) очевидны. Пусть выполнено (3). Покажем, 
что X — просторное расслоение. Возьмем сечение и Е С^{Я,Х). Существует 
разбиение единицы (д^)^ен в булевой алгебре открыто-замкнутых подмножеств 
Я такое, что ограничение и на Я^ является непрерывным глобальным сечением. 
Если я"̂  — проектор в Со2{Я,Х), соответствующий множеству Я^, то тг^и Е 
С{Я,Х). Заметим, что: 

еео (ев 
где 9 — конечное подмножество 5. Так как |и | Е С{Я), правая часть последнего 
равенства о-сходится к нулю в С{Я). Ввиду о-полноты С{Я,Х) заключаем, что 
иеС{Я,Х).> 

Можно показать, что утверждения (1)-(3) равносильны также следующему: 
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(4) непрерывное ограниченное сечение расслоения X, определенное на 
плотном подмножестве Я, можно продолжить до непрерывного глобального се­
чения. 

1.4.9. Пусть X и ^ — непрерывные банаховы расслоения над одним и тем 
же компактом р . Отображение Н : д*-^ Нд Е В{Хд,&д) (д Е <Э) называют изоме­
трией X на '3^, если Нд есть линейная изометрия из Хд на ^ при всех ? Е ^ и 
для каждого непрерывного сечения и Е С{Я,Х) отображение Ни : д ^-^ }гд{и(д)) 
(д Е Я) непрерывно. Если Л — изометрия из X на то отображение и ^-^ Ни 
(и Е С(Я, X)) представляет собой линейную изометрию решеточно нормирован­
ных пространств С{Я,Х) и С{Я,'3^). Обратное утверждение также справед­
ливо, но в случае просторных расслоений имеет место более сильное утвержде­
ние. 

Пусть Ж и '3^ — просторные непрерывные банаховы расслоения над экс­
тремальным компактом д . Тогда ЗС и изометричны в том и только в том 
случае, если РНП Соо{Я, ЗС) и Соо{0, ^) линейно изометричны. 

< Пусть 7 — линейная изометрия Соо(д,ЗС) на СооС^,^)- Тогда и Е 
С{Я,Х) в том и только в том случае, если ]и Е С{Я, ^ ) , ибо для просторного 
расслоения имеем С = С^^ (см. 1.4.8(2)). Для и Е С{Я,Х) и д Е Я положим 
Нд{и{д)) := {^и){д). Легко видеть, что 

т. е. Нд — линейная изометрия из Хд в Кроме того, очевидно, что Ни Е 
С{Я,'3^\и и Е С{Я,Х). Для каждого г/ Е ^ можно подобрать глобальное 
непрерывное сечение V так, что ь(д) = у . Если и := 7~^(у), то Нд{и(д)) = у , 
значит, оператор Нд сюръективен. Тем самым Н — изометрия т X на ^. > 

1.4.10. Теорема. Пк^е пространство Банаха — Канторовича X нал фун­
даментом Е С Соо{Я) линейно изометрично Е(Х) для некоторого просторного 
непрерывного банахова расслоения X над Более того, такое расслоение X 
единственно с точностью до линейной изометрии. 

< Пусть X — максимальное расширение пространства X (см. 1.3.5). По­
ложим Хо := {х е X : \х\ С{Я)} и := \х\{д) {д еЯ,х е Хо). Ясно, что 
(I! • II^)9€^ — мультинорма на Хо- Пусть X — непрерывное банахово расслоение, 
ассоциированное с указанной мультинормой, аг : Хо -* С{Я, X) — каноническое 
вложение (см. 1.4.4). Из определения топологии в X (см. 1.4.3) видно, что про­
извольное сечение и Е С{Я,Х) в подходящей открыто-замкнутой окрестности 
каждой точки из <5 проходит через е-трубку, определяемую некоторым сечением 
вида г(х), х Е Хо- Следовательно, для любого е > О можно подобрать разбиение 
единицы (<5(){ен в булевой алгебре открыто-замкнутых подмножеств Я и семей­
ство элементов {х()^^в в Хо такие, что \\и{д) — г{х^){д)\\д ^ е (д Е ^ Е Н) 
или \1г^и — 1г^г{х^)\ 6:1 (̂  Е Е), где тг̂  — проектор-оператор умножения на 
характеристическую функцию множества Я^. В пространстве Хо существует 
элемент = ^ж^х^, для которого \г{хе) — и\ е1. В силу г-полноты Хо су­
ществует также X := г-Итх^, причем г{х) = и и | х | = |и | . Таким образом, 

г(Хо) = С(Я,Х) и, значит, С{Я,Х) — пространство Банаха — Канторовича. 
Согласно 1.4.8 расслоение X просторное. Утверждение о единственности сле­
дует из 1.4.9. > 

§ 1.5. Б у л е в о э н а ч н о е п р е д с т а в л е н и е 

Обсудим булевозначный принцип переноса для решеточно нормированных 
пространств. Интерпретация банахова пространства в произвольной булево­
значной модели представляет собой пространство Банаха — Канторовича. На­
оборот, максимальное расширение решеточно нормированного пространства 
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при погружении в подходящую булевозначную модель превращается в банахово 
пространство. Тем самым возникает возможность переноса теорем о банахо­
вых пространствах в аналогичные результаты для решеточно нормированных 
пространств с помощью булевозначных методов. 

1.5.1. Для понимания материала текущего параграфа необходимы неко­
торые сведения из теории булевозначных моделей. Будем пользоваться буле­
возначной техникой спусков и подъемов в том виде, как она представлена в 
52]. Всюду ниже 1В — фиксированная полная булева алгебра, а У*̂ *) — бу­

левозначный универсум, построенный над 1 . Пусть ^ и ^ — поля соответ­
ственно вещественных и комплексных чисел внутри У^^\м через ф и 
0 операции сложения и умножения в полях ^ и ^ . Спуск ^ | вводится формулой 
^1 := {х е У^'^^; 1хеЩ = 1}, где И — булева оценка формулы (р. Операции 
-|- и • на множестве определяются так: 

х + у= 2^[хфу = 2} = 1, х-у = 2^1х®у = г} = 1. 

Аналогично определяются ^ | и операции в нем. При этом известно, что ̂ | и 
^1 соответственно вещественное и комплексное расширенные ^^'-пространства 
(теорема Гордона, см. [52]). Более того, 3^1 и ^ | — коммутативные алгебры 
с единицей 1. Отметим также, что = К е ^ | и ^ | = 3^1 ф гЗ^. Будем 
обозначать А := ^ | и Л+ := {а € А : а = Кеа , а ^ 0}. 

Если 8 : А ^[ — сеть и о- — модифицированный подъем «, то |(Т ; Л'̂  
3^ — сеть ] = 1 и имеет место эквивалентность 

|Ит<т — х\ 1 ^ о-Мтв = х. 

1.5.2. Теорема. Пусть {ЗС,р) — банахово пространство в модели У^^\ 
Положим X := ^1 и \ := р | ( -) . Имеют место утверждения: 

(1) (X, I • \ — расширенное пространство Банаха — Канторовича; 
(2) на пространстве X можно ввести структуру точного унитарного 

модуля над кольцом А = ^ | так, что 

{Х1)х = Хх (ХеС, хе Х), (а) 

| ах | = | а | - | х | ( а е ^ 1 , х & X), (б) 

6 ^ |х = 01 ^ х ( Ь ) х = 0 (ьев, хех), (в) 

где X — изоморфизм из Ш на ^(Х). 
< Операцию суммы в ЗС,*!^ и ЗИ обозначим одним и тем же символом ф. 

Пусть © — внешний закон композиции х ЗС X комплексного векторного 
пространства Ж, а также умножение в ^ и в ^ . Положим -|- := ф | и • :— 0 ] . . 
Это означает, что 

хЛ-у- 2 ^\х®у - 2\ \

а-х = у<г^[а<Эх = у} = 1 (а Е А, х,у е X). 

Из простейших свойств спуска следует, что {X, +) — абелева группа. Напри­
мер, коммутативность операции + выводится так. Внутри модели [фог = ф | = 
1, где г: ЖхЗС—>-ЖхЖ — перестановка координат. Но тогда г := г| — 
перестановка координат в X х X и 

+ о г = ф | о г| = (ф о г) | = ф | = +. 

Для произвольных Ь Е Ш и X Е X положим х(Ь)^ := П11х{6ж,6*0}, где О — 
нейтральный элемент группы {Х,+). Иными словами, х(^)^ — единственный 
элемент из X, для которого 1х{Ь)х = х} ^ Ь и |х(Ь)х = 0] ^ 6*. Тем самым 
определено отображение х{^) '• X X, причем х(Ь) аддитивно и идемпотентно. 



Мажорируемые операторы 229 

Пусть ф := {х(Ь) : Ь ЕЩ- Тогда ф — полная булева алгебра, ах — булев изо­
морфизм. Учитывая, что внутри модели справедливы аксиомы векторного 
пространства для ЗС, можно написать: 

а-(х + у) = а<Э{х + у) = а01Х + а(Эу = а- х + а-у, 

{а-\-Ь)-х = (а-\-Ь)<Эх = а(Эх+Ь(Эх = ах-ьЬх, 

(а6) • X = (аЬ) (•) X = а О (Ь <Э х) = а • (Ь • х), 

1х = 1ех = х {а,Ье А.; х,у е X). 

Из этих соотношений ввиду отделимости вытекает, что операции + и • 
задают структуру унитарного Л-модуля на X. Полагая Ах := (А1) • х (А 6 
С, X € X), получим структуру комплексного векторного пространства на X, 
причем выполняется равенство (а). Так как в модели К^'^ 

Х{Ь) = 1 х{Ь) © X = X, х{Ь) = О =» х{Ь) © X = О, 

по определению при 6 ^ [х = 0| будет 

6 < 1х{ь) 0 X = х1 Л [х = 1х{Ь) • X = 01, 

* * ^ [ х ( ь ) 0 а ; = о1 = 1 х ( Ь ) х = о1. 

Отсюда • X = 0] = 1, или х{Ь)^ = 0) ^'то и влечет (в). 
Займемся теперь банаховыми свойствами пространства {ЗС,р). Субадди­

тивность и однородность нормы р можно записать так: 

роф ^фо{р X р), р о © = 0 о ( | • I X р), 

где р X р : (х ,у ) (р(х),р(г/)) и \ \ р : {а,х) ( |а | ,р(х)) . Учитывая правила 
спуска суперпозиции, для р := | • | получим 

р о - | - ^ - Ь о { р х р ) , р о ( . ) = ( . ) о ( | • I X р). 

Это означает, что оператор | • | : АГ —> й е Л есть векторная полунорма и вы­
полнено условие (б). Если | х | = О для некоторого х € А", то ввиду равенства 
р{х) = | х | ] = 1 будет |р(х) = 0] = 1, значит, |х = 01 = 1, или х = 0. Итак, 
• I — векторная норма. Разложимость вытекает из свойства (б). Действи­

тельно, допустим, что с := | х | = С1 -Ь сг (х € X; сьСг € Л"*"). Сушествуют 
01,02 € Л"*" такие, что а^с = с* [к := 1,2) и -Ь 02 = 1 (нужно положить 
а* := С1е{с + (1 — ес))~^, где Сс — след элемента с). Если Хк := Ок • х [к := 1, 2), 
то X = X I -Ь Х2 и \хк\ \акх\ ак\х\ с^. 

Остается обосновать о-полноту X. Возьмем о-фундаментальную сеть « : 
А ^ X. Если 8{а, Р) := «(а) - «(/?) (а, /? € А), то Ит | • | о 5(а, /?) = 0. Пусть 
<т : А'^ ЗС —модифицированный подъем 8 и &{а, 0) := (г(а)—а{0) (а, 0 Е А^). 
Тогда а — модифицированный подъем в и ро ё — модифицированный подъем 
I • I о 8. В силу 1.5.1 [ И т р о о- = 0] = 1. т. е. У^^^ \= «а — фундаментальная 
сеть в ^?Г». Так как Ж — банахово пространство внутри У'^^\у принципа 
максимума найдется такой элемент х Е X, что [11тр о сго = 0| = 1, где сго : 
А^ —>• ^ определена формулой сго(а) := <т{а) — х (а € А^). Модифицированным 
спуском (То будет сеть 8о " л »-+ 8{а) — х (а 6 А). Следовательно. о И т | | о8с = О, 
или о-Ит |8 (а) — х | = 0. > 

Расширенное пространство Банаха — Канторовича Ж[ := {Х,р)1 := 
{ЗС1,р1) будем называть спуском банахова пространства (^",р). 

1.5.3. Теорема. Для любого решеточно нормированного пространства 
{Х,р) существует единственное с точностью до линейной изометрии бнни.ковс 
пространство ЗС внутри У^^\ Ш ~ *В(|Л'|-'--^-), для которого спуск явля­
ется максимальным расширением X. 
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<] Будем считать, не ограничивая общности, что Е = р{Х)-^-^ С тЕ = 3^1 
и В = Ъ{Е). Положим 

(1{х,у):=р{х-у)^^ (х,уеХ). 

Без труда проверяется, что с1 есть В-метрика на множестве X. Если снабдить 
поле С дискретной В-метрикой с?о> то операции сложения + : X хХ X и умно­
жения • : С X X X будут нерастягивающими отображениями. Нерастягива-
ющим будет также векторная норма р. Все эти утверждения почти очевидны. 
Так, например, для умножения при а,Р Е С тл х,у Е X имеем 

а(ах, (Зу) = р{ах - /Зу)-^^ ^ {\а\р{х - у))^^ V (\а - /ЗШ)^"- ^ с1(х, у) V с[о{а, (3). 

Пусть ЗСо — булевозначная реализация В-множества (А", с?) (см. [37, 52]). 
Положим ро :- ^ ~ ( р ) , Ф := ^ ~ ( + ) и 0 := ^~{-), где — функтор по­
гружения. Отображения ф и ф определяют структуру векторного простран­
ства над полем в множестве ЗС^, а функция ро : ЗСо х Хо —* ЗИ является 
нормой. В силу принципа максимума существуют элементы ЗС,р Е У^^^, для 
которых | ( . ^ , р ) — комплексное банахово пространство, являющееся пополне­
нием нормированного пространства (^о,/>о)1 = 1- При этом можно считать, 
что \ЗСо — плотное С"-подпространство Ж\ 1. Пусть г : X Хо := Жс1 — 
каноническая инъекция (см. [37, 52]). Так как Н нерастягивающее отобра­
жение из X X в А", то сумма в Хо, т . е. -|- := ф],, единственным образом 
определяется соотношением г о + = о (г х г), где г х г : (х,у) -+ {1Х,гу) — 
каноническая инъекция В-множества X х X (см. [37, 52]). Но это равносильно 
аддитивности г. Аналогично для операции (•) := © | имеем г о (•) = (•) о ( х х г), 
где X X г : (Л, х) —»• (А'^,гх) (Х Е С, х Е X). Таким образом, г — линейный 
оператор. Еще раз использовав те же соображения для ро := ро1, получим 
1Е о Ро = Ро о г, где — каноническая инъекция Е. Это означает, что г — 
изометрия, т. е. сохраняет векторную норму. Рассмотрим подпространство 
У С ЖI, гХ С У, являющееся расширенным пространством Банаха — Кан­
торовича с нормой д{у) := рЦу) (у Е У)- Из разложимости нормы д и дизъ­
юнктной полноты У вытекает, что Хо СУ. Действительно, Хо = т1х(гХ), а в 
силу условия (в) из 1.5.2(2) для х Е ^1 будет х = т1х(й^гх^) в том и только 
в том случае, если х = о-^x{^$)'^^(• С другой стороны, У разложимо и с1-
полно, значит, согласно 1.1.3 У инвариантно относительно каждого проектора 
X —>̂  х ( ^ ) х и содержит все суммы указанного вида. По аналогичным соображе­
ниям У = т 1 х У . Если ^ := У], то {ЗСо С Хо С ЗС} = 1, причем ^ | = У. 
Пусть <г : ^ — последовательность Коши и в — ее модифицированный 
спуск. Тогда я — о-фундаментальная последовательность в У, следовательно, 
существует у = И т » . Из 1.5.1 видно, что |у = 11т<т] = 1. Этим установлена 
полнота множества а вместе с ней и соотношение ЗС = или X = У. 

Пусть ^ — банахово пространство внутри У^^\м ^1 — макси­
мальное расширение решеточно нормированного пространства X. Если г' — 
соответствующее изометрическое вложение X в 3^1, то г' о г распространяется 
единственным образом до линейной изометрии Хо на дизъюнктно полное под­
пространство 2о С Пространства ЗСо и ^о '•= ^оТ изометричны. Но тогда 
изометричны и их пополнения ЗС и '3^ С ^ соответственно. Так как ^ | — 
пространство Банаха — Канторовича и гХ С ^ | С то ̂ | = Поэтому 
^ = ^ и, стало быть, ЗС л ^ линейно изометричны. > 

1.5.4. Из установленного факта следует, в частности, другое доказатель­
ство теоремы 1.3.7. Для иллюстрации выведем из 1.5.3 два следствия о строении 
максимального расширения тХ. 

(1) Для любых X Е тХ и е > О найдутся семейство (х^)^^н в X и 
разбиение единицы (7г^)^е= ^ ф ( т Х ) такие, что 

Х-0-^ТГ^1Х( ^ ф \
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(2) Решеточно нормированное пространство линейно изометрично 
фундаменту своего максимального расширения тогда и только тогда, когда оно 
разложимо и о-полно, т. е. является пространством Банаха — Канторовича. 

< Сформулированные два утверждения удобно доказывать вместе. Поль­
зуясь теоремой 1.5.3, считаем, что тХ := ЗС1, \ \= /? | . Тогда пространство 
{тХ, тЕ) вместе с инъекцией г есть максимальное расширение пространства X . 
Возьмем X е тХ. Не ограничивая общности, можно считать, что |а:| — еди­
ница в тЕ. Так как Хо плотно в X, то в силу принципа максимума для любого 
е > О найдется такой элемент х^ € У^'^\о 

{хе е Хо} = 1Р{Х - Хе) ^е^ •е} = 1. 

Отсюда Хе Е Хо и |а; —Хе| ^ ее. Остается заметить, что Хо = т1х{гХ), поэтому 
Хе имеет вид ^ я-̂ х̂̂ , где (х^) С X, а (тг )̂ — разбиение единицы в ф ( т Х ) . 

Очевидно, что фундамент пространства Банаха — Канторовича разложим 
и о-полон. Наоборот, пусть X — разложимое и о-полное решеточно нормиро­
ванное пространство. Тогда в силу 1.1.6(2) Ео := \Х\^^ — АГ-пространство, 
и, считая Е фундаментом в 3^1, мы не умгшяем общности. Пусть х € гпХ и 
| х | € /?о- В силу (1) найдется последовательность (х„) С Хо, для которой 

1 / 1\ 
| х „ - х | ^ - е , |хп | ̂  1 + -)е (п е М). 

п V " / 

Так как о-полное разложимое пространство (/-полно и г-полно, отсюда выте­
кает, что Хп Е X и X е X. Тем самым X = {х Е тХ : | х | Е Ео}, т. е. X — 
фундамент тХ. > 

§ 1.6. К о м м е н т а р и и 

1.6.1. Векторные пространства, нормированные элементами векторной ре­
шетки, т . е. то, что мы называем РНП, ввел Л. В. Канторович в 1935 г. [29]. В 
той же работе впервые появилась необычная аксиома разложимости 1.1.1(4). 
Интересно отметить, что в исследованиях других авторов эта аксиома ино­
гда опускалась как несущественная. Ее принципиальное значение выяснилось 
в связи с булевозначным представлением РНП (см. 1.6.5). Несколько ранее 
(см. [114]) Курепа рассмотрел езрасев р8еис1ос1181апс1е8, т. е. пространство с 
метрикой, принимающей значения из упорядоченного векторного пространства. 
Первые применения векторных норм и метрик относились к методу последова­
тельных приближений и численному анализу (см. [33, 36, 109, 114, 148]). 

Связь между разложимостью и существованием булевой алгебры проекто­
ров в РНП обнаружил А. Г. Кусраев [46, 47]. Пространства, в которых фик­
сирована булева алгебра линейных проекторов и задан согласованный порядок 
(соог(11па1;ес1 зрасез), изучал Купер [94, 95]. Утверждения 1.1.6(1,2) получены 
в [41]. 

1.6.2. Материал об измеримых функциях со значениями в банаховом про­
странстве и, в частности, в пространстве ограниченных линейных операторов, 
см. в [26, 96, 97]. Общую идею построения пространств из § 1.2 можно выра­
зить так: если X — банахово (или локально выпуклое) пространство, а Е — 
функциональное пространство, то с ними можно связать класс вектор-функций 
(измеримых или непрерывных) 2, потребовав, например, чтобы / Е 2 в том 
и только в том случае, если I о / Е Е для каждого I Е X' и т. п. Эта идея 
отработана при построении теории векторного интеграла (см. [6, 26, 77, 96, 97, 
106]). 
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1.6.3. Критерий полноты 1.3.2 сформулировал А. Г. Кусраев в [46] при 
условии, что нормирующая решетка Е порядково полна. В [47] приводится 
доказательство в более общей ситуации пространств с разложимой векторной 
мультинормой. Предположение о порядковой полноте Е удалось снять в [41]. 
Для архимедовой векторной решетки (случай X = Е) указанный факт устано­
вили А. И. Векслер и В. А. Гейлер [15]. Максимальное расширение для произ­
вольного /Г-пространства изучил А. Г. Пинскер (см. [36]). Им установлено, в 
частности, что /Г-пространство обладает единственным с точностью до изомор­
физма максимальным расширением. Утверждение 1.3.7, представляющее собой 
обобщение теоремы Пинскера для РНП, получено, по существу, в [47]. Относи­
тельно теоремы 1.3.8 о порядковом пополнении РНП см. [47, 58]. Утверждение 
X = оХ т 1.3.9 принадлежит А. Е. Гутману. 

Операторно сопряженное пространство X* из 1.3.4, введенное здесь для 
построения максимального расширения тХ, интересно само по себе и изучалось 
в [47]. В частности, РНП X операторно рефлексивно в том смысле, что X** = 
к{Х), в том и только в том случае, если множество {ж € Х : |ж| ^ е} слабо 
циклически компактно для каждого элемента е Е Е+ (см. [47]). 

1.6.4. Непрерывные банаховы расслоения широко применяются для пред­
ставления различных функционально-аналитическких объектов (см. [100, 105, 
147]). 

В [58] было введено пространство Е(Х') почти глобгшьных сечений непре­
рывного банахова расслоения Х и установлена теорема 1.4.7. Там же показано, 
что любое ПБК линейно изометрично пространству Е{ЗС) для подходящего ЗС, 
однако единственность расслоения X доказать не удалось. А. Е. Гутман на­
шел класс единственности для теоремы 1.4.7 — класс просторных непрерывных 
банаховых расслоений — и доказал теорему 1.4.10 [25 . Подробное изложение 
этих и других интересных результатов см. в [101]. А. Е. Гутман изучил также 
возможность представления ПБК с помощью измеримых банаховых расслоений 
[102]. 

1.6.5. Булевозначные представления используются в анализе, начиная с 
работ Е. И. Гордона [22] и Г. Такеути [153]. Различные аспекты этого на­
правления, называемого булевозначным анализом, а также соответствующую 
библиографию см. в [52, 116, 117]. 

Теоремы 1.5.2 и 1.5.3 о булевозначной реализации РНП получил А. Г. Кус­
раев [45, 46], подробности см. в [17, 47]. 

Представление ПБК с помощью непрерывных банаховых расслоений и их 
булевоэначное представление тесно между собой связаны. Не входя в детали, 
суть этой взаимосвязи можно понять из следующих двух результатов, устано­
вленных соответственно Малвеем [134] и А. Г. Кусраевым [45]. 

(1) Для любого топологического пространства Я эквивалентны кате­
гория Вп{Я) банаховых расслоений над ^ и категория банаховых пространств 
в топосе пучков над С?. 

(2) Категория ПБК, имеющих в качестве нормирующей решетки фик­
сированное расширенное К-пространство Е, эквивалентна категории банаховых 
пространств в У^^^ (т. е. в топосе Ш-миожеств У^^^), где М — база Е. 

Глава 2. Пространство 
мажорируемых операторов 

Мажорируемые операторы часто встречаются в анализе. Наиболее извест­
ные примеры — интеграл Бохнера (2.1.5), оператор условного математического 
ожидания (2.1.6), слабо или сильно интегральные операторы (2.1.8, 2.1.9), опе­
раторы взвешенного сдвига (2.1.11). 
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В этой главе изучаются общие свойства мажорируемых операторов. Мажо­
рируемый оператор имеет наименьшую (или точную) мажоранту при довольно 
слабых предположениях. Достаточно, например, потребовать, чтобы область 
определения была разложимым пространством, а нормирующая решетка образа 
была порядково полна (2.1.2). Существуют явные формулы для вычисления точ­
ной мажоранты (2.2.2, 2.2.5), которые весьма полезны при изучении взаимосвязи 
оператора и его точной мажоранты. Так, например, используя эти формулы, 
можно показать, что мажорируемый оператор порядково непрерывен в том и 
только в том случае, если порядково непрерывна его точная мажоранта (2.3.2). 
Кроме того, порядково непрерывный мажорируемый оператор из разложимого 
РНП в порядково полное РНП допускает единственное продолжение на порядко­
вое пополнение области определения с сохранением точной мажоранты (2.3.3). 
Благодаря этому факту удается, в частности, уточнить в некоторых случаях 
формулы для вычисления точных мажорант (2.3.4, 2.3.5). 

Центральным результатом главы является разложимость мажорантной 
нормы. Если X — разложимое РНП, а У — ПБК, то точная мажоранта за­
дает на пространстве мажорируемых операторов М{Х,У) разложимую норму, 
а потому М{Х,У) — ПБК (2.4.5). Доказательство этого факта опирается, в 
частности, на недавние результаты о строении булевой алгебры осколков поло­
жительного оператора (2.4.1). 

Из разложимости мажорантной нормы следует, например, что мажорируе­
мый оператор разлагается единственным образом в дизъюнктную сумму поряд­
ково непрерывного и порядково сингулярного операторов. Однако это утвер­
ждение можно доказать и непосредственно. Более того, можно указать явные 
формулы для вычисления порядково непрерывной составляющей (2.3.9). При 
некоторых не очень обременительных условиях порядково сингулярные опера­
торы совпадают с множеством операторов, обращающихся в нуль на некотором 
фундаменте (2.4.9). Дана также внутренняя характеризация почти интеграль­
ных операторов, т. е. операторов, точные мажоранты которых входят в ком­
поненту, порожденную конечномерными порядково непрерывными операторами 
(2.4.11). 

§ 2.1. О п р е д е л е н и я и п р и м е р ы 

В этом параграфе введено понятие мажорируемого оператора и рассмотре­
ны различные примеры мажорируемых операторов, в частности операторы 
взвешенного сдвига, интегральные и псевдоинтегральные операторы. 

2.1.1. Рассмотрим РНП {Х,Е) и (У, Г), линейный оператор Т : X У и 
положительный оператор 8 : Е Г. Если выполнено условие 

| Т х | ^ 5 ( | х | ) (хеХ), 

то говорят, что 5 мажорирует Т или 5 является мажорантой для Т. Оператор 
Т в этой ситуации называют мажорируемым. Пусть та^(Т) обозначает множе­
ство всех мажорант оператора Т. Ясно, что та^(Т) — выпуклое множество 
в /С-пространстве Ьг{Е,Е). Если в та^(Т) существует наименьший элемент 
(относительно индуцированного из Ьг{Е,Г) порядка), то он называется наи­
меньшей мажорантой или точной мажорантой оператора Т и обозначается 
символом \Т\. Следовательно, \Т\ положительный оператор из Е в Е, при­
чем | Т | = ^пГша^(Т) Е т а ] ( Г ) и выполняется нормативное неравенство 

| Г х и | т | ( | х | ) (хеХ). 

Множество всех мажорируемых операторов т X вУ обозначим через М [Х, У). 
Таким образом, 

ТеМ{Х,У)<^таз{Т)ф0. 
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2.1.2. Предположим, чтоХ разложимо, а Г порядково полна. Тогда любой 
мажорируемый оператор Т : X —*У имеет точную мажоранту \Т\. 

<3 Сначала заметим, что т а з ( Т ) является нижней полурешеткой, т. е. если 
81,82 Е та^(Г) , то 81 А 82 Е т а з ( Г ) . В самом деле, если = ех + ег, где ж Е А" 
и 61,62 Е Е+, то имеет место представление х = Х1 + Х2, = (к := 1,2). 
Следовательно, справедливы неравенства 

\Тх\ \ТХ1\ \ТХ2\ 8161 + 5262. 
Переход к инфимуму по ех и ег, 61+62 = \х\, дает \Тх\ 81 А 5*2(1x1). Итак, 
множество гаа^(Т) фильтровано вниз, поэтому точная нижняя граница 5 := 
1пГтаз(Г) вычисляется поточечно на конусе Е.^.. Отсюда вытекает, что 

\Тх\ ш{{8'(\х\) : 8' Е таЦТ)} = 8(\х\) (х Е X), 

т. е. 5 Е та^(Г) или 8 = \Т\. > 

2.1.3. Без дополнительных условий типа разложимости нельзя гарантиро­
вать существование у мажорируемого оператора точной мажоранты. Простей­
шие примеры убеждают, что ненулевой мажорируемый оператор может иметь 
даже дизъюнктные мажоранты. В то же время условия разложимости допус­
кают некоторое ослабление. Отметим несколько таких случаев. 

(1) Предположим, что X г-раэложимо в следующем смысле: для лю­
бых х Е А ' я 0 ^ е ^ | х | существует г-фундаментальная последовательность 
(хп) в X такая, что | х „ | -^е и |х — х „ | —>̂  | х | — е. Тогда всякий мажорируемый 
оператор из X вУ имеет точную мажоранту. 

(2) Пусть Е — векторная решетка с проекциями на главные компо­
ненты, а X ё-разложимо. Тогда всякий мажорируемый оператор из X в У 
имеет точную мажоранту. 

(3) Допустим, что X о-разложимо в следующем смысле: для любых 
х Е А ' и 0 ^ е ^ | х | существует о-фундаментальная последовательность (х„) в 
X такая, что |х„ | е и |х — Хп | — | х | — е. Тогда всякий порядково непрерывный 
(см. 2.3.1) мажорируемый оператор из X вУ имеет точную мажоранту. 

2.1.4. Укажем основные типы мажорируемых операторов, наиболее часто 
встречающиеся в литературе. 

(1) Если Е = Е = Ш, то ХиУ — нормированные пространства, 
а М{Х,У) = ^5?(А',У) — пространство всех ограниченных операторов из X 
в У. Точная мажоранта оператора Т Е М{Х,У) определяется положительным 
числом — нормой оператора Т: 

| | Т | | = 8 и р { | | Т х | | : | | х | К 1 } . 

(2) Пусть X = Е и У = Е, а решеточной нормой служит модуль 
элемента. Тогда М{Х, У) совпадает с пространством Ьг{Е, Е) всех регулярных 
операторов изЕвЕ. Точная мажоранта оператора Т Е М{Х, У) есть его модуль 
\Т\. Если Е — /С-пространство, то имеет место формула 

\Т\х = шр{Ти : \и\ х } (х Е Е+). 

(3) Предположим, что Е = Ж п У = Е. Тогда оператор Т : X Е 
мажорируем в том и только в том случае, если множество {Тх : х Е X, \\х\\ 1} 
порядково ограничено в Е. Если Е — /^-пространство, то точная мажоранта 
имеет вид 

| Т | = 8ир{Гх : ||х|| ̂  1} 
(фактически точной мажорантой будет отображение < •->• 1\Т\ Е М)). Элемент 
\Т\т абстрактной нормой оператора Т. Итак, в случае /^-простран-
ства Е множество М{Х, Е) совпадает с множеством Ьа(Х, Е) операторов, име­
ющих абстрактную норму. 



Мажорируемые операторы 235 

(4) Допустим теперь, что X = Е и Г = Ж. Тогда мажорируемость 
оператора Т : Е —*У означает существование положительного функционала е* 
на Е такого, что 

| | Т е 1 К ( | е | , е * ) (е е Е). 

Такие операторы называют до минированными. Точную мажоранту можно со­
считать по формуле 

|Г |е = 8 и р | ] ^ | | Т е к | | : е 1 , . . . , е „ п € Н , ^ ^ е ^ = е 1 (е е Е+). 

(5) Пусть Е и Е — фундаменты одного и того же А'-пространства. В 
максимгшьном расширении тЕ = тЕ зафиксируем мультипликативную струк­
туру, однозначно определяемую выбором единицы. Оператор Т : X У назо­
вем ограниченным, если существует с е тЕ такой, что с - Е С Е и \Тх\ с \х\ 
для всех X Е X. Множество всех ограниченных операторов из X в У обозна­
чим Ьв{Х,У). Итак, Т входит в Ьв{Х,У) в том и только в том случае, если 
| Т | 6 От1Ъ{Е, Е). Имеет место формула 

|Г |е = з и р { | Т х | : 1x1^6} (е е Е+). 

Заметим, что в каждом из рассмотренных случаев точная мажоранта на­
ходится по формуле специального вида. Ниже мы дадим общие формулы для 
вычисления точных мажорант. 

Рассмотрим теперь несколько конкретных примеров. 

2.1.5. Возьмем пространство с сг-конечной мерой ((5,1̂ , р) и банахово прост­
ранство X. Пусть оператор Т : 1̂ 1 —>• X есть интеграл Бохнера, а функ­
ционал 8 : 11{р) —>• Ж — интеграл Лебега. Неравенство 

^ ^ 

означает, что 8 мажорирует Т. Из элементарных свойств интеграла Бохнера 
следует, что фактически •З' служит точной мажорантой для Т. 

2.1.6. Возьмем <г-подалгебру Ео С И и обозначим через ро ограничение 
р. на Ео. Пусть 5 : Ь^{р) —»• Ь'^{ро), 1 ^ р < Ч-оо, — оператор условного 
математического ожидания. В пространстве ЬР{р,Х), 1 ^ р < -|-оо, также 
существует условное математическое ожидание, т. е. оператор Т : Ц'{р,Х) 
Ь^{ро,Х) такой, что 

У т/с^ро = У № (̂ ^ е Ео, / € Ь^{р, X)). 
о о 

Нетрудно показать, что 5 — точная мажоранта для Т. 
2.1.7. Пусть Е и Е — А'-пространства, а 8 : Е —>• Е — регулярный о-

непрерывный оператор. Пусть X иУ — банаховы пространства, 1- : X —*У — 
ограниченный оператор. Определим То : X <^ Е ^ У ® Е по формуле 

То('^Хк®ек] = ^ихк®8ек. 
<к = 1 / к = 1 

Оператор То имеет мажоранту | |^ | | • 15"!. Более того, То допускает единственное 
мажорируемое продолжение Т := С/ (8> 5 : Е{Х) Е{У), причем | Т | = • \8\ 
(см. 1.2.10, 2.3.3, 2.3.5(3)). В частности, в 2.1.5 и 2.1.6 имеем Т = 1х ® 8. 
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2.1.8. Пусть ( (5 ,Е ,р ) — произведение пространств с мерой (Л, .с/, Л) и 
(В, 39, и), а Е и Р — идеальные пространства в Ь°{1') и 1/°(Л) соответственно. 
Возьмем банаховы пространства X и У, и пусть 2 С У — нормирующее под­
пространство. Рассмотрим 2'-слабо измеримую оператор-функцию К : ^ 
^{Х,2'\ измеримую вектор-функцию и : В X. Вектор-функция {8,1) ^ 
К{8,1)и(1) {I Е В, 8 Е А) будет ^-слабо измеримой. Допустим, что для всех 
г ^ 2 и для почти всех 8 Е В определен интегргш 

ю{8,г) := 1{х,К{8,1)и{1))йи{1), 

причем линейный функционал г г1)(5, г).непрерывен при почти всех 5 6 Л. 
Тогда вектор-функция г) : 5 ь-^ 10(5, •) € 2' будет .^-слабо измеримой. Класс 
эквивалентности этой вектор-функции обозначим через V. Положим Тй := ь. 
Если для каждого й 6 Е{Х) существует Тй и \Тй\ Е, то возникает линейный 
оператор Т : Е{Х) —̂  Ез{2'). При этом говорят, что Т — слабый интегральный 
оператор с ядром К, и, допуская вольность, пишут 

{2,Ти)(8) = 1{г,К{8,1)и{1))<1и{1) п. в. {иеЕ{Х)). 
в 

Если ядро К входит в Ш^{Х, 2'), а интегральный оператор 5 с ядром |Л'| € 
Ь^{р) действует т Е в Е, то слабый интегральный оператор Т мажорируем, 
причем 5 — точная мажоранта (см. 3.3.3(1)). 

2.1.9. В тех же обозначениях, что и в 2.1.8, возьмем просто измеримую 
оператор-функцию К : ^ ^5^(X,У). Если и : В X — измеримая вектор-
функция, то измеримой будет также и вектор-функция (5,;^) нч- К(8,1)и{1). До­
пустим, что для каждого и € Е(Х) при почти всех 8 Е В выполнено включение 
К{8, •)и{-) е Ь^{р,У), а для измеримой вектор-функции 

г;(*) : = ^ К ( 8 , ^ ) и { ^ ) М ^ ) 

верно включение г; € Е(У). Тогда определен линейный оператор Т : Е{Х) 
Е(У), Тй = V, который называют сильно интегральным оператором с ядром 
К. Вновь допуская вольность, можно написать: 

{Ти){8) = I К{8,1)и{1)д[и{1) п. в. {иеЕ{Х)). 

в 

Если ядро К входит в Ш1^(Х, У), а интегральный оператор 5 с ядром |А'| 
действует из Е' в Т, то Г — мажорируемый оператор и 5 — его точная ма­
жоранта. 

2.1.10. Представляющей мерой будем называть положительную счетно-
аддитивную функцию множества т : Е —»• Жи {Ч-оо}, удовлетворяющую усло­
виям: 

а) существует счетное множество попарно не пересекающихся измеримых 
множеств Вп Е 39,и для каждого п 6 N существует счетное множество 
попарно не пересекающихся измеримых множеств Апк Е .с/ такое, что 

оо оо 
В= у Вп,А= и Л „ И « е М) и т(Л„^ь х 5п) < оо (п, к е П); 

п=1 к=1 
б) т(Ао X Во) = О, если Ло х 5о Е Е и либо А(Ло) = О, либо 1/(5о) = 0. 
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Зафиксируем какой-нибудь фундамент Го в Ь°{Х). Возьмем ^-слабо измери­
мую оператор-функцию К : ̂  ^^{Х,2'), сильно измеримую вектор-функцию 
и : В X и д Е Ео- Допустим, что существует интеграл 

т{г,д,и) := ^{г, К{8,г)и{1))9{8)ёт{в,1). 

Для фиксированного 2^2 функционал ^{2, на Ро порядково непрерывен, 
поэтому существует функция у{2, •,«) € такая, что 

/ у{2,8)д{8)с1Х{8) = и)(2,д, и) {д € Ро)-

Заметим д а л е е , ч т о оператор V : г у-^ « ( г , -,и) {2 Е 2) л и н е е н . Если он и м е е т 
в и д С/г(5) = {2,Ти)(8) ДЛЯ некоторого линейного оператора Т : Е{Х) -+ Рг(У, 2), 
то говорят, ч т о Т — слабо псевдоинтегральный оператор с представляющей 
мерой т и ядром К. При э т о м пишут, допуская вольность, 

У {2, Ти)(8)д(8) Щв) = Л{2, К{8,1)иЦ))д{8) <1т{8, г), 

в я 

Если К 6 Ш^^{X, 2'), а оператор 5 : Е Е действует по формуле 

1{8е){8)<1Х{8) = Л\К\{8,г)еЦ)д{8)с1тЦ,8), 

А Я 

то 8 — мажоранта Т (и д а ж е точная мажоранта, см. 3.4.5). 

2.1.11. Пусть <р : А-^ В — измеримое отображение, причем Х{<р~^{С)) = О, 
если 1^(С) = 0. Оператор подстановки (р* : Е —* ̂ "(А) определяется формулой 

('Р*т = /Ш) {8еА). 

Оператор подстановки, действующий из Е{Х) в Х°(А, Х ) , обозначим ч е р е з (р*х. 
Как видно, ['^г'хС/)! = ^*(| / | )) значит, <р*^^ — мажорируемый оператор. 

Пусть К € Ш1,{Х,У) и Ь := \К\. Дополнительно потребуем измеримость 
вектор-функции К/ : 8 К{8)/{8) {з € А) для каждого / е Е{Х). Рассмотрим 
операторы подстановки с весом 

{т/)(8) = {к^'^т = к{8)!{ф)), 

{8и){8) = (Х^'«)(«) = Ь{8)и{ф)). 
Имеет место очевидное неравенство | Т / | ^ Ь - ^'*(|/ |) , следовательно, 5 ма­
жорирует Т. Более того, \Т\ 5 (см. 3.2.6). 

§ 2.2. Ф о р м у л ы д л я в ы ч и с л е н и я т о ч н о й м а ж о р а н т ы 

Как у ж е отмечалось в 2.1.2, п р и не очень обременительных условиях вся­
к и й мажорируемый оператор и м е е т точную мажоранту. В э т о м параграфе вы­
водятся явные формулы д л я вычисления точной мажоранты. 

2.2.1. Рассмотрим РНП X и У с нормирующими решетками .С и Т со­
ответственно. Будем предполагать, ч т о X рс13ложимо , а Р порядково полна. 
Обозначим символом Е̂'о+ коническую оболочку множества | Х | := { | х | : х € X], 

п 
Т. е. множество элементов в и д а ^ \хк\, г д е Х 1 , . . . , х „ € X и п € N. Имеет 
место следующее утверждение. 

Конус Ео+ является порядковым идеалом в Е^. Если Е — решетка с про­
екциями на главные компоненты, то Ео.\. = \Х\. 
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< Если е Е и хх,.. .,Хп Е X таковы, что е ^ + • • • + \хп\, то 
е = 61+- • Ч-Сп для некоторых О ^ е;ь ^ |ж;к| := 1,. . . , п). В силу разложимости 
X найдутся такие У1,...,Уп Е X , что |у1|;| = вк (к := Тем самым 
е Е .Е'о+, поэтому Е'о+ — порядковый идеал в Е. 

Далее, если € = 6 1 + 6 2 , где еь := \хк\ Хк Е X (к := 1,2), то б ^ 2е1 V ег и 
в силу уже доказанного нужно лишь показать, что 61 Убг Е | Х | . В то же время 
для проектора тг на компоненту {б1 — 61 Л бг}"''"'" будет 

б1 V б2 = тгех + я-'-ег = |7ГХ1| + |7г-^-а:2| = | т ж 1 + 7Г-^Ж2|, 

т. е. 61 7 62 Е \Х\. > 
2.2.2. Теорема. Точная мажоранта любого оператора Т Е М{Х, У) может 

быть вычислена по формулам 

|Г |е = 8 и р | ^ | Г а ; ; к | : х 1 , . . . , ж „ Е Х , П Е М , Х |̂жИ = б1 (б Е ^о+) , 

\Т\е = 8ир{|Т|ео : ео Е ^о+,ео ^ е} (б Е Е+), 
\Т\е = |Т|б+ - \Т\е~ (е Е Е). 

< Обозначим через 5е правую часть первой из требуемых формул. По­
скольку 

Е | т х , и т (х^|х,|) = | т | б 
*:=1 \Аг=1 / 

для любых Ж 1 , . . . , ж„ Е А", ТО корректно определено отображение 5 : Ео+ —>• Е. 
п т 

Если « 1 , . . . , и„ Е X и Ух,...,Ут Е X таковы, что ^ = е, ^ \ук\ / , то 

6, / Е .^0+ и по определению оператора 5 
п т 

Т.\'^Пк\ ^\ТУк\^8{е + !). 
к=\=1 

Переходя к супремуму по всем конечным наборам { 1 / 1 , . . . , « „ } и {г?1, . . . ,г;„} 
указанного вида, получим 5е + 5 / ^ 8{е + / ) . 

п 
Допустим, что 6 + / = ^ \^к\- Тогда в силу разложимости нормы в X 

существуют конечные наборы 6 1 , . . . , е„ Е Ео^^, /1, • • •, /п Е . ^ 0 + , « 1 , . . . , г<„ Е Х 
и 1 ) 1 , . . . , г;„ Е X , для которых совместна система условий 

/ = /1 + Н /п , 6 = 61 Н 1- е„, 
Хк = ик-\-Ук, \ик\ ек, 1̂ *1 = /*; ( ^ = 1 , . . . , п ) . 

Отсюда 

п п п 

*=1 ]к=1 к = 1 
И вновь переход к супремуму по наборам Х 1 , . . . , х„ дает неравенство 

5(б + / ) ^ 5 ( б ) + 5 ( / ) . 
Итак, 5 — аддитивный оператор. Кроме того, очевидно, что ^(Ле) = \8е при 
А ^ 0. 

Распространим теперь 5 с Ео.^ на 5"+, полагая 
8е : = 8ир{5'ео : бо ^ е, бо Е Е^^^}. 

Так как при ео ^ б будет 8ео ^ |^|ео ^ |Т|е , супремум в определении 8е 
существует, причем 8е ^ \Т\е (б Е Е"^). Легко видеть, что 8 — аддитивный и 
положительно однородный оператор из ^+ в Е. Полагая, наконец, 8е — 8€^ — 
8е~ для е Е Е, получим положительный оператор 8 : Е Е, причем 5 ^ | Т | . 
С другой стороны, для X Е X имеем \Тх\ 51x1, т. е. 5 — мажоранта Т, а 
потому 5 ^ \Т\. Окончательно получаем 5 = \Т\. > 
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2.2.3. Следствие. Линейный оператор Т : Х —*> У мажорируем в том и 
только в том случае, если для каждого е € множество 

{ п п 

порядково ограничено. При этом \Т\е = 8ир'^(е) (е е Е+). 
< Необходимость очевидна. Предположим, что '^{е) — о-ограниченное 

множество для каждого е € Е+. Положим 11е = 8ир'й' (е ) . Определим оператор 
8 : Е+ Е так же, как и в доказательстве предыдущей теоремы. В силу о-
ограниченности '^(е) такое определение корректно, причем 8е ^ 17е {е Е Е+). 
Пусть 

+\Хгг\ е = М+ +\ут\ 
ДЛЯ некоторых Х 1 , . . . , х „ 6 X, у\,...,Ут € X и е е Е.^. Элемент / := е -

\хп\о представить в виде / = /1 + • • • + / т , где О < Д < |?/*| 
{к — \,.. .,т). В силу разложимости X существуют такие 21,.. .,гт € X, что 
Л = М*) = 1 , . . . , т ) . Итак, для « := | Т х 1 | + К |Гхп | из <^(е) имеем 
и ^ « + \Т21\ 1- \Тгт\ 8е. Так как выбор и е "^(е) произволен, имеем 
Пе ^ 8е при е е Е'о+. Заметим также, что 1/е = 8ир{5ео : ео ^ е,ео ^ -Е о̂+}-
Тем самым операторы 8 и I/ совпадают на Остается учесть неравенство 
\Тх\ (ж е А"), линейность и положительность оператора 5 и сослаться 
на 2.2.2. > 

В первой формуле из 2.2.2 можно вычислить точную верхнюю границу 
по дизъюнктным наборам а г 1 , . . . , ж„ 6 X. Для обоснования такого уточнения 
потребуется один вспомогательный факт. 

2.2.4. Предположим, что отображение 8 : Е^ —+ Е^ удовлетворяет следу­
ющим требованиям: 

(а) 8 положительно однороден, т. е. 5(Ае) = Л5е {е € Е+,\
(б) 8 субаддитивен, т. е. 5(е + / ) ^ 5е + 5 / (с, / € ^^+); 
{в1 3 ортогонально аддитивен, т. е. 8{е-\-/) ~ 8е+8/ (е, / € Е+,еА/ = 0); 
(г) 3 имеет линейную мажоранту, т. е. 8е ^ 1/е {е Е Е+) для некоторого 

линейного оператора V : Е Е. 
Тогда 8 аддитивен. 

< Возьмем произвольные е,/ Е Е+ и положим с := е + / . Обозначим 
п 

символом .^(е) множество всех элементов Е+ вида А^тг^с, где А 1 , . . .,Ап € 

Ж .̂, а 7 Г 1 , . . . , 7Г„ — попарно дизъюнктные проекторы в ^ с единичной суммой. 
п п 

Если е' ,е" € •^(с) таковы, что е' = ^ АЛ.7Г*с и е" = ^ Х'^п^с, причем А'̂  ^ А'̂ ' 
*=1 А;=:1 

(Аг := 1, . . . , п), то в силу (а) и (в) 
п п 

8е' = Е КЗтгкС ^ Е ^ к ^ ^ к с = 8е". 
к=1 к=1 

Это означает, что 5 изотопен на -^{с). Для любого О < е € Ж можно подобрать 
е', е" € -^(е) так, что е' ^ е ^ е", е — е' ^ ее и е" — е ^ ее. Привлекая (а), (б) и 
(г), можем написать: 

8е - Зе' ^ ^(е - с') ^ 11{е - е') ^ еС/с, 

ибо оператор 17 положителен. Точно так же Зе" — Зе ^ е17с. Но тогда в силу 
изотонности оператора 5 на ^ ( с ) будет Зе' — Зе ^ Зе" - Зе ^ е(7с, следова­
тельно, \3е - Зе'\ е17с. Ясно, что такое же неравенство верно для е". 

Подберем теперь попарно дизъюнктные проекторы тг^,..., ТхЧ-- "Ч-тг̂ } — 
1Е И неотрицательные числа А 1 , . . . , А „ , р\,...,ргх так, чтобы для элементов 
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е' := 53 -^л^кС и / ' = ^ Рк'^кС выполнялись неравенства е' ^ е, / ' ^ / , е — е' ^ 
*=! к=1 

ее и / — / ' ^ ее. Тогда в силу доказанного 

\8е-3е'\^еис, \8/ - 8/'\ еПс, | 5 ( / + е) - 5 ( / ' + е')| ^ 2еС/с. 

С другой стороны, учитывая (а) и (в), имеем 

8{е' + / ' ) = 5 ( Е(̂ * + А^ь)'ГкС ) = ^2(^к + Ик)8{жкс) = 
\*=1 / к=1 
/ п \ п 

= 8 '^Хк^кс]+8 Е 
РкТ^кС 

\к = 1 } \/Ь = 1 

= 5е' + 5 / ' . 

Принимая в расчет указанные свойства элементов е' и / ' , можем написать: 

|5(е + / ) - 5е - 5 / | ^ |5е - 5е ' | + | 5 / - 5 / ' | + |5(е + / ) - 5(е ' + / ' ) | ^ 4еС/с. 

Произвол в выборе е дает 8{е -\- /) = 8е + 8/. > 

2.2.5. Т е о р е м а . Яредположим, что .С — векторная решетка с проекциями 
на главные компоненты, X разложимо, а Г порядково полна. Тогда для любого 
оператора Т е М{Х, У) справедлива формула 

•.хеХ, |ж| = е, . . . , 7г„ е ЩХ), 

к=1 } 

< Обозначим через 8е правую часть требуемого равенства. Покажем, что 
оператор 5 : ^"0+ Р удовлетворяет условиям (а)-(г) из 2.2,4. Согласно 2.2.1 
Ео := Ео.^ — Ео+ — о-идеал в Е и Ео+ = \Х\, поэтому 8е определен для каждого 
е € Ео+- Положительная однородность 5 не вызывает сомнений. Очевидно 
также, ч т о 8 е ^ |Т|е (е € Ео+). П у с т ь е , / € .^0+ их & X таковы,что \х\ е + / . 
Ввиду разложимости X имеем х = у + г, \у\ е,\г\ / для некоторых у, г Е X. 
Возьмем попарно дизъюнктные проекторы л-х,. . . , 7Г„ € ^(Х), 1^1 + • • • + тгп = 1х• 
Ясно, что 

п п п 

к=1 к=1 к=1 
Переход к точной верхней границе по указанным х, тгх,. . . , 7г„ дает 8(е -I- / ) ^ 
8е + 8/. Обратное неравенство справедливо для дизъюнктных е и / . В самом 
деле, пусть тг — проектор на компоненту { е } и р := тг-*-. Если р х , . . . ,Рт — 
попарно дизъюнктные проекторы из ^(Х) с единичной суммой, то проекторы 
^''^к,РР1 := 1 , . . . , п ; / := 1 , . . . , т ) также попарно дизъюнктны и их сумма 
равна 1х- Кроме того, у = тгж и г = рх. Тем самым имеют место оценки 

п п п т 

*=1 /=1 к = 1 1=1 
Переходя к супремуму по у, г, тгх,. . . , тг̂ , рх > • • •, Рт, получим требуемое неравен­
ство. Согласно 2.2.4 оператор 5 аддитивен. Продолжим 5 на все Е, как в 2.2.2. 
Тогда 5 — положительный оператор, 5 ^ | Г | и \Тх\ 8{\х\) (х 6 X). Отсюда 
видно, что 5 = |Т | . > 
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2.2.6. Линейный оператор Т : X V назовем субмажорируемым, если 
существует возрастающий сублинейный оператор Р : Е ^ Г, называемый суб-
мажораптой Т, такой, что Тх\ Р( |ж|) [х 6 X). Субмажоранта Р называется 
нормальной, если Ре = Р{е^) (е Е Е). 

Если пространство X разложимо, а решетка Е порядково полна, то для 
субмажорируемого оператора Т сушествует наименьшая нормальная субмажо­
ранта [Т], и она может быть вычислена по формуле 

[ Т ] е : = 8 и р { | Г х | : | ж К е + } {е Е Е). 

В этих же предположениях оператор Т будет субмажорируемым в том и только 
в том случае, если для каждого е € Е^ множество {\Тх\ |ж| ^ е} ограничено в 
решетке Е. 

Субмажорируемые операторы интересны сами по себе, однако здесь нас ин­
тересует вопрос о том, когда наименьшая субмажоранта [Г] совпадает с точной 
мажорантой |7'| и, следовательно, последняя может быть вычислена по указан­
ной выше более простой формуле. 

2.2.7. Предположим, что {X, Е) и {У, Р) те же, что и в 2.2.5. Оператор 
Т : X будет мажорируемым в том и только в том случае, если для каждого 
е € Е^ множество 

'^(е ) := < Ё 1^ '̂ ^̂ 1 : а; € X, | х | = е, 7Г1,..., 7г„ е ф ( Х ) , 
и=1 

ЖкОж, = 0(1 фк), ^2хк = 1х, п € N I , 
к = 1 ) 

порядково ограничено. При этом точная мажоранта может быть вычислена как 
в 2.2.5. 

< Предложение 2.2.4 остается в силе, если условие 2.2.4 (г) ослабить и 
потребовать наличия у 5 сублинейной мажоранты, т. е. сублинейного и изо­
топного оператора 17 : Е —> Е. Если указанные множества порядково ограни­
чены, то оператор (7е := 8ир '^(е"'') (е 6 Е) сублинеен и изотопен, стало быть, 
он аддитивен на конусе Е+. Оператор 5 : Е+ —* Р+ можно определить так же, 
как и в 2.2.5, причем в приведенных там рассуждениях следует заменить | Т | 
на [Т]. Отсюда выводим, что 3 аддитивен. Так как \Тх\ 5(1x1) (х 6 X), то 
Т е М(Х, У), и из 2.2.2 следует, что 5 = [Т]. > 

Говорят, что оператор Т : X —>^У сохраняет дизъюнктность, если хх 1 Х2 
влечет Тхх ± Тхз , каковы бы ни были хг, Х2 е X . [> 

2.2.8. Теорема. Пусть X разложимо и Р порядково полна. Рассмотрим 
линейный оператор Т : X —>• У. Допустим, что выполнено одно из УС.ЮВИЙ: 

1) У = Е; 
(2) Т сохраняет дизъюнктность, а в Е имеются порядковые проекторы на 

главные компоненты. 
Если при этом оператор Т субмажорируем, то он мажорируем и |Т|е = [Т]е 
(е € Е+). 

<] (1) Учитывая формулу для вычисления [Т] из 2.2.6 и ассоциативность 
точных границ, можно написать: 

Т]е = 8ир{Гх : | х | ^ е} (ее Е^.). 

Если \хк\ ек (к := 1,2), х = хх -\- Х2, е = + е-?, то | х | ^ е и [Т]е ^ 
Тх = Тх1 + Тх2. Отсюда после перехода к точным верхним граница.м получим 
Т]с ^ [Т]е1 -\- [Т]ез. Итак, [2'] аддитивен на конусе а его распространение 

на Е является мажорантой для Т. 
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(2) Оператор Т мажорируем в силу 2.2.7, поэтому достаточно показать, что 
\Т\е ^ [Т]е (е € Е+). 

Возьмем попарно дизъюнктные проекторы х х , . . . , я-„ 6 ЩХ). По условию 
Т(1Гкх) 1 Т{т,х) (кф1), поэтому 

Е \ТЫх)\

Воспользовавшись теоремой 2.2.5, имеем 

\Т\е = 8ир{ |Тх | :хеХ,\х\ е}^ [Т\е (е € ^:о+)- > 

2.2.9. Возьмем субмажорируемым оператор Т : X —*У. Обозначим 

П:={А:У-^Г: \Ау\ \у\(у € У ) } . 

Для каждого Л € ^ оператор АоТ мажорируем и 

Т]е = в\1р{\АоТ\е: Ае^} {е Е Е+). 

<] По теореме Хана — Банаха — Канторовича (см. [5, 11.1.3; 36, теорема 
IX.1.11; 53, теорема 1.4.13(1)]) верно равенство 

|у | = 8ир{\Ау\ (уе У). 

Из 2.2.8(1) вытекает мажорируемость оператора А о Т, а также равенство 
А • Т]е = \А • Т\е (е б Е+). Остается привлечь формулу для [Т] и [А • Т 

из 2.2.6 и воспользоваться ассоциативностью точных границ. > 

§ 2.3. П о р я д к о в о н е п р е р ы в н ы е о п е р а т о р ы 

Здесь установлен простой, но весьма полезный факт: мажорируемый опера­
тор порядково негсрерывен в том и только в том случае, если он имеет поряд­
ково непрерывную мажоранту. Затем коротко рассмотрены два результата 
о продолжении и разложении мажорируемого оператора. Даны также новые 
формулы для вычисления точной мажоранты в случае порядково непрерывного 
оператора. 

2.3.1. Оператор Т : X —*У называют порядково непрерывным (= о-непре-
рывным), если для любой сети (ха) С X равенство о-ИтХа = О влечет ра-

а 
венство о-ИтТха = О. Множество всех мажорируемых о-непрерывных опера-

а 
торов обозначается через Мп{Х,У). Итак, включение Т 6 Мп{Х,У) означает, 
что Г € М(Х,У) и из | х „ | - ^ 0 следует | Т ' Х а | - ^ 0 . Рассматривая лишь о-
сходящиеся последовательности, аналогично можно ввести понятие секвенци­
ально о-непрерывного {= ао-непрерывного) оператора и множество Моп{Х,У) 
таких операторов. Излагаемые ниже результаты имеют секвенциальные версии 
для операторов из М^п» однако мы ограничимся рассмотрением о-непрер1>о.1вных 
операторов. 

2.3.2. Т е о р е м а . Пусть X разложимо, а Е порядково полна. Тогда ма­
жорируемый оператор Т : X У о-непрерывен в том и только в том случае, 
если о-непрерывна его точная мажоранта: 

теМп{х,У)^\т\еЫЕ,Е). 

< Допустим, что Т б Мп(Х,У). Возьмем е б Ео+ и возрастающую сеть 
(еа) СЕо+,е '.— вир Са. Положим 

а 
/ : = 8 и р 8 и р ^ > |Тх* | : х ь . . . , х„ б X , п б М , ^2^хк\ еа \ 

к = 1 } 
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Согласно 2.2.2 имеем / = вир |Т|ев ^ \Т\е. Покажем, что \Т\е ^ / . Для этого 

рассмотрим конечный набор { ж ь . . . ,ж„} С Х со свойством |ж1| + 1- | х „ | = 
е. При фиксированном а каждому к := 1,. . . , я отвечает такое представление 
Хк := ик,а + Ук,а, что 

п п 

к=1 к=1 

Так как е — Са убывает и о-сходится к нулю, то \хк — Ик,а\ \Ук,а\я 
каждого к := 1, . . . , п. Тем самым 

'^\Тхк\ о-Пт ^\Тик,а\ 
к=1 \к=1 

В ТО же время, для фиксированного /? будет 

п ^ п п ^ 
Е | 2 ^ « к , / з К 8 и р ^ Е 1 ^ " И : « ь е Х , пеП,^\ик\ ер I = 
*; = 1 1*=1 к=1 ) 

= \Т\ер ^ вир |Т|еа = / . 

Переход к о-пределу по /3 в последнем соотношении дает неравенство 

^2\тхк\^г. 
к = 1 

Взяв, наконец, супремум по { ж 1 , . . .,Хп}, получим \Т\е ^ / . Отсюда вытекает, 
что на о-идеале Ео := Ео+ - Ео+ (см. 2.2.1) оператор | Т | порядково непреры­
вен. В силу 2.2.2 оператор | Т | на всем Е совпадает со своим минимальным 
распространением с идеала Ео. Однако нетрудно показать, что минимальное 
распространение о-непрерывного оператора будет о-непрерывным. > 

2.3.3. Теорема. Предположим, что{Х,Е) —разложимое РНП, а{Х,Е) 
его о-пополнение. Пусть (У, Е) — о-полное РНП. Для произвольного порядково 
непрерывного мажорируемого оператора Т : X —* У существует единственное 
порядково непрерывное продолжение Т наХ с сохранением точной мажоранты. 
Последнее означает, что Т € М(Х,У) и \Т\ продолжение оператора \Т\
Е ^ Е на Е по о-непрерывности. 

< Пусть Т е Мп(Х,У). По теореме 2.3.2 оператор | Т | е Ьп{Е,Е) поряд­
ково непрерывен, следовательно, допускает единственное о-непрерывное про­
должение О ̂  Ф € Ьп{Е,Е) (см. [21, теорема Х.4.1]). Покажем существование 
такого продолжения Т, что | Т | = Ф. 

Сначала определим оператор Т на элементах вида тгх, где х Е X и тг € 
ф(Х') . Положим Л : = { е € ^ ^ + :7ге = е , е ^ | х | } . Для е Е А существует элемент 
Хе € X такой, что | Х е | = е и |х — Х е | = | х | - е. Сеть ( Х е ) е б Л о-сходится к 7ГХ, 
так как ЖХе = Же и 

| 7 г х - Х е | = л- |х | - е^-^0 . 
В силу о-непрерывности оператора Г сеть (Гхе)е€А будет о-фундаментальной. 
Учитывая о-полноту У, можно определить Т{жх) := о-МтТхе. Предельный 

переход в неравенстве |Тже| ^ |Т'|(|хе|) дает | Г ( 7 г х ) | ^ Ф(|7гх|). Пусть теперь 
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Ео С Е и Хо С X состоят соответственно из элементов вида ^ ж^вк и ^ п^Хк, 

где Ск Е Е, Хк Е X и тгк е Ф(Х) . Тогда {Хо,Ео) — РНП с разложимой нормой, 
причем — решетка с проекциями. На Хо можно определить оператор Т 
равенством 

\А; = 1 / к = 1 

Получим оператор Т Е М ( Х о , У ) с мажорантой Ф. 
Далее воспользуемся предложением 1.3.9, согласно которому Хо о-плотно 

в X . Элемент ж € X имеет вид х = о-Итха для некоторой сети {ха)а^А в 
Хо. Повторив приведенные выше рассуждения, можно определить оператор 
Т е М ( Х , У ) , полагая Тх = о-\\тТха. При этом \Тх\ Ф(|х|) {х 6 X ) . 
В частности, |Т| ^ Ф и оператор Т о-непрерывен. В силу 2.3.2 \Т\е 
о-непрерывный оператор. Ясно, что ограничение |Т | на Е мажорируется опе­
ратором \Т\. Итак, о-непрерывные операторы | Г | и Ф совпадают на Е, следо­
вательно, Ф = |т|. о 

2.3.4. Теорема. Предположим, что X разложимо, Е порядково полна, а 
оператор Т е М ( Х , У ) порядково непрерывен. Тогда точная мажоранта \Т\ 
может быть найдена по формуле 

\Т\е = 8пр\ \Тхк\ /), \хк\ е, 

Х1,...,Хг, € X, п е М | ( е е Е+). 

< Обозначим через Зе правую часть требуемого равенства. Очевидно, что 
оператор 5 : Е+ —> Е+ положительно однороден и изотопен. Рассуждения, ана­
логичные приведенным в 2.2.2 и 2.2.5, показывают, что 5 субаддитивеп и орто­
гонально аддитивен. Ясно также, что Зе ^ \Т\е (е 6 Е+). Далее, согласно 2.3.2 
оператор | Г | порядково непрерывен. Если сеть ( 6 » ) возрастает и о-сходится к 
е, то в силу изотонности и субаддитивности 5 получаем 

О ^ 5е - ^ 3{е - е^) ^ |Г|(е - е») 0. 

Отсюда вытекает порядковая непрерывность 5. Пусть Е' — о-пополнение Е. 
Для ё Е Е+ положим Зе := 8ир{5е : е Е Е+, е ^ ё}. Из-за о-непрерывности 5 
верно также равенство 

Зё = Ы{8е •.еЕЕ+,е^ё} (ё Е Ё+). 

Из этих формул следует, что оператор 5 : Е^ Е удовлетворяет всем усло­
виям 2.2.4, значит, он аддитивен. Тогда оператор 5 также аддитивен, поэтому 
Зе = \Т\е (е Е Е+). > 

2.3.5. Отметим еще три формулы для вычисления точной мажоранты о-
непрерывного оператора. 

(1) В условиях теоремы 2.3.3 имеет место формула 

\Т\е г. вир] Ё •^к±Х1(кф I, Хк Е X, \хк\ е, 
Л = 1 

к.= 1,...,п, пЕ"^) {еЕЕ+). 

< Следует из 2.2.3 и 2.3.3. > 
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(2) Пусть X — банахово пространство, аЕ — о-пополнение векторной 
решетки Е. Если Т 6 Мп{Е{Х), У), то 

|Г |е = 8 и р ] Е 
и = 1 

\Т{хк ® еь)! :ск1.е1{кф /) , € Е+, ^ ё, 

[, к:=1,...,п, п е н | ( ёеЕ+). 

<| Пусть Хо множество элементов из ^^(Х) вида и := ^ х*; ® е*;, где 

XI,.. .,Хп € X произвольны, а 61,.. .,е„ € Е попарно дизъюнктны. В предста­
влении элемента и можно считать Цх̂ Ц ^ 1, ибо в противном случае можно 
заменить Хк := Хк/\\хк\\ Ск := Цх/ьЦе̂ ;. Легко видеть, что (Хо,^^) — разложи­
мое РНП. Следовательно, для ё Е Ец. требуемая формула следует из 2.3.4. Для 
ё Е Е+ нужно воспользоваться формулой 

\Т\ё = 8ир{|Т|е :ееЕ+, е^ё}, 

справедливой в силу о-непрерывности оператора |Т | . > 

(3) Если выполнены условия {2) и Е = Е, то 

\Т\е = вир ] Е ® ^'к)! -.ХкеХ, \\хк\\ екеЕ+ 

п 
{к = 1,...,п), пеП,ек±е1 {кф1), ^ е ; к = е^ (е 6 

*: = 1 

< В этой ситуации к ограничению Го оператора Т на Хо можно применить 
теорему 2.2.5. Тем самым получим требуемую формулу для |То|. Учитывая, 
что Е{Х) есть о-пополнение Хо, можно применить теорему 2.3.3, согласно ко­
торой | Т | = |То|. > 

2.3.6. Оператор Т : X ^У называют вполне аддитивным, если для любого 
о-суммируемого семейства {ха)абА попарно дизъюнктных элементов {xа.^xр, 
а ф Р) семейство (Тха) также суммируемо и при этом 

абА 

Допустим, ЧТО выполнены условия теоремы 2.2.5. Мажорируемый опера­
тор Т е Л/(Х, У) вполне аддитивен в том и только в том случае, если вполне 
аддитивна его точная мажоранта \Т\. 

< Предположим, что оператор Т вполне аддитивен. Возьмем х е X и 
конечное разбиение единицы 7Г1,...,7Г„ Е Ф(Х) . Пусть е := | х | = ^ Са, где 

Са Е Е+ и ба 1.613 {а ф Р), а Ра — проектор на компоненту {са}-'--'-. Учитывая 
полную аддитивность оператора Т, можно написать: 

к = 1 к = 1 а^А к = 1 а^А 
п 

а€Ак = 1 а^А 
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Отсюда в соответствии с теоремой 2.2.5 выводим: 

\Т\е ^ Е 
Так как противоположное неравенство очевидно, тем самым получаем полную 
аддитивность оператора | Т | на конусе ^^о+- Если же е, ва € Е+, то для произ­
вольного е' € .^0+, е' ^ е, в силу уже доказанного 

\Т\е' = Е ^ Е 
а^А а6А 

Значит, после перехода к супремуму по е' получим вновь \Т\е ^ Х^|Т|еа. На­
конец, если е е Е, то 

\Т\е = |Т|е+ - \Т\е- = ^ |Т|/>ае+ - Е ШРав-
а6А аеА 

= ^;^\Т\{р.е-^-Рае-) = ^\Т\{рае). 
а^А а^А 

Итак, если Т вполне аддитивен, то и | Г | вполне аддитивен. Обратное утвер­
ждение очевидно. > 

2.3.7. Теорема. Пусть Е — векторная решетка с проекциями на главные 
компоненты, X разложимо, а Е порядково полна. Для мажорируемого опера­
тора Т 6 М{Х, У) равносильны утверждения: 

(1) Т порядково непрерывен; 
(2) Т вполне аддитивен. 

< Импликация (1) =>• (2) очевидна. Докажем (2) =Ф- (1). Достаточно по­
казать, что | Т | — порядково непрерывный оператор. Согласно 2.3.6 оператор 
| Т | вполне аддитивен. Возьмем убывающую сеть 1еа)аеА в Е, о-сходящуюся 
к нулю. Зафиксируем индекс ао Е А и положим ео := е^о- Для произвольного 
числа е > О найдется разбиение единицы (ра)а^ао в ^{Е) такое, что ра^а ^ еео 
{а ^ ого)- Пусть / := 1пГ \Т\еа и жд := Ра> ^ — конечное подмножество 

{а Е А : а ао}. Подберем Р Е А так, чтобы /3 ^ о; для всех а Е 9. Тогда 
тгабр ̂  тГаСа ^ (а Е 9), значит, 

/ ^ \Т\е,з = \Т\{тгеер) -Ь \Т\{1Е - щ)ер ^ еЩео + \Т\{1Е - 7Ге)ео. 

Из полной аддитивности оператора | Т | вытекает равенство 

о - И т | Т | ( / ^ ; - 7 Г в ) е о = 0, 
0 

поэтому / ^ е|Т|ео. Так как е > О произвольно, то / = 0. Следовательно, 
оператор \Т\о непрерывен. > 

2.3.8. Рассмотрим коротко вопрос о разложении мажорируемого оператора 
на о-непрерывную и порядково сингулярную части. Такие результаты принято 
называть теоремами типа Иосиды — Хьюитта из-за классического факта о раз­
ложении меры на счетно-аддитивную и чисто конечно-аддитивную части. 

Мажорируемый оператор называют порядково сингулярным (= о-сингу­
лярным) или антинормальным, если он дизъюнктен каждому о-непрерывному 
мажорируемому оператору. Обозначим через Мо,(Х, У) множество всех ма­
жорируемых о-сингулярных операторов из X в У. Тогда данное определение 
можно переписать так: 

Т 6 Мо,{Х, У) ^ Т ± М„(Х, У). 
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Ясно, что оператор Т € М{Х,У) будет сингулярным в том и только в том 
случае, если он не имеет ненулевых о-непрерывных осколков, т . е. если Т нельзя 
представить в виде дизъюнктной суммы двух ненулевых операторов, один из 
которых о-непрерывен. 

Приведем один вариант теоремы Иосиды — Хьюитта для мажорируемых 
операторов. Для простоты ограничимся случаем, когда Е — решетка с проек­
циями. Введем два направленных множества Г и Д . Пусть Г — множество всех 
разбиений единицы в булевой алгебре ф(А'), упорядоченное по «вписанности». 
Точнее, если у и у' — разбиение единицы в ЩХ), то 7 ^ 7 ' означает, что для 
любого тг' € 7 ' существует тг Е 7 такой, что тг ^ тг'. Пусть множество Д состоит 
из всех направленных вверх подмножеств 6 С Ф(Х) таких, что вир 6 = 1х-
Порядок в Д вводится, как и выше: 

(5 ^ ^ (Утг' е 6')(Этг € тг ^ тг'. 

Рассмотрим теперь две формулы: 

о-^2т о тгх (хеХ); (1) 

Г„ж := о-Ито-ИшТотгх (х Е X). (2) 

2.3.9. Теорема. Пусть {X, Е) — разложимое РНП, (У, Е) — о-полное РНП, 
Е — решетка с проекциями, Е — К-пространство. Тогда для любого Т € 
М{Х,У) каждая из формул 2.3.6(1,2) корректно определяет мажорируемый 
оператор Г„ : X У. При этом Т„ е М „ ( Х , У ) , Т - Т„ е М^ДХ.У) и для 
точных мажорант имеют место соотношения |Т„| = \Т\п, \Т — Тп \ | Т | — |Г„| . 
Разложение Т с указанными свойствами единственно. 

<\о см. в [54]. > 

2.3.10. Аналогичный результат имеет место для «то-непрерывной составля­
ющей Та оператора Т 6 М{Х,У). При этом Т^ можно вычислить по формуле 
2.3.8(1), где вместо Г нужно взять множество С Г, состоящее из счетных 
разбиений единицы. Оператор Т — Та будет сго-сингулярным в том смысле, что 
он дизъюнктен всем сго-непрерывным операторам. Для точных мажорант верно 
| Г , | = | Г | , и | Т - Т < , | = | Т | - | Г , | . 

Из 3.2.9 вытекает, в частности, что мажорируемый оператор Т о-сингуля-
рен в том и только в том случае, если о-сингулярен оператор |Т | . В самом деле, 
если Т е М , , ( Х , У ) , то О = |Г„| = |Т1„. 

§ 2.4. Р а з л о ж и м о с т ь п р о с т р а н с т в а 
м а ж о р и р у е м ы х о п е р а т о р о в 

Здесь мы установим, что множество мажорируемых операторов с мажоран­
тной нормой является ПБК. Основная трудность — доказательство разложи­
мости мажорантной нормы. 

2.4.1. Нам потребуются некоторые сведения о булевой алгебре (^(Ф) оскол­
ков положительного оператора Ф : Е Е, где Е — векторная решетка, а Е — 
/ \ -простр анство. 

Для произвольного оператора е & Е+ определим оператор ж^Ф : Е —* Е 
формулами 

тГеФ : и *->• 8 и р { Ф ( « А (пе)) : п 6 ( « € Е^), 

ЖдФ : и 1-+ ж^Фи'^ — тГеФ«~ (и Е 5̂"+)-

Оператор тгеФ является осколком Ф . Пусть ЩФ) — множество всех порядковых 
проекторов в А-пространстве {Ф}-^•-'-, т. е. ЩФ) = ф ( { Ф } - ^ - ^ ) . Булевы алгебры 
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<2(Ф) и ф(Ф) изоморфны. При этом осколку тгеФ соответствует проектор тге : 
Ф тГеФ (Ф е {Ф}-*--^). Если тг € ^{Р), то проектор Ф н-» тгФ обозначаем той же 
буквой тг. Введем теперь множества ^а (̂Ф) С (Е(Ф) и ^{Ф) С формулами 

^^(ф) := I \  (г̂  о тге ,ф | , ^ ( Ф ) := I \  <т* о тг̂ , 

где е 1 , . . . , е „ € ^̂ +. и о-1,..,,сгп € ф(/^) — произвольные конечные наборы, 
(Тк о (Т1 = О {к ф I). Для множества М в булевой алгебре В обозначим символом 

множество всех элементов 6 € 1В вида Ь = 1пГ6а, где (Ьа) С М — направлен­
ная вниз сеть. Аналогично определяются и М^^ := {М^У. Имеют место 
следующие равенства: 

«(Ф) = .^(Ф)^^; ф(Ф) = ^ ( Ф ) ^ ^ 

2.4.2. В случае разложимого РНП X множество М{Х, У) является также 
РНП, ибо для каждого мажорируемого оператора Т определена мажорантная 
норма \Т\ Ьг{Е,Р) (см. 2.1.2). Аксиомы нормы очевидны; неравенство тре­
угольника вытекает из включения т а з ( Т 1 + Тг) Э т а з ( Т 1 ) -Ь т а з ( Т 2 ) . Нетриви­
альной является разложимость мажорантной нормы; она доказывается ниже в 
2.4.3, 2.4.4. 

Если X разложимо, а У о-полно, то РНП М{Х, У) также будет о-полным. 
< Доказательство следует стандартной схеме. Если {Та) — о-фундамен­

тальная сеть в М{Х, У) , то в силу нормативного неравенства из 2.1.1 фундамен­
тальной будет сеть (Гаж) при любом х Е X. Тем самым существует линейный 
оператор Т : X —*У, действующий по формуле Тх = о-11тГа2г. Допустим, что 
при а,/? ^ 7 имеем \Та — Тр\ 8^, где 8-у убывает и сходится к нулю. Тогда 
для х\,.. .,Хп Е X таких, что |х1| Н (- |ж„| ^ е, будет 

Е \ТаХк - Г^Х, | ^ Е -^-гСк*!) ^ -̂ тС )̂-

Переход к о-пределу по а, а затем к супремуму по всем конечным наборам 
{х1,...,Хп} указанного вида приводит к оценке | Г - Га| ^ 5^ при всех а ^ 7, 
т. е. о - И т Г а = Т. > 

2.4.3. (1) Для любых е Е Е+ и Т Е М{Х,У) существует единственный 
оператор тг^Г 6 М{Х, У) такой, что \ж,Т\ тГе|Г| и | Г - 7ГеГ| = | Г | - тГе|Г|. 

< Обозначим Ф := | Г | . Последовательность (ж„) С Г назовем срезающей 
для X Е X, если о-ИттгеФ(|х — х„ | ) = О и о-иттг^Ф(|х„|) = 0. Для такой 
последовательности существует о-ИтТж„ = 0. В самом деле, 

\ТХг,+к - ТХп\ Ф{\Хп+к - Х „ | ) ^ ТГеФ(|х - Хп+к\) 

-Ь тг,Ф(|х - х„ | ) -Н тг^-ф(|хп|) + тг^-ф(|х„+^|). 

Все четыре слагаемых из правой части неравенства о-сходятся к нулю. Зна­
чит, последовательность (Гх„) о-фундаментальна и существует требуемый о-
предел. Аналогично можно убедиться в том, что если (?/„) — любая другая 
срезающая для х последовательность, то о - И т | Г х „ - Туп\ 0. Срезающую 
последовательность для произвольной точки х Е X можно построить так. По­
ложим Оп := | х | А (пе) и 6„ := | х | — а„ = ( |х | — пе)+. Ввиду разложимости X 
существует такая последовательность (х„) С X, что | х „ | = а„ и |х - х „ | = 
(п 6 К) . Понятно, что 

Х е Ф ( | х - Х „ | ) = ТГ«Ф(6„) ^ ТГ,ТГ^-Ф(|Х|) = О, 
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Итак, корректно определен оператор тгеТ : X —• У по формуле ЖеТх = 
о-ИтТхп, где (х„) — срезающая последовательность для х. Заметим далее, 
что если (уп) и (гп) — срезающие последовательности для у и г соответственно, 
то последовательность (у„ + г„) будет срезающей для у + г. Отсюда с учетом 
определения оператора ЖеТ легко вытекает, что ЖеТ{у + г) = ж^Ту + жД'г. 
Мажорируемость ж^Т видна из соотношений 

\ЖеТх\ 0-Иш|Тх„| ^ 0 - 1 1 т Ф ( | х „ | ) = 7ГеФ(|х|). 

Итак, тГеТ е М{Х, у ) и |7ГеТ| ^ тГеФ. Для оператора Т - ж^Т можем написать 
аналогичные соотношения: 

|(Т - ЖеТ)х\ а - и т | Т х - Тхп\ о-ИтФ(|х - = тг^-ф. 

Тем самым | Т — ЖеТ\ ж^Ф. Принимая в расчет полученные неравенства, 
выводим: 

| Т | ^ |;ГеГ| + | Г - 7ГеТ| ^ ТГеФ + Ж^Ф = Ф = | Т | , 

следовательно, |7ГеТ| = тГеФ и | Т — ЖеТ\ тг^Ф. Единственность очевидна. [> 
(2) Из приведенного в (1) доказательства полезно выделить следующее 

утверждение. Для каждого х Е X имеет место формула 

{жеТ)х = о -Ит{Гхп : \х - х „ | = | х | - | х„ | , \х„\ |Т |( |ж| Л пе) } . 

2.4.4. Мажорантная норма | • | : М{Х,У) —* Ьг{Е,Р) дизъюнктно разло­
жима. 

< Возьмем попарно дизъюнктные проекторы < Т 1 , . . . , (т„ € ^{Е) и элементы 
б 1 , . . •, е„ 6 Е+. Положим 

где Ж)с :— тге^ (Аг := 1,. . . , п). Тогда согласно доказанному в 2.4.3 (1) 

\<ТТ\ а1\ж1Т\ • • + <Тгг\ЖггТ\ СГ^Ж^Щ + • • • + СГхЖгЩ = о-|Т|, 

к ' - Л = <г,\ж1-Т\ . •. + ^„ |х ; [Т | = ^ 1 7 г / - | Т | + - • • + <Гг,ж^\Т\ ег-^|Т|. 

Далее, пусть а € ^ ^ ( | Т | ) ^ . Существует убывающая сеть проекторов (о"а) 
из ^ ( | Т | ) такая, что <т = 1пГ<То. Для каждого а определен оператор (ТаТ Е 
М{Х,У), причем \(ТаТ\ (Та\Т\ \(ТаТ\ <' 'в |Г | . Пользуясь этими равен­
ствами и обозначив для простоты Ф := \Т\, получим следующую цепочку: 

\(ТаТ - (ТрТ\ 0-^Ф л |СГ„Г - <ТрТ\ <ГФ Л \СаТ - (ТрТ\ 

^ а^Ф Л ((7-„Ф + арф) -Ь (тФ Л (К^^ - Л + к / ? ^ - Л ) 

= <Г-̂ Ф Л (<Та + СГ^)Ф + <ГФ л (<Г^ + 0-^)Ф. 

Отсюда видно, что сеть ааТ фундаментальна. В соответствии с 2.4.2 суще­
ствует оператор <гТ :— о-\\т(ТаТ. Более того, выполняются равенства 

\аТ\ о-\1т\(ТаТх\ о^ит|(ГаГ|(|х|) = о - И т а а | Т | ( | х | ) = <г|Т|(|х|). 

Следовательно, \аТ\ сг\Т\. Аналогично \<т^Т\ сг-'-|Т|, поэтому, как и в 2.4.3, 
имеем \<тТ\ <т\Т\, \<г^Т\ <г-^|Т|. Теми же рассуждениями устанавливаются 
последние равенства для случая <г Е ^(Т)^^. Таким образом, для любых оскол­
ков Ф\ (т\Т\ Фг := <т^\Т\й нормы будет Г = Гх -Н ТЬ, |Тк| = Ф* 
{к = 1,2), если Тх = о-Т и Тг = <т^Т. > 
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2.4.5. Т е о р е м а . Пусть X — разложимое РНП, а У — ПБК. Тогда 
М{Х,У) — ПБК. 

< Доказательство содержится в 2.4.2-2.4.4, так как о-полное с^-разложимое 
РНП разложимо. > 

Итак, в условиях теоремы 2.4.5 для каждого мажорируемого оператора 
Т : X У и для любого представления | Т | = 51-1- ^2, где О ^ Зг, 82 : Е Г, 
существуют мажорируемые операторы Т1,Т2 : А" —> У такие, что Т = Тг + Т2 
и |Тк| = 5* {к := 1,2). Если операторы 51 и 52 дизъюнктны, то существует 
единственная пара операторов Т\ Т2, удовлетворяющая указанному условию. 
Тем самым каждому осколку 5 оператора Т отвечает единственный оператор 
и е М(Х,у) такой, что = 8. Он называется осколком оператора Т. Мно­
жество всех осколков оператора (?(Т) имеет вид 

(В(г) = {ие м(х,У) \и\\т-и\ о}. 
Множества Ф(Т) и <Е(|Г|) биективны, поэтому на (В(Т') можно перенести струк­
туру булевой алгебры. Так же, как и в 2.4.1, можно ввести множества ЩТ), и 
при этом имеет место равенство (8(Т) = 21(Т)^Т. 

Разложимость нормы в М{Х, У) имеет интересные частные случаи и раз­
нообразные приложения, из которых здесь приведем лишь один. 

2.4.6. Оператор Т : X —*У назовем сингулярным, если существует фунда­
мент Хо С X, на котором Т обращается в нуль. Из 2.2.2 вытекает непосред­
ственно, что мажорируемый оператор Т сингулярен в том и только в том случае, 
когда сингулярна точная мажоранта \Т\. Множество сингулярных мажорируе­
мых (регулярных) операторов из X в У (из Е в Е) обозначим через М , ( Х , У) 
(соответственно Ь,(Е, Е)). Нулевой идеал оператора Т вводится формулой 

^ := {х е X : (Уг* 6 X) {\и\ | х | =^ Ти = 0)}. 

Для положительного оператора 8 : Е Е имеют место утверждения: 
(1) 8е1п{Е,Е)^8±Ь,(Е,Еу, 
(2) 5 € Ьп{Е, Е)^(^О^и ^8) .Жи е Ъ{Е)). 

2.4.7. Теорема. Если выполнены условия теоремы 3.4.5, то для оператора 
Т 6 М(Х, У) равносильны утверждения: 

(1) Т € М „ ( Х , У ) ; 
(2) Т ± М , ( Х , У ) ; 
(3) если V е М{Х, У) и ^ | Г | , то ^ — компонента. 

< (1) (3). Если Т е Мп{Х,У) и \Щ ^ |Т | , то в силу 2.3.2 \Щ е Ьп{Е, Е). 
Согласно 2.4.6 (2) — компонента в Ё , и остается учесть очевидное равен­
ство 

^^^ = Н{^^у^{) := {х е X : | х | е 

(3) (2). Допустим, что ^ \Т\я некоторого сингулярного V е 
М{Х,У). Тогда ^ — компонента, и в то же время X = ^Л^/-^ = Тем 
самым С/ = 0. 

(2) =^ (1). Предположим, что 0 ^ 5 ^ | Г | , причем оператор 5 сингулярен. В 
соответствии с 2.4.5 существует оператор V € М{Х,У), для которого \и\ 5. 
Понятно, что 1Л.Т, ибо V — сингулярный оператор. Но тогда 5 ± | Г | , т. е. 
5 = 0. Это означает, что \Т\1.Ь^{Е,Р), и в силу 2.4.6(1) и 2.3.2 получаем 
ТеМп{Х,У). > 

2.4.8. Итак, если выполнены условия теоремы 2.4.5, то Мп{Х,У) = М>{Х, 
У)-"-, а Мг{Х,У) является фундаментом в Мп{Х,У)^. В связи с теоремой Ио­
сиды — Хьюитта представляет интерес равенство М»{Х,У) = Мп{Х,У)^ = 
Мо»{Х,У) или, что то же, представление 
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(1) М{Х,У) = Мп{Х,У) ф М,{Х,У). 
Для регулярных операторов вопрос о справедливости указанного равенства 

решается следующим образом. Говорят, что векторная решетка Е обладает 
свойством Егорова, если для любой ограниченной двойной последовательности 
Сп к е. Е+ такой, что вп к ^ *+! (Л € М) и зир е„ к̂ = е € ^ при всех п € 

существуют возрастающая последовательность /т € Е+ и функция ^ : N х Н —> 
N такие, что вир / т = е и ^ «п,;(т,п) т € М). 

(2) Т е о р е м а . Пусть Е — векторная решетка со свойством Егорова, 
Е — К-пространство счетного типа. Тогда 

1г{Е,Е) = 1г,{Е,Е)ф1,{Е,Е). 

< Доказательство см. [17, 89]. > 

2.4.9. Т е о р е м а . Пусть{X, Е) — разложимое РНП и Е обладает свойством 
Егорова, (У, Е) — ПБК и Р — К-пространство счетного типа. Тогда имеет 
место представление 2.4.8 (1). 

< Доказательство следует из 2.4.5 и 2.4.8 (2). > 
2.4.10. Рассмотрим еще одну компоненту в М{Х, У). Пусть ^{Е, Р) — ком­

понента в Ьг{Е,Е), порожденная множеством конечномерных о-непрерывных 
функционалов: ^{Е, Е) := {Е'^ ® Р)-^-^. Положим 

М^{X, У) := {Т в М{Х, У) : \Т\ 3{Е, Е)). 

Элементы М^{X,У) называют почти интегральными операторами. Для того 
чтобы получить внутреннее описание компоненты М^, необходимо понятие *-
сходимости П. С. Александрова и П. С. Урысона. Напомним, что последова­
тельность (еп)п€Н в Е называют *-сходящейся к е е Е (по отношению к о-
сходимости) и пишут Сп е, если всякая ее подпоследовательность (ел^)/ьен 
содержит подпоследовательность (вп^, о-сходящуюся к х. Оператор Т : 
Х —*• У назовем *-о-непрерывным, если он о-непрерывен и каждую ограничен­
ную +-сходящуюся к нулю последовательность (х^ 6 X, ^ 0) переводит в о-
сходящуюся к нулю последовательность (Тхп —»0). Обозначим через М,„(Х, У) 
множество всех *-о-непрерывных мажорируемых операторов из X в У, и пусть 
иг.{Е,Е):=М.гг{Е,Е). 

Легко видеть, что М,„ (Х , У) — компонента. В самом деле, непосредственно 
из определений вытекает, что М»„(Х, У) — порядковый идеал. Далее, если 

х„ Д О и Та ^Т, где Хп € X , | х „ | ^ е € Е , и Т« € М . „ ( Х , У ) , то Тх^ ^^0, так 
как | Т х „ | ^ \Т-Та\{е)-\-\ТаХг,\. 

2.4.11. Теорема. Пусть X и У — ПБК, причем нормирующее К-прост-
ранство Е регулярно. Мажорируемый оператор из X вУ почти интегрален в 
том и только в том случае, если он *-о-непрерывен: 

М^^X,У) = М.^.(X,У). 

<3 Всякий функционал е' € Е'^ является •-о-непрерывным, поэтому Е'^ ® 
Р С Ь*гь{Е, Р). Так как Ь^п{Е,Е) — компонента, имеем 3{Е,Р) С 1*и{Е,Е), 
значит, М^^X, У) С М,„ (Х , У). 

Наоборот, допустим, что оператор Т € М ( Х , У) *-о-непрерывен. В силу 
разложимости наименьшей мажоранты (см. 2.4.5) существует оператор II Е 
М ( Х , У) такой, что 

3:=\щ^{Е,Е), \т-^\е^{Е,Е), \т\ \щ-^\т-и\. 
Если докажем, что 5 = О, го 7̂ = О и Т € М^{X,У). Заметим, прежде всего, 
что оператор 1/ *-о-непрерывен, ибо таковыми являются Т и Т — V. По те­
ореме 2.3.2 оператор 5 о-непрерывен, следовательно, можно предположить, не 
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ограничивая общности, что имеются слабая порядковая единица 1 € и суще­
ственно положительный функционал / Е Е'^. Пусть е := \х\я некоторого 
X Е X. Из соотношения 8±/ ® 1 имеем 

0 = ( 5 ' Л / ® 1 ) е = шГ { 5 ( е - е о ) + / ( е о ) 1 } . 

Положим Ап := {8{е - ео) + / ( ео ) • 1 : О ^ ео ^ е , / ( ео ) ^ 1 /п} . Как видно, 
Ап+1 С Ап И Ы{Ап) = О для каждого п € N. Согласно нашему предпо­
ложению относительно Е существуют конечные множества А'^ С Л„ такие, 
что о- \\т 1п1'(А^) = 0. Существуют строго возрастающая последовательность 

натуральных чисел (к{п))п^^ и последовательность {€т)т&^ ^ ^ такие, что 
О ^ е^ < е и Л ,̂ = { 5 ( е - е ^ ) - | - / ( е ^ ) - 1 : к{п) ^ ш < к{п + 1)}. Поскольку функ­
ционал / Е Е'п существенно положителен и /{ст) О, то С т ̂ 0 . Рассмотрим 
последовательность ( ж ш ) т е н ^ X, для которой |а ? т | = ^ \х — Хт\ е — С т 
(см. 1.1.6). Понятно, что ( ж т ) ^-сходится к нулю, стало быть, 11хт—*0. Итак, 
имеют место равенства 

о-Ит |Схш| = О, о-Иш шГ{5(е — е^) : к{п) < т < к(п + 1)} = 0. 
т—•оо п—•оо 

Для произвольного г: > о существуют разбиения единицы (7Гш)^еК " (/'п)пеж ^ 
булевой алгебре ^{Е) такие, что 

тгт\ихк\^е1 (к,теП,к^т), 

Рп тЦ8{е - е̂ ь) : к{р) ^к<к{р+ 1)} ^ е1 (р ^ п). 

Отсюда для к ^ тах{А;(р), т}, р " ^ п, 

Т^т\их\ 3{е - Ск) + Жт\ихк\ 3{е - Ск) + €1, 
Ргг^т\их\ Рп шЦЗ{е - вк) : к (р) ^ к < к{р + 1)} Ч- е1 ^ 2г1. 

Суммируя по п и т , получим \1/х\ 2е1, следовательно, Пх = 0. Так как 
элемент х Е X произволен, то I/ = 0 и 5 ' = 0. > 

§ 2.5. К о м м е н т а р и и 

2.5.1. Понятие мажорируемого оператора появилось во второй половине 
30-х годов в работах Л. В. Канторовича [30, 33, 34]. Оно имело двоякую моти­
вировку — теоретическую, обусловленную развитием общей теории операторов 
в полуупорядоченных пространствах (см. [29-32]), и прикладную, связанную с 
приближенными методами анализа (см. [33, 34]). Говоря о последней, лучше 
всего привести слова самого Л. В. Канторовича [33]: 

«При доказательстве существования решения различных классов функци­
ональных уравнений в анализе весьма часто применяется способ последова­
тельных приближений; при этом доказательство сходимости этих приближений 
основывается на том, что данное уравнение может быть мажорировано некото­
рым уравнением простого вида. Такого рода доказательства встречаются в 
теории интегральных и дифференциальных уравнений. 

Рассмотрение полуупорядоченных пространств и операций в них позволяет 
с большой легкостью развить в абстрактной форме полную теорию функцио­
нальных уравнений упомянутого вида.» 

Различные классы мажорируемых операторов изучались относительно не­
зависимо. Пе считая ограниченных операторов в нормированных простран­
ствам, наибольшее внимание уделялось регулярным операторам (см. [12, 21, 
36, 85, 163]). Операторы с абстрактной нормой ввел Л. В. Канторович (см. [17, 
36] и библиографию в них). Доминированные в смысле 2.1.4(4) операторы в 
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разной степени общности и под разными названиями изучались многими ав­
торами (см., например, [9, 24, 43, 64, 97, 136, 145]). В частности, формула из 
2.1.4 (4) приведена в [9]. Операторы из 2.1.4 (5) обладают той особенностью, что 
при булевозначном представлении пространств X, У (см. 1,5.3) этим операто­
рам соответствуют ограниченные операторы в смысле теории нормированных 
пространств. Это дает возможность изучать ортоморфизмы в решеточно нор­
мированных пространствах путем интерпретации в подходящей булевозначной 
модели результатов из теории ограниченных операторов в нормированных про­
странствах (см. [47]). Отметим также, что операторы с абстрактой нормой 
(см. 2.1.3) можно реализовать как ограниченные функционалы в соответствую­
щей булевозначной модели (см. [23]). Относительно ортоморфизмов в векторных 
решетках имеется обширная литература (см., например, [12, 85, 141, 163]). 

2.5.2. Общую формулу из 2.2.2 для вычисления точной мажоранты получи-
лии А. Г. Кусраев и В. 3. Стрижевский [58]. Уточнения 2.2.5, связанные с воз­
можностью вычисления супремума по дизъюнктным разбиениям, обоснованы 
в [41]. Для модуля регулярного оператора этот факт установили независимо 
Ю. А. Абрамович [1] и Люксембург и Цаанен [125]. Более того, Ю. А. Абрамо­
вич развил вариант исчисления порядково ограниченных операторов, в котором 
точные границы можно вычислять по разбиениям аргумента на дизъюнктные 
части (см. также [17, 85, 163]). 

Субмажорируемые операторы впервые появились в работе Л. В. Канторо­
вича [30]. Там же отмечено утверждение 2.2.8(1). Операторы, сохраняющие 
дизъюнктность, называют также (^-гомоморфизмами [2]. Изучение этого класса 
операторов начато Б. 3. Вулихом [20]. Различные аспекты операторов, сохраня­
ющих дизъюнктность, а также соответствующую библиографию см. в обзоре 
12]. В решеточно нормированных пространствах (/-гомоморфизмы начал из­

учать А. Г. Кусраев [49, 50], а затем А. Е. Гутман [25, 103]. Это направление 
базируется на реализационном методе Ю. А. Абрамовича [79]. Подробнее об 
этом будет сказано в гл. 3. Теорема Хана — Банаха — Канторовича устано­
влена в [46]. Она является основным аппаратом исследования выпуклых опе­
раторов (см. [5, 53, 60]). Разные другие аспекты теоремы Хана — Банаха 
отражены в хорошем, но все же далеко не полном обзоре [92 . 

2.5.3. Теоремы 2.3.2 и 2.3.3 получили А. Г. Кусраев и В. 3. Стрижевский 
58] для случая порядково полных нормирующих пространств (см. также [41, 

47]). Результат о продолжении о-непрерывного регулярного оператора с век­
торной решетки на ее дедекиндово пополнение, на который опирается доказа­
тельство 2.3.3, получен А. И. Векслером [13]. Формула 2.3.5(3) отмечалась в 
50]. Теорема 2.3.7 имеет место и в секвенциальном варианте: мажорируемый 

оператор секвенциально о-непрерывен в том и только в том случае, если он а-
аддитивен (т. е. условие полной аддитивности из 2.3.6 выполняется лишь для 
последовательностей). Для положительных операторов этот факт установил 
А. Г. Пинскер (см. [36, теорема УП.2.45]). 

Вопрос о разложении меры, функционала или оператора на порядково не-
прерывую и сингулярную составляющие изучался с разных точек зрения н 
имеет много разных вариантов постановки и решения (см., например, [17, 54-
56, 85, 142, 155, 163], а также библиографию, указанную в обзоре [12]). Теорему 
2.3.9 получили А. Г. Кусраев и С. А. Малюгин [54]. Другую формулу для вы­
числения Тп в случае произвольной векторной решетки Е дал Е. В. Колесников 
38]. В этой же работе приводятся формулы проектирования мажорируемого 

оператора на произвольную главную компоненту. 

2.5.4. Тот факт, что пространство мажорируемых операторов М{Х, У), где 
X разложимо и У о-полно, является о-полным РНП, известен со второй поло­
вины 30-х годов (см. [30, 34, 36]), однако вопрос о его разложимости оставался 
открытым. Разложимость пространства М{Х,У) установили А. Г. Кусраев и 
В. 3. Стрижевский [58] в 1987 г. (см. также [41]). Е. В. Колесников заметил 
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(см. [41]), что в теореме 2.4.5 условие разложимости X можно ослабить. Точнее, 
справедливы следующие утверждения. 

(1) Если X г-разложимо (см. 2.1.3(1)), а У — ПБК, то М{Х,У) — 
ПБК. 

(2) Если X о-разложимо (см. 2.1.3(3)), а У — ПБК, то М „ ( Х , У ) — 
ПБК. 

Ключевые формулы из 2.4.1 для булевой алгебры осколков положительного 
оператора получил Е. В. Колесников (см. [38, 39], а также [4]). Аналогичные 
формулы ранее получили А, Г. Кусраев и В. 3. Стрижевский [58] для поряд­
ково полных Е и Р, а впервые — де Пагте [138] и Алипрантис и Буркиншо [84 
для Е с достаточным числом порядково непрерывных функционалов. Сюда же 
примыкает работа [93]. Общий подход к вычислению осколков положительного 
оператора, основанный на описании экстремальной структуры субдифференци­
алов (см. [53]), развил С. С. Кутателадзе [62] (см. также [17]). 

В 2.4.6 приведены результаты А. И. Векслера [13] — (1) и Алипрантиса и 
Буркиншо [83] — (2) (см. [21, 85, 123], а также обзор [12]). Обобщенную те­
орему Иосиды — Хьюитта 2.4.8 (2) получили А. В. Бухвалов и М. Я. Якубсон 
(доказательство см. в [17]), а теорему 2.4.9 см. в 

= Ж теоремы 2.4.8(2) установил Люксембург [122 
Иосиды — Хьюитта и ее приложениях см. в [12, 64 

89]. Скалярный вариант 
Подробности о теореме 

. Отметим, что теоремы 
2.4.8(2) и 2.4.9 остаются в силе, если потребовать от векторной решетки Е 
существования фундамента, который разлагается на компоненты со свойством 
Егорова. При этом в ^^-пространстве выполнено свойство Егорова в том и 
только в том случае, если стоуновский компакт любого его главного идеала 
обладает следующим свойством: всякая последовательность замкнутых нигде 
не плотных подмножеств типа С{ содержится в одном нигде не плотном множе­
стве типа Сб. 

Почти интегральные операторы ввел Г. Я. Лозановский [65]. Об их месте 
в выводе критерия интегральной представимости линейного оператора см. [11, 
17]. Теорема 2.4.11 фактически установлена в [50]. 

2.5.5. Мы не затронули вопроса о продолжении мажорируемых операторов. 
Различные аспекты этого направления и соответствующие ссылки см. в 56 . 
Метод продолжения секвенциально о-непрерывного мажорируемого оператора, 
описанный в [56], — классическая схема Даниэля — Стоуна построения ин­
теграла Лебега для положительного оператора со значениями в регулярном К-
пространстве. Такое продолжение впервые получил Л. В. Канторович [108 
(см. также [36]). На операторы, действующие в слабо <г-дистрибутивное К^-
пространство, этот результат распространил Маттес [132]. Райт [162] и Фре-
млин [99] (см. также Ричан [143, 144]) дали другие доказательства резуль­
тата Маттеса. Необходимость слабой <т-дистрибутивности в задаче о продол­
жении секвенциально о-непрерывного оператора доказал Райт [159-161] (см. 
также [99]). Для продолжения булевых гомоморфизмов аналогичные вопросы 
были исследованы Д . А. Владимировым [18] (случай <7-гомоморфизмов в ал­
гебрах счетного типа), а также в [132] и [159] (общий случай). Описание слабой 
<7-дистрибутивности в терминах стоуновского компакта для расширенных К-
пространств счетного типа получена 3. Т. Дикановой [28], а для булевых алгебр 
счетного типа — Келли и Окстоби [110]. 

Райт [160] доказал, что если Е = С{К), где К — компакт, а С — простран­
ство всех ограниченных функций на К, то теорема о продолжении верна для 
положительного С-непрерывного оператора Т со значениями в ^'(^-пространстве 
Е, причем слабая (т-дистрибутивность не предполагается. Фремлин [99] выска­
зал предположение о том, что в некоторых других случаях слабая с-дистрибу-
тивность может быть опущена. Два таких случая разработаны Хураной [112] и 
А. Г. Кусраевым и С. А. Малюгиным [56]. Приложения к векторной проблеме 
моментов получил С. А. Малюгин [67, 68]. Вопросы разложения и продолже-
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ния мажорируемых мер со значеними в РНП изучались в [55-57, 67]. В [41 
установлен следующий результат о продолжении мажорируемого оператора. 

Теорема. Пусть Ео — массивная подрешетка векторной решетки Е, а 
(У, Е) — произвольное ПБК. Пусть То € М{Ео,У) и 3 — крайняя точка множе­
ства ^{\То\) всех положительных линейных продолжений оператора \То\ Ео 
Е на всё Е. Тогда сушествует и притом единственный мажорируемый оператор 
Т : Е -*У такой, что Т продолжает То и \Т\ 3. 

Глава 3. Аналитическое представление 
мажорируемых операторов 

В этой главе выводятся общие формы некоторых классов линейных опе­
раторов, действующих в решеточно нормированных пространствах непрерыв­
ных или измеримых вектор-функций. Мажорируемый оператор, сохраняющий 
дизъюнктность, или, как еще говорят, с?-гомоморфизм (3.1.1), допускает муль­
типликативное представление, т. е. может быть представлен в виде суперпо­
зиции оператора обобщенного сдвига и оператора умножения на операторный 
вес (3.1.8). Отсюда легко выводится аналитическая форма операторов из иде­
ала, порожденного операторами, сохраняющими дизъюнктность; оказывается, 
что этот идеал состоит из конечных сумм операторов, сохраняющих дизъюнкт­
ность (3.1.2, 3.1.3). 

Двойственным к понятию «^-гомоморфизма является понятие разложимого 
оператора (3.2.1). Порядково непрерывный мажорируемый оператор разложим 
в том и только в том случае, если его точная мажоранта есть оператор Ма-
гарам, т. е. порядково непрерывен и сохраняет порядковые отрезки (3.2.2). 
Разложимые операторы допускают простое аналитическое описание (3.2.6). В 
частности, для них имеет место аналог теоремы Радона — Никодима, причем 
роль интеграла здесь играет точная мажоранта оператора (3.2.7). 

Если какая-нибудь мажоранта оператора, действующего в пространствах 
измеримых вектор-функций, является интегральным оператором, то этот опе­
ратор сам допускает слабое интегральное представление. Верно также и обрат­
ное утверждение. Отсюда, учитывая характеристические свойства классиче­
ского интегрального оператора (3.2.2), выводится следующий критерий слабой 
интегральной представимости. Мажорируемый оператор допускает слабое ин­
тегральное представление в том и только в том случае, если он переводит огра­
ниченные по порядку последовательности, сходящиеся к нулю по мере, в после­
довательности, сходящиеся к нулю почти всюду (3.3.7). 

Широкий класс операторов возникает в результате интегрирования по се­
мейству мер, зависящему от некоторого измеримого параметра. Такие опе­
раторы называют псевдоинтегральными (2.1.10). Оказывается, что оператор 
допускает слабое псевдоинтегральное представление в то.м и только в том слу­
чае, если он порядково непрерывен (3.4.6). Из этого критерия выводятся также 
утверждения об общем виде мажорируемых операторов (3.4.7). 

§ 3 . 1 . О п е р а т о р ы , с о х р а н я ю щ и е д и з ъ ю н к т н о с т ь 

Основная цель данного параграфа — получить мультипликативное пред­
ставление для с?-гомоморфизмов, действующих в РНП вектор-функций. Попутно 
дается описание порядкового идеала в пространстве мажорируемых операторов, 
порожденного с/-гомоморфизмами. 

3.1.1. Оператор Т : X ^ У называют й-гомоморфизмом или оператором, 
сохраняющим дизъюнктность, если для любых дизъюнктных Х\,Х2 € X эле­
менты Тх\ Тх2 также дизъюнктны. Оператор Т называют п-дизъюнктным. 
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если для любых попарно дизъюнктных элементов хо,.. . , Х п Е X точная ниж­
няя граница множества {|Г2;̂ ;̂| ; к := 0 , 1 , . . . , п } равна нулю. Итак, Г будет 
гг-дизъюнктным, если 

А Ы = 0 (кф1)^ \Тхо\ . • • А \Тхп\ О 

для всякого (п -(- 1)-элементного набора { х о , . . . . х„} . Как видно, (/-гомоморфиз­
мы — это в точности 1-дизъюнктные операторы. 

Пусть X разложимо, а Г порядково полна. Мажорируемый оператор Т Е 
М(Х,У) будет п-дизьюнктным в том и только в том случае, если его точная 
мажоранта \Т\ п-дизъюиктный оператор из Е в Р. 

<] Достаточность очевидна. Предположим, что оператор Г п-дизъюнктен. 
Возьмем попарно дизъюнктные элементы е о , . . . , е „ 6 Е^. и положим Д := 
8 и р { | Т « | : \и\ ек}. Если \ик\ ек, то Пк ± гц (к ф /) , поэтому |Тг/.о| Л 
• • • Л \Тип\ 0. Переходя к точной верхней границе в последнем равенстве 
по ио,...,ип, получим / о А • • • А /п = 0. Если | х 1 | -Ь • • + | х т | ^ Ск, то 

т 
\Ех\\ {Л}'^"'', следовательно, \Е\ек Е согласно 2.2.2. Тем самым 

| Г | е о А • • • Л |Т|е„ € { / о } ^ " ' П • • • П { Д } ^ ^ = {0} , 

значит, 1пГ |Т|е<; = 0. [> 
/г:=0,...,п 

3.1.2. Теорема. Пусть 8 : Е —* Е — положительный оператор, причем Р 
порядково полна. Тогда 8 будет п~дизъюнктным в том и только в том случае, 
если имеет месте представление 8 = 81-] КЙ'я, где 8к : Е Е — решеточный 
гомоморфизм при к := 1, . . . , п. 

<] Наметим схему доказательства. Возьмем п попарно дизъюнктных эле­
ментов С о , . . . , е „ _ 1 € Е.^.. Пусть Жк — проектор на компоненту {8ек}'^'^ (к := 
0 ,1 , . . . , п - 1) и 5о : = Же^З (см. 2.4.1). Положим Ц := тготг! . . . 7г„_15о и 
V :— жоЖ1.. .Жп-1(8 — 8о). Можно показать, что П — решеточный гомомор­
физм, аУ — (п — 1)-дизъюнктный оператор. Этот факт позволяет провести до­
казательство индукцией по п. Однако может случиться так, что какой-нибудь 
из проекторов жо,..., ж^-! равен нулю, а значит, I/ = У = 0. В этом случае шаг 
индукции невозможен, и нужно действовать более а.ккуратно. Именно, выберем 
максимальное семейство ^ попарно дизъюнктных проекторов так, что для ка­
ждого ж Е найдется п попарно дизъюнктных элементов е о , . . . , е п - 1 Е Е, для 
которых ж{Р) С { 5 е о Л • • • А 8еп-\}^^. Если тго / — вир то ж^З — (п — 1)-
/>изъюнкгный оператор. Для тг € к оператору ж8 применим указанные выше 
рассуждения. Полученные при этом решеточные гомоморфизмы IIне равны 
нулю. Положим 11е := в\1р{1)т,е : тг € (е € Е^). Тем самым определяется 
решеточный гомоморфизм (/ : Е Е. Остается показать, что V •.= 3 — 1/ — 
(п — 1)-дизъюнктный оператор, и применить предположение индукции к опера-
зору жо8 -Ь У. Подроб1юсти см. в [90]. > 

3.1.3. Теорема. Пусть X разложимо и Р порядково полна. Мажорируе­
мый оператор Т : X У будет п-дизъюнктным в том и только в том случае, 
если он представим в виде суммы п операторов, сохраняющих дизъюнктность. 

< Нужно применить 3.1.1, 3.1.2 и воспользоваться разложимостью точной 
мажоранты (см. 2.4.5). [> 

Обозначим через ,7 := ]{Е,Р) о-идеал в 1г{Е,Е), порожденный решеточ­
ными гомоморфизмами, и положим М^(X,У) :— {Т Е М{Х,У) : | Г | Е ^}. По­
ложительный оператор сохраняет дизъюнктность в том и только в том случае, 
если он является решеточным гомоморфизмом. С учетом этого из 3.1.1 и 3.1.2 
вытекает, что если Е порядково полна, то ^ состоит в точности из регулярных 
операторов, п-дизъюнктных при некотором п Е N. Если же. кроме того, X раз­
ложимо, то М./(А', У) состоит из мажорируемых операторов, п-дизъюнктных 



Мажорируемые операторы 257 

( . • е ) ( 0 : = { ^ | ' 

при некотором п Е N. В то же время эти пространства состоят из конечных 
сумм операторов, сохраняющих дизъюнктность. Итак, пространство М^ устро­
ено довольно просто по модулю «/-гомоморфизмов. Ниже мы выведем мульти­
пликативное представление (/-гомоморфизмов в РНП вектор-функций. Сейчас 
же изложим необходимые вспомогательные факты. 

3.1.4. Пусть Ф : Е тЕ — рещеточный гомоморфизм. Допустим, что Е — 
Ф{Е)^^ — /^Г-пространство. В максимальном расщирении тЕ зафиксируем 
мультипликативную структуру, однозначно определяемую выбором единицы. 
Положим Е' := {/ Е тЕ : / • Ф(Е) С Е]. Пусть .^^{Е, Е) — множество всех 
регулярных операторов 8 : Е ^ Е таких, что 5 Е {Ф}-'--'-, если 5 рассматривать 
как оператор из Е ъ тЕ. Положим 

М*(^5'(X), Е,{Г)) := {Т Е М{Е{Х), Е.{У')) : \Т\ ^""{Е, Е)}. 

Теорема. Множество Е' является фундаментом в тЕ, линейно и реше­
точно изоморфным к-пространству 5^^{Е,Е). Изоморфизм устанавливается 
сопоставлением элементу / ЕЕ' оператора 8; по формуле 

8^{е) = /^Ф(е) (еЕЕ). 

3.1.5. Пусть Р и (5 — стоуновские компакты векторных решеток Е и Е 
соответственно. Допустим, что задано непрерывное отображение V? : Л —»• Р , 
где Л — замкнутое подмножество ^ . Определим оператор подстановки у* по 
формуле 

г{(р{1)), если / Е Л, 
если / Е Я\А. 

Если (р~^{<^от{е)) плотно в Л, где <1от(е) := {в Е Р : |е(5)| < Ч-оо}, то (р'е Е 
Соо(д) . 

Теорема. Предположим, что Е и Р — фундаменты в Соо{Р) соот­
ветственно, аФ : Е —>• Е — порядково непрерывный решеточный гомоморфизм. 
Тогда сушествуют непрерывное отображение из замкнутого подмножества 
компакта Я в компакт Р и функция а Е Соо{Я) такие, что Фе = а • <р*е (еЕЕ). 

3.1.6. Возьмем банахово пространство Л'. Допустим, что оператор полгта 
новки (р* порядково непрерывен и действует из Е в Р 

Существует единственный мажорируемый оператор .р* : Е{Х) —<• Р{Х) 
такой, что \(р*х \ <Р* н (рх{^ б) = ^ ® 'Р*6 ^ А', еЕЕ). 

< В самом деле, оператор (р^ можно определить на X ® Е формулой 

(рх[^^к®ек •.= '^ Хк^(р*ек. 
\к=1 / к=1 

Мажорируемость такого оператора проверяется непосредственно. Из те­
оремы 2.3.3 видно, что допускает единственное продолжение на Е { Х ) . Ра­
венство \<р*х\ (р* следует из 2.3.5(3). О 

3.1.7. В дальнейшем потребуется еще один вспомогательный факт. Го­
ворят, что билинейный оператор Ь : X х У Е «.иеет абстрактпную норму. 
если в Е существует 

|6| : = 8 и р { 6 ( х , г / ) : | | х | К 1 , 1}. 

Обозначим через .'^А(Х,У:Е) пространство всех билинейных операторов с аб­
страктной нормой, действующих из Л' х У в Е. 
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Теорема. Для любого билинейного оператора с абстрактной нормой Ь : 
X X V Е существует единственный элемент шь € Е,{{Х®УУ) такой, что 
Ь(х, у) = (ж ® у, Шь) при всех х Е X и у Е У • Соответствие Ь ^ и ь осуществляет 
линейную изометрию ПБК 3§А{Х,У;Е) И Е,{{Х%У)'). 

3.1.8. Т е о р е м а . Предположим, что Ф — порядково непрерывный реше­
точный гомоморфизм из Е в тЕ. Тогда для произвольного оператора Т Е 
М^{Е{Х), Е^{У')) существует единственная с точностью до эквивалентности 
оператор-функция К Е Шд{Х, У) такая, что \К\ Е', и имеет место предста­
вление 

Ти = К{а.Гх(^)) (иеЕ(Х)). 

Соответствие Т у-^ К определяет линейную изометрию между ПБК М^{Е{Х), 
Е,{У')) и Е^{^{Х,У')). 

< Согласно 3.1.5 оператор Ф допускает мультипликативное представление 
Фе = а(р*е (е Е Е). Возьмем Т Е М^{Е{Х), Е,{У')) и положим 5е = Зг,у{е) := 
{у, Т{х ® е)), где х Е X, у ЕУ , е Е Е. Элемент х®еЕ Е{Х) задается формулой 
X ® е :1 у-^ е( / )х, |е(/) | < +оо . Заметим, что 

5 е | ^ | Т ( х ® е ) | | Ы К | Т | ( | е | ) х- У 

Так как \Т\ -5^*, то 5 Е 5̂̂ *, ибо — компонента. Обозначим буквой А 
изоморфизм из .^^(Е, Е) на Е', о котором идет речь в 3.1.4. Положим ^>(х, у) := 
Х{8х,у). Из определений видно, что отображение (х ,у ) Ь(х,у) представляет 
собой билинейный оператор из X х У ъ Р". Более того, 

|6(х ,у) | = Л( |5 . , , | )<Л( |Т | ) | | х | | |Ы | (ХЕХ, уЕУ), 

т. е. Ь — оператор с абстрактной нормой и |6| ^ А(|Т|). По определению 
изоморфизма Л 

{у, Т(х ® е)) = 6(х, у)Фе (х Е X, у ЕУ, еЕЕ). 

Учитывая сказанное, а также формулу 2.3.5(3), имеем 

|Т|е = 8ир{Е \Т(х(к) ® с(к)\ (х, с) Е ^ } 

= 8 и р { 8ир {У2{у,Т(х(к)®с(к)))] : ( Х , С ) Е ' ^ } 

= 8 и р { вир ( V 6(х(^), у)Ф(с(к))} : (х, с) Е ^ | 

^ вир {8ир (Е 1МФ(с(^))||аг(^)||||у||) : (х, с) Е ^ } 

^8ир{|6|ф(Ес(Аг))} = |6|Ф(е), 

где '̂ ^ состоит из всех пар (ж, с) вида х : { 1 , . . . , п} —»̂  X , с : { 1 , . . . , х„} Е+, 

пЕП, причем \\х(к)\\ I (к := 1,... ,п), с(к) ± с(1) (к ф /), с(к) = е. Из этих 

оценок видно, что Л(|ТП ^ С учетом уже установленного противоположного 
неравенства получаем \а\ А(|Т|). Применим теперь теорему 3.1.7, согласно 
которой существует оператор-функция К Е Шс^(Х,У') такая, что |6| = | А ' | и 
имеют место равенства 

(у, Т(х ® е)) = 6(х, у)Ф(е) = (у, Кх)а<р*е = (у, К(а<р1^(х ® е))). 

Пользуясь произволом в выборе у ЕУ, получаем 

Т(х ® е) = К(аср*х(х ® е)) (х Е X, е Е Е). 
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Отсюда, из линейности Т и К,а также определения (р^ (см. 3.1.6) выводим, что 
Ти — К{оир\и) {и € Х<^Е). Так как операторы Т и ^* порядково непрерывны, 
а X ® Е о-плотно в Е{Х), то полученное на X ® представление сохраняется 
и на всем Е{Х). Единственность К видна из следующих рассуждений. Если 
Ь Е Ш1(з(Х, У) также представляет Т, то Ь(а(р'^и) = К(а(рх^) при и Е ^ ( Х ) . В 
частности, {1{1)х-К{1)ха{г)е{<р{1)) = О для всех х е X и е е Е. Так как Ф(^;') — 
фундамент в Соо{^), то а — порядковая единица в Соо(Я) и Лот((р) плотно в 
^ , значит, Ь{1)х = К{1)х для всех < Е О, за исключением, быть может, точек 
некоторого тощего множества. Остается заметить, что если К Е Ш^{X, У) и 
\К\ Е', то оператор Зи = К(а<Рхи) входит в М * , ибо 

\8и\^\К\\а^'х{и)\^а\К\>р*{\и\)^\К\Ф{\и\) и€Е{Х). > 

3.1.9. Теорема. Пусть Ф — порядково непрерывный решеточный гомо­
морфизм из Е в Г, а оператор Т Е М{Е{Х), Ев{У, 2)) удовлетворяет условию 
\Т\ {Ф}-^-^. Тогда существуют оператор-функция К Е Шд(Х,У'), функция 
а Е Сос{Я) я непрерывное отображение (р : (1от{(р) —* Р, где ^ о т ( ^ ) — замкну­
тое подмножество ^, такие, что справедливы представления 

Ти = К{а>р*хи) (и Е ОД), . 

| Г | е = № ^ * е (ееЕ), 

Фе = а(р*е (е Е Е). 

< Отождествим У с замкнутым подпространством 2'. Тогда ^Р,(У, ̂ ) — 
о-замкнутое подпространство в Р»{2'). Из условия \Т\ {Ф}"^'"'' видно, что Т Е 
М^{Е{Х),Р,(2')). По теореме 3.1.8 существует К Е Шд(Х,2'), для которой 
верны требуемые представления. > 

§ 3.2. Разложимые операторы 

Здесь мы дадим аналитическое описание операторов, имеющих в качестве 
мажоранты операторы Магарам, т. е. порядково непрерывные операторы, сох­
раняющие интервалы. 

3.2.1. Рассмотрим РНП (X , ^;) и {У,Р). Линейный оператор Т : X У 
называют разложимым, если для любых а; Е X и дизъюнктных уьуг Е У 
из Тх = у1 у2 следует существование таких Х1,Х2 Е X , что х = хх + Х2 
и Т(Вх{\х1с\) X у1 {к,1 := 1,2, к / ) . Последнее соотношение означает, что 
если |«| ^ \хк\, то Ти ± у1 {к ф I). В частности, Тхк ± (Аг ^ / ) , поэтому 
дизъюнктны совпадающие элементы Т х 1 — у\ уз — Тх^, а значит, Тхк = Ук 
{к — 1,2). Положительный оператор 8 : Е Р называют положительно 
разложимым, если для е Е Е+ и дизъюнктных / 1 , / 2 Е Р+ из 8е = /1 + / 2 
следует существование таких 6 1 , 6 2 Е Е+, что е = ех + ег и 8ек = Д {к = 
1,2). Говорят, что 5" сохраняет интервалы, если 5'([0,е]) = [0,5'е] для каждого 
е Е Е+. Порядково непрерывный оператор, сохраняющий интервалы, называют 
оператором Магарам. 

3.2.2. Теорема. Пусть X и У разложимы, а Р порядково полна. Для 
мажорируемого Т : X —»• У имеют место утверждения: 

(1) Т разложим в том и только в том случае, если \Т\
разложим на о-идеале, порожденном множеством |Х|; 

(2) Т разложим и о-непрерывен в том и только в том случае, если \Т\ 
положительно разложим и о-непрерывен; 

(3) если Е порядково полна, то Т разложим и о-непрерывен в том и 
только в том случае, если \Т\ оператор Магарам. 
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<] Предположим, что оператор |Т| положительно разложим на множестве 
1X1. Пусть имеет место представление Тх = у1 + Уг, где х е X , уьуз € У и 
У1 - I У2- Возьмем проектор тг1 на компоненту (у!!"*""̂  и положим тгг := Д := 
я-«:|Т|(|х|) {к := 1,2). Тогда |Т|(|х|) = Д + / 2 , / 1 1 / 2 , значит, найдутся такие 
^1,62 € что 61 + 62 = |х| и Д = |Т̂ е̂ ,̂ (А; := 1,2). Разложимость X дает нам 
представление х = Х1 + Х2, где |хл;| = е* (к := 1,2). Если « € X и ^ то 
\Ти\ \Т\{\и\) ^ Д , поэтому \Ти\ Так как |у,| ^ /, , то Ти ^ т [к ф: /). 
Итак, Т разложим. 

Допустим, что \Т\е = / 1 + / 2 для некоторых е := |х|, х € X , и дизъюнктных 
Л , / 2 € Р+- Положим Ук := тгкТх, где тгх — проектор на компоненту { / 1 } " ' ' " ' " и 
7Г2 := тг̂ *-. Ввиду разложимости Т найдутся Х 1 , Х 2 6 X такие, что х = Х1 + « 2 , 
Тхк = у*; и Т{Вх{\хк\)) ^У1{кф (). Отсюда вытекает, что е ^ С1+С2 , \Т\ск 1 Л 
(к ф / ) , С4; = \хк\. Если ^ с* таковы, что е = 6 1 + 6 2 , т о Д + Д = |Г|е1 + |Т 62 
и (Т|ел; 1. ^\{к•ф / ) , следовательно, |Т(е]1; = /к (к = 1,2). Пусть теперь е ^ (х! + 

|-|х„|, где X I , . . . , х„ 6 X . Тогда из-за разложимости X будет б = С1-| \-Сп, 
причем С 1 , . . . , с„ е |Х|. В силу уже доказанного существуют , е2к € Е+ {к := 

1 , . . . ,п ) такие, что Ск - бц + 62*:, Х2 = / 1 и [ТЧегь = / 2 . Остается 

положить б1 := ец + 1- б1„ , 62 : = 621 -Ь • • -Ь е2п. Тем самым утверждение 
(1) доказано полностью. Для доказательства (2) нужно привлечь теорему 2.3.2 
и заметить, что положительный о-непрерывный оператор 8 : Е —* Г будет 
положительно разложимым, если он является таковым на фундаменте Ео (в 
нашем случае идеал Ео, порожденный |Х|, есть фундамент в |Х|-'--'-; 8 := \Т\ 
обращается в нуль на {Х)-*-). 

С учетом (2) в (3) достаточно доказать следующее: положительный о-
непрерывный оператор 8 : Е —+ Е сохраняет интервалы в том и только в 
том случае, если он положительно разложим. Если 5 сохраняет интервалы, 
то он, очевидно, положительно разложим. Пусть 5 положительно разложим. 
Без ограничения общности можно считать 8 существенно положительным. По­
ложим |е|5 = 5(|е|) {е Е Е). Тогда | • 1^ — с^-разложимая 7^-значная норма на Е. 
Согласно 1.1.3 существуют полная булева алгебра проекторов ^ в Е 1Л изомор­
физм Н : ЩЕо) -*99,Ео = 1^1^-^, такие, что 7г|б|с = Нтт)е\з {ееЕ,1ге ^(Ро))-
Более того, 3^ — правильная подалгебра в ф(Ё) . Используя спектральную те­
орему Фрейденталя, изоморфизм Н можно продолжить на Л := Ог1;Ь(/^), наделив 
при этом Е структурой унитарного Л-модуля. Отсюда уже без труда вытекает, 
что 5 сохраняет интервалы. Подробности см. в [47, 3.4.2, 3.4.3(2), 3.4.12]. [> 

3.2.3. Теорема. Пусть X и У разложимы, Е и Е порядково полны и 
оператор Т Е М ( Х , У) разложим и о-непрерывен. Положим Ут := Т ( Х ) ^ ^ 
и Хт : = {х Е X : |Т|(|х|) = 0}•̂ •. Существует булев изоморфизм Н из ф(Ут) 
на ^ ( Х х ) такой, что для каждого о-непрерывного 8 Е М ( Х , У) равносильны 
утверждения: 

8е{Т}^^, (1) 

5хЕГ(5х (|х|) )^^ ( х Е Х ) , (2) 

тг8^8Н{ж) (тг Е*Р(Ут). (3) 
< По теореме 3.2.2(3) Ф := |Т| — оператор Магарам. Из общих свойств 

операторов Магарам (см. [47]) следует существование булева изоморфизма Н из 
ЯЗ(Ёф) на ф(Е'ф) такого, что тгФ = Фк(7г) для всех тг Е ^(Еф). Той же буквой 
Н обозначим изоморфизм из ф(Ут) на правильную подалгебру в ф ( Х т ) , суще­
ствующий вследствие того, что булевы алгебры ф(-Рф) и ф(Ут), а также ^{Еф) 
и ф ( Х т ) попарно изоморфны. Для завершения доказательства достаточно по­
казать, что требуемые свойства (1), (2) и (3) равносильны соответственно сле­
дующим: 

ФЕ{Ф}-^-^, (1') 
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Фе€{Фе}-^-^ ( е е ^ ; ) , ( 2 ' ) 
7ГФ = ФЛ(7Г) {1Г€^{Рф)), (У) 

где Ф := Утверждения ( 1 ' ) , (2 ' ) и (3 ' ) доказываются непосредственно с 
помощью теоремы 2.2.2. > 

3 . 2 . 4 . В максимальном расщирении гпЕ зафиксируем мультипликативную 
структуру, однозначно определяемую выбором порядковой единицы 1. Допу­
стим, что на некотором фундаменте ^(Ф) С тЕ определен существенно поло­
жительный оператор Магарам Ф со значениями в Е. Наибольший фундамент 
в тпЕ, на который распространяется Ф по о-непрерывности, обозначим через 
1̂ 1 (Ф). Будем считать, что ^(Ф) = Ь1{Ф). Пусть Фо — ограничение Ф на 
Ео := Е(\Ь1{Ф). Обозначим символом ^ф{Е,Е) множество всех регулярных 
о-непрерывных операторов 8 : Е Е таких, что ограничение 5 на Ео входит 
в компоненту {Фо} . Легко понять, что ^5!ф(^, Р) — компонента в ^5?„(Е', Р). 
Положим Е' := {е' € тЕ : е' • Е С 2>1(Ф)}. Ниже потребуется следующий 
результат, установленный в 47 

Теорема. Множество Е' является фундаментом в тЕ, линейно и реше­
точно изоморфным к-пространству 5^ф{Е, Р). Изоморфизм осуществляется со­
поставлением элементу е' Е Е' оператора 8е' по формуле 

8е = Ф(ее') (е Е Е). 
3 . 2 . 5 . Пусть теперь Е — фундамент в Соо{Р), где Р — экстремальный ком­

пакт. Для банаховых пространств X и У рассмотрим РНП Е'Х^{Х, У ' ) ) , опре­
деляемое как фактор-множество класса оператор-функций ^р{Х, У') (см. 1.2.9). 
Возьмем К Е Шр{Х, У ) , и Е Е{Х) и у Е У• Если 5, «о Е Аот{К) Г) (1от(и), то 
|(У, 7^(5)1/ (5) ) - - (у , /фо)«(5о))К |А'|(5)||«(*)-«(5о)1| + |(у,(/<(5)--/^(5о))Ц^^ 
Отсюда ясно, что функция I ь-• {у,К{1)и{1)) непрерывна на д^от{К) П <1от(п), 
значит, существует продолжение по непрерывности на все Р со значениями в Е. 
Соответствующий элемент из Соо{Р) обозначим через {у,Ки). Из неравенства 
|(у, Кх)\^ \К\\\х\\, что ((у, Ки)\^ \К\ Если \К\ Е'и \и\ Е, 
то |ЛГ||г*| Е ^'1(Ф), стало быть, определен элемент Ф((у, А'«)) Е Е. 

Сформулируем и докажем основной результат текущего параграфа. 
3 . 2 . 6 . Теорема. Для любого мажорируемого оператора Т Е Мф{Е{Х), 

Р»{У')) существует единственная с точностью до эквивалентности оператор-
функция К Е Шр{Х, У ) такая, что \К\ Е', и имеет место представление 

(у,Ти) = Ф((у, Ки)) (и Е Е{Х), у Е У) . 
Сопоставление Т у-* К определяет линейную изометрию ПБК Мф{Е{Х), ^^,(У')) 
иЕ',{ПХ,У')). 

<] Так же, как и в доказательстве теоремы 3.1.8, для х ^ X и у ^У опреде­
лим оператор 5* : = 8х,у : Е Р равенством 8е := (у, Т(ж®е)). Вновь окажется, 
что 5 Е ^ф(Е,Р). Обозначим буквой А изоморфизм из .5^ф{Е,Р) на Е', о ко­
тором идет речь в теореме 3.2.4, и положим Ь{х,у) : = А(5а;,у). Тогда в силу 
упомянутой теоремы Ф(е6(х,у)) = (у,Т(х ® у)) при всех еЕ^^, х Е Х и у Е У . 
Легко видеть, что отображение (х,у) ь-̂  Ь{х,у) есть билинейный оператор из 
X X У в Е'. Кроме того, Ь — оператор с абстрактной нормой и |6| ̂  ^(1X4). В 
то же время, в силу формулы 2.3.5 (3) имеем 

|Г|е - 8 и р { ^ \Т{х{к) ® с{к))\ (х, с) Е 

вир { У ; Ф ( с ( а д х ( ^ ) , у ) ) } : ( х , с ) Е ^ = 8ир{ 

< 8ир {8ир{^Ф(с(*)|6|)||х(Аг)1|||у|| : (х ,с) Е ^ } } 

^ ф ( х ; с ( ^ ) Н ) ) = ф(Ф1). 
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Здесь множество то же, что и в 3.1.8. Как видно, Л(|Т 
уже отмеченным противоположным неравенством дает |6 
теореме 3.1.7 существует К € Е'^{.5^{Х,У')) такой, что |А'| = |6| и Ь(х,у) = 
{у, Кх) (х ^ X, у € У)- Учитывая определение оператора 6, можем написать 

) ^ что вместе с 
= Л(|Г|). Согласно 

(у, Т(х ® е)) = Ф(е6(х, у)) = Ф(е(у, Кх)) = Ф((у, Кх ® е)). 

Тем самым {у,Ти) = Ф((у, Ки)) для всех и ^ X ф Е. Это означает, что опера­
торы Тхи : = {у,Ти) и Тги := Ф{{у,Ки)), действующие из Е{Х) в Е, совпадают 
па X ф Е. Кроме того, они имеют о-непрерывные мажоранты 51 и 5*2 соответ­
ственно: 

5 1 6 := |Т|(е)||у||, ^26 : = Ф(б|/<|)||у|| (ееЕ). 

Поскольку X ф Е о-плотно в Е{Х), то Т\ Тч на всем Е{Х). Ясно также, что 
А(|Г|) = \К\. 

Если еще какой-нибудь элемент Ь Е Е'^{.5^(Х, У')) годится в качестве пред­
ставляющей оператор-функции для Т, то Ф((у, {К—Ь)и)) = О при всех и Е Е{Х). 
Полагая и :— х ® е, приходим к выводу, что Ф(б(у, (АГ — Ь)х)) = О при всех 
е Е Е. Тем самым (у, (К — Ь)х) = 0. Так как х Е X и у ^ У произвольны, 
имеем К '•^ I . Итак, соответствие Т у-^ К определяет линейную изометрию из 
Мф{Е{Х),Е,{У')) в Е^X•^{X,У^)). Докажем ее сюръективность. 

Возьмем К Е Е',{5е{Х,У')), и Е Е{Х) и у Е У. Как отмечалось в 3.2.5, 
корректно определен элемент Ф((у, Аи)) Е Е. Положим 8и{у) '.= Ф{{у, Ки)). 
Оператор : X Е линеен и |5'и(у)| ^ Ф(|А'||и|)||у||. Итак, 5 „ — оператор с 
абстрактной нормой, и по теореме 3.1.7 существует элемент г; Е Ез{У') такой, 
что 5и ( у ) = (у, у) (у Е У) , причем \у\ \8и\- Положим Ти :- V. Тогда (у, Ти) = 
'^и{у) = ^{{у,Ки)). Как видно, определен линейный оператор Т : Е{Х) —* 
Ея{У') и справедливы соотношения 

\Ти\ \8.\ вир Ф{{у,Ки))^Ф{\К\\и\). 
\\уШ 

Следовательно, Т имеет о-непрерывную мажоранту 8 : е ^-^ Ф(е|А'|) и 5 Е 
^ф(Е, Е). Таким образом, Т Е Мф(Е(Х), Е,{У')). > 

Из установленного факта легко выводится вариант теоремы Радона — Ни-
кодима для разложимых операторов. 

3.2.7. Теорема. Пусть Ф : Е Е — оператор Магарам. Пусть ма­
жорируемый оператор Т : Е{Х) Еа(У,2) таков, что \Т\ {Ф}-^-^. Тогда 
существует единственная с точностью до эквивалентности оператор-функция 
К Е Шр(Х, 2') такая, что имеют место представления 

{Ти, г) = Ф((г, Ки)) (и Е ^ ( А ) , г Е 2), 

т б = Ф(б|А'|) (бЕ^(|/^|)), 
где 2 — нормирующее подпространство У, ®(\К\) := {е Е Е : е|А'| Е Е} и 
ЩК) := {иЕЕ{Х):\и\ЕЩК\)). 

< Рассуждая так же, как и в 3.1.9, по теореме 3.2.6 найдем оператор-
функцию К Е ШТр(А', 2'), для которой 

{г,Ти) = Ф{{г,Ки)) {иЕЕ{Х),г Е2) 

|Г|б = Ф(б|/Я) (6 Е Е ) , 

где Ф — распространение Ф по о-непрерывности на ^1(Ф) (см. 3.2.4). В получен­
ных представлениях можно написать Ф вместо Ф, если и Е 0>{К) и е Е 1)(|А'|). > 
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§ 3.3. Интегральные операторы 
В этом параграфе изучается вопрос, об интегральной представимости ма­

жорируемого оператора в пространствах измеримых вектор-функций. Основу 
развиваемого подхода составляет техника мажорируемых операторов. Будем 
использовать понятия слабого и сильного интегральных операторов, введенные 
в 2.1.8 и 2.1.9 соответственно. 

3.3.1. Рассмотрим два пространства с полными (г-конечными мерами 
(А, л/, X) и {Ву 39, и), а также их прямое произведение {^, Т,,р) := {АхВ,^г/фд9, 
Л®;^'). Пусть Е иР — идеальные пространства на {В, 39, и) и (А, л/, А) соответ­
ственно. Напомним, что линейный оператор 8 : Е —* Р называют интеграль­
ным, если существует измеримая функция двух переменных Ь на ^ такая, что 
для каждого класса эквивалентности ё Е Е значение / = 8ё определяется функ­
цией 

/(в) = У 1(8,1)е{1)(1и{1) (з е А). 

Функцию Ь называют ядром интегрального оператора 5. Говорят также, что 
5 допускает интегральное представление и пишут 

(Ге)(5) = 11(5,0е(<МК0 ( е € Е ) . 
в 

3.3.2. Теорема. Для линейного оператора 8 : Е Р равносильны следу­
ющие утверждения: 

(1) 5 — интегральный оператор; 
(2) 5 входит в компоненту пространства Ьг{Е, Р), порожденную мно­

жеством Е'^® Е конечномерных о-непрерывных операторов; 
(3) если последовательность (е„)„^1^ в Е такова, что |е„| ^ е € Е 

( п Е М ) и е „ - * О п о мере, то 8еп О почти всюду. 
< Подробное доказательство с обсуждением различных следствий см. в [11, 

17]. > 
3.3.3. Пусть X и У — банаховы пространства и 2 — нормирующее под­

пространство У . Рассмотрим слабо (сильно) интегральный оператор Т из 
Е{Х) в Рг{У,2) (соответственно в Р(У)) с ядром К (см. 2.1.8 и 2.1.9). На­
зовем Т регулярным, если К € Ш^{Х, 2') и измеримая функция |А'| 6 Ь'^{р) 
является ядром интегрального оператора ш Е в Р. 

(1) Слабо {сильно) интегральный оператор Т с ядром К мажорируем 
в том и только в том случае, если он регулярен. При этом \Т\ интегральный 
оператор с ядром \К\. 

< Если К е Ш^,{Х,2'), то \{г,К{8,1)х)\ |Л'|(5,<)|к|| ||х||, поэтому 

\{г,Ти)\^\\г\\8к{\и\), 

где 8к — интегральный оператор с ядром |А'|. Отсюда видно, что |Г| ̂  8к-
Обратно, допустим, что Т — мажорируемый оператор. Тогда для х Е X, г Е 2 
1/1 е Е Е верно неравенство 

/ {,,К{8,1)х)е{г)Ли{1) <т(е)||х||||г 

Тем самым для интегрального оператора 5а; г с ядром (г, А'(5,<)х) при ||х|| ^ 1 
и ||г|| ̂  1 будет \8х,г\ \Т\. Если 5 := 8ир-(|5х,г| : ^ 1, ||г||}, то согласно 
3.3.2 (2) 5 — интегральный оператор ш Е в Е. Остается заметить, что 5 ^ \Т\ 
и 8 = Зк- > 
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(2) Пусть Т — мажорируемый слабо (сильно) интегральный оператор. 
Если последовательность в Е(Х) такова, что и„| ̂  е Е Е (п е М), и «„ 
сходится к нулю по мере, то Ти^ сходится к нулю почти всюду. В частности, 
Т о-непрерывен. 

< В силу (1) точная мажоранта \Т\я интегральным оператором из 
Е в Е. Отсюда вытекает требуемое ввиду оценки |Тг1„| ^ |Т|(|и„|). > 

3.3.4. Пусть Е, Ф, Е' и .^ф{Е,Е) те же, что и в 3.2.4, но дополнительно 
потребуем тЕ = Ь^(1^)- Возьмем У-слабо измеримую оператор-функцию К € 
Ши(Х,У'). Если и е Е { Х ) , то для каждого у е V функция {у,Ки) : I •-»• 
{у, К(1)и{1)) измерима. Более того, {у,Ки) € Ь1(Ф) при условии \К\ Е', и 
определен элемент Ф{{у,Ки)) 6 Р. 

Теорема. Для мажорируемого оператора Т 6 .5^Ф{Е{Х), Еа{У')) сущест­
вует единственная с точностью до эквивалентности оператор-функция К € 
Ш^{Х,У') такая, что \К\ Е' и 

{у,Ти)=Ф({у,Ки)) (и е Е ( Х ) , е е У). 
Сопоставление Т К определяет линейную изометрию ПБК .^ф(Е{Х), Е,(У')) 
иЕ',{.^{Х,У')). 

< Доказательство повторяет рассуждения из 3.2.6 с той лишь разницей, что 
нужно воспользоваться вариантом теоремы 3.1.7 для идеального пространства 
Е. > 

3.3.5. Любой мажорируемый оператор Т : Ь^{\,Х) -* Ь°°{гу)^{У') допус­
кает слабое интегральное представление. 

< Оператор |Г| : Ь^{Х) 1°°(г/) интегрален. Пусть Ь{-, •) € Ь°°(ц) — его 
ядро. Рассмотрим оператор Ф : Ь^'°°(р.) —* ^°°(^'), заданный формулой 

(Фе)(^) = 11(8,г)е(з,г)(1\{8) (е е Ь'-'^Ш 
А 

где 0'°°{^) — пространство измеримых функций двух переменных е ( , ) та­
ких, что функция \е\(1) :— ^\е{8,^)\с^X{8) (^ Е В) входит в Ь°°{1>). Несомненно, 
что Ф — оператор Магарам. По теореме 2.3.3 существует единственный ма­
жорируемый оператор Т : Ь^'°°{р.,Х) —>• 1.°°(1/),(У') такой, что |Т| = Ф и 
фТ/ = Цф®/), где V Е Х ^ Н , / Е 1^^,^) и (фФ^з,*) = /{8)ф(1). Согласно 
3.3.4 имеет место представление 

{у, Ти) = Ф((у, Ки)) (и Е Ь'-'^(р, X), у Е У) . 

где К Е дЛ^{Х,У') (см. 1.2.7) и \К\ 1. Положим 

К{8,г) := К{8,г)Ь{8,1) (5 Е А, ^ Е В). 

Из определений Т и Ф видно непосредственно, что при и := 1 ® / получим 
требуемое интегральное представление. > 

3.3.6. Пусть У — сопряженное банахово пространство, обладающее свой­
ством Талона — Яикодима. Всякий мажорируемый оператор Т : Ь^{Х,Х) —»• 

Ь°°{и, У) допускает сильное интегральное представление. 
п 

< Обозначим буквой множество функций и : ^ Ж вида и = ^ <Рк®Фк, 
к-1 

где <рк Е Ь^{Х), фк Е Ь^{1У) п (рк ® фк • (я, О •"̂  ^*(вЖ(<) (^ := 1 , . . . ,п) . Для 
фиксированного х Е X определим оператор Сх : ^ У по формуле 

С,{и) / Фк{^)Т{x®<рк){^)<^и{^). 
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Оператор |Т| : ^̂ (̂Л) —> Ь°°{и) интегрален и его ядро Ь входит в Ь°°{1л). При­
влекая теорему Фубини, легко выводим неравенство 

\\Сх(и)\\ Ф{\и\) := I Ь{8^)\и{8,г)\<1ф,^) е 

По теореме 2.3.3 оператор С » имеет единственное мажорируемое продолжение 
на 1}(р), которое обозначим тем же символом Сх. При этом |Сс| ^ Ф. В 
частности, оператор Сх : -+ У ограничен. Не умаляя общности, можно 
предположить, что мера и конечна. Так как У обладает свойством Радона — 
Никодима, существует дх Е 1°°{}л,У) такая, что 

Сх{и) = I дхпЛ^л, \Сх\е = I \дх\еЛр. {е^и^Ь^ц)). 
Я Я 

Положим 11х := дх- Получим линейный оператор II : X Ь°°{(л,У), удовле­
творяющий условиям 

^ фТ{х ® <р)(1и = У{их)<р ® фс[(л {<р Е ^ 4 ^ ) , Ф Е Ь\1^)), 
в ^ 

\и\ зир \1Гх\ Ь. 

Используя формулу 2.3.5 (3 ) , а также формулу для вычисления точной верхней 
границы множества регулярных операторов, можно показать, что 8ир{|Ст1| : 
\\х\\ 1} = Ф, стало быть, и\ Ь. Пусть теперь р — лифтинг пространства 
^°°(/^,У), ассоциированный с лифтингом пространства Ь°°{р). Положим 

К{8,1)х:={рих){8,1) {{8,1) е Я). 

Как видно, оператор-функция К : Я У) просто измерима и \К\ Ь. 
Из определений V и К вытекает справедливость представления 

У" фТ{хф>р)<1и = 1Ф{^){^1 К{8,г){хф<р){8)аХ{8)^с[и{г). 

в 
Отсюда 

(Тм)(0 = ^ К{з, 1)и{8) (1Х{8) {и Е X ® Ь\Х)). 
А 

Это же равенство сохраняется для всех и Е Ь^{Х, X), так как X ® Ь^{Х) плотно 
в Х^(Л, X), оператор Т о-непрерывен и для интеграла Бохнера верна теорема о 
предельном переходе. > 

3.3.7. Теорема. Для мажорируемого оператора Т : Е{Х) —> Р»{У, 2) рав­
носильны утверждения: 

(1) Т допускает слабое интегральное представление; 
(2) какая-нибудь мажоранта оператора Т допускает интегральное 

представление; 
(3) если последовательность («„ )„ен в Е{Х) такова, что \ип\ е Е Е 

(п Е М) и и„ -+ О по мере, то Т « „ -+ О почти всюду; 
(4) Т секвенциально о-непрерывен, и если А(Л„) —* О для некоторой по­

следовательности измеримых множеств Л„ Е .с/, т о Т { и х л „ ) ^ 0 почти всюду, 
какова бы ни была функция и Е Е{Х). 
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< Импликация (1) (2) следует из 3.3.3 (1), а (2) (3) — из 3.3.3 (2). Да­
лее, очевидно, что (3) =Ф- (4). Остается доказать справедливость (4) (1). При-
нима1Я в расчет, что +-сходимость оограниченной последовательности в ^"(А) 
совпадает со сходимостью по мере, из (4) легко выводится *-о-непрерывность 
оператора Т. По теореме 2.4.11 оператор \Т\и интегрален. Согласно 
3.3.2 (2) \Т\ интегральный оператор, и пусть Ь{-,-) Е — его ядро. Суще­
ствует счетное разбиение (^п) множества на непересекающиеся /^-измеримые 
подмножества такое, что Ьп '•= Х^»^ ^ ^"^(а*) ^^ех п Е N . Обозначим через 
Зп интегральный оператор с ядром Ьп. Ясно, что (5'п)пеж — последователь­
ность положительных попарно дизъюнктных операторов ш Е в Р. Кроме того, 
Зп можно рассматривать и как положительный оператор из ^^(А) в Ь'^{и). Так 
как точная мажоранта разложима (см. 2.4.5), существует последовательность 
попарно дизъюнктных операторов Т„ : Е{Х) —* Р^{2') такая, что 

с» 
\Тп\ Зп ( п Е М ) , Ти = ^Тпи {и е Е{Х)). 

к = 1 

Ограничение Т„ на Ь\{Х,Х) П Е(Х) можно распространить до мажорируемого 
оператора из Ь^(Х,Х) в Ь°°{1>)з{2') с сохранением точной мажоранты 5п (см. 
теорему 2.3.3). Такое продолжение обозначим той же буквой Г„ . Согласно 3.3.5 
Тп допускает слабое интегральное представление с ядром Кп : ^ —̂  . ^ { Х , 2 ' ) , 
для которого \Кп\ Ьп- Определим теперь оператор-функцию К : Я 
^ { Х , 2 ' ) так, чтобы ограничение К на (5п совпадало с Кп- Тогда К — это 
2-сл.або измеримая функция, \К\ Ь и, кроме того, для любых г Е ^ и 
и ЕУ1^ := Е ( Х ) П Ь^(Х, X) почти всюду выполняется равенство 

{г,Тп){8) = 1{г,К{8,1)и{1))(1и{1). 
А 

Это представление верно для всех и Е Е{Х), так как IV о-плотно в Е{Х), опера­
тор Т о-непрерывен и под знаком интеграла возможен предельный переход, о 

3.3.8. Теорема. Пусть У — сопряженное банахово постранство, облада­
ющее свойством Радона — Пикодима. Мажорируемый оператор Т : Е{Х) 
Е{У) допускает сильное интегральное представление, в том и только том слу­
чае, если выполнено любое из условий (2)-(4) теоремы 3.3.7. 

<1 Доказательство следует той же схеме, что и 3.3.7, но нужно использовать 
3.3.6 вместо 3.3.5. > 

Теоремы 3.3.7 и 3.3.8 позволяют получить результаты об общем виде неко­
торых классов мажорируемых операторов. Напомним, что М^{X,У) — компо­
нента почти интегральных операторов из X в У (см. 2.4.10, 3.3.2). Обозначим 
через ЕР о-идеал в Ь°{р.), состоящий из ядер регулярных интегральных опера­
торов из Е в Р. 

3.3.9. Теорема. Соответствие, относящее слабо измеримой оператор-фун­
кции слабо интегральный оператор, осуществляет линейную изометрию ПБК 
ЕР»{ЩХ, У')) и М^{Е{X), Е,{У')). 

3.3.10. Теорема. Пусть У — сопряженное банахово пространство, облада­
ющее свойством Радона — Никодима. Соответствие, относящее просто измери­
мой оператор-функции сильно интегральный оператор, осуществляет линейную 
изометрию ПБК ЕЕ,,{.^{Х,У)) и М^{Е{X),Е{У)). 

3.3.11. Теорема. ПустьУ тоже, чтоивЗ.3.10, и С := ЬР'°°{и®Х), 1 < 
оо. Тогда ПБК С„ ( :5? (Х ,У) ) и М{Ь\1У,Х), ЬР{Х,У)) линейно изометричны в 
смысле теоремы 3.3.10. 
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§ 3,4. Псевдоинтегргшьные операторы 
Основной результат данного параграфа — критерий псевдоинтегральной 

представимости мажорируемого оператора в пространствах измеримых вектор-
функций. 

3.4.1. Пусть, как и раньше, ( Л , ^ , Л) и {В,39,и) — пространства с пол­
ными а-конечными мерами, а Е А Р — идеальные пространства на {А,^г/,Х) 
и {В, 39, и) соответственно, — произведение указанных пространств с 
мерой. Возьмем представляющую меру т : Е —+ Ж У {-Ноо}, которую всегда 
предполагаем счетно-аддитивной и положительной (см. 2.1.9). Для е 6 ^°(А) 
обозначим Е{т,е) : = { / е Ь^{и) : е ® / € Ь Ц т ) } , где (е ® / ) (« ,<) = е(в)/(<) 
(« € А, < € В]). Пусть ^ ( т ) состоит из таких е е Ь°(А), что Е{т, е) — фунда­
мент в Ь^{и). Тогда ^ ( т ) — фундамент в Ь^{Х). 

Существует единственный порядково непрерывный оператор Фт &{т) 
—у Ь^{1') такой, что 

в я 
для всех е Е ^{т) и / Е Е{т,е). Оператор Ф 

т положителен в том и только в 
том случае, если положительна т. 

<] В самом деле, для фиксированного е Е Е правая часть указанного ра­
венства определяет о-непрерывный функционал (ре на Е{т,е). По теореме 3.2.4 
существует единственный элемент 

д Е Е{т,еУ := { / ' € Ь'И : / ' • Е{т,е) С Ь'И) 

в 
Остается положить Фте := д и заметить, что если т ^ О и е ^ О , т о ^ ^ е ^ О и 
Ф^е ^ 0. Порядковая непрерывность Ф^ следует из теоремы Лебега о предель­
ном переходе под знаком интеграла. > 

Оператор 8 : Е —* Е называют псевдоинтегральным, если существует 
представляющая мера т : Е —+ ЕУ {-[-оо}, для которой Е С ^(т) и 8е = Фт^ 
(е е Е). 

3.4.2. Пусть У{Фт) — порядковый идеал в 1г{®{т), Ь^{1>)), порожденный 
оператором Фт- Существует линейный и рещеточный изоморфизм Л из <^{Ф) 
на Х ° ° ( т ) такой, что для каждого 8 Е У{Фт) имеет место представление 

I(8е){^)/^^)М^) = ЦЛ(5)(«,0е(«)/(0М«>0 е / Е Е{т,е)). 
в д 

<| Пусть 61,... ,еп Е Е+ и /к Е Е(т,е)+ {к := 1,... ,п). Если О ^ 5" ^ Ф^ и 

г = ек® /к, то 

5 . : = Е / 5 ( е^ь)Л^^^^ II г{з,1)ёт{8,1). 

Отсюда следует, что существует единственный положительный ограниченный 
функционал 5 на Ь^(т), для которого 

8{е ®/) = I{8е)/ йи {еЕЕ, /Е Е{т, е)). 
в 

Отображение 8 8 является алгебраическим и решеточным изоморфизмом 
.У(Ф) на Ь^(тУ. Остается заметить, что Ь^(т)' ~ Ь°°{т). > 
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3.4.3. Результаты о псевдоинтегральном представлении доказываются при 
дополнительном предположении относительно {В, 39, и). Именно, до конца те­
кущего параграфа будем считать, что пространство с мерой (В, 39,1/) сепара-
бельно. 

(1) Теорема. Положительный оператор из Е в Г допускает псевдо­
интегральное представление в том и только в том случае, если он порядково 
непрерывен. 

< Доказательство см. [152]. > 
Для порядково непрерывного оператора Ф : ^(Ф) —> Е, где @(Ф) — фунда­

мент в Ь^{Х), как в 3.2.4, вводится пространство 5^Ф{Е, Е), являющееся компо­
нентой в Ьп(Е, Е). 

(2) Теорема. Пусть Ф — порядково непрерывный оператор из ^(Ф) 
в Е. Существует линейный и решеточный изоморфизм Л из 5^Ф{Е, Е) на неко­
торый фундамент пространства Ь°{т) такой, что для каждого 3 6 .^Ф(Е, Е) 

имеет место представление 

1{3е){г)тм^) = л А{3){8,^)е{8)тМ^,^) 
в я 

при всех е е Е и / е Е{кт, е). 
< Согласно (1) существует представляющая мера т, для которой ®(Ф) = 

^ ( т ) и Ф = Фт- Пусть О ^ 5 е .^Ф{Е,Е), ЕО := Е Г\ Обозначим 
через и Фо ограничения на Ео операторов 5 и Ф соответственно. Положим 
Зп := 5*0 Л (пФо). По теореме 3.4.2 оператор 5"̂  псевдоинтегрален и имеет кппг, 
где кп € ^оо( "^) , в качестве представляющей меры. Последовательность {кп) 
возрастает и почти всюду ограничена. В самом деле, по теореме (1) оператор 
5 имеет псевдоинтегральное представление с некоторой представляющей мерой 
т'. Следовательно, 

IIе{8)/{1)(1т\8,г) = Пт Ц кп{8,1)е{8)/{1) (1т{8,1) 
Я Я 

для всех 5 е Ео и / € Е{т', е). Тем самым последовательность {кп) ограничена 
и т' ^ кт, где к = 8ирЛ„. Положим Л(5') := к. Без труда проверяется, что Л 
определяет линейный и решеточный изоморфизм. > 

3.4.4. Рассмотрим теперь линейный оператор Т : Е{Х) —>• Ез{У, 2), где X 
и У — банаховы пространства. Напомним, что Т допускает псевдоинтегральное 
представление, если существуют представляющая мера т и .^-слабо измеримая 
оператор-функция ^Г : ^ —• 5^{Х,2), называемая ядром, такие, что для всех 
и € Е{Х) и г Е 2 имеет место равенство 

I (г, Ти){г)т 6и{1) = (г, К{8,1)и{8))т (1т{8, г), 
в я 

где / е Е ( т , |«|). Оператор Т назовем регулярным, если К Е Шт{Х,2') и 
псевдоинтегральный оператор с представляющей мерой \К\т действует из Е 
в Е. 

Если {А,^г/) — стандартное борелево пространство, то представляющая 
мера т допускает дезинтегрирование: в,т{8,1) = ётг{8)(1и{1). Точнее, суще­
ствует отображение I у-у гпг {I Е В), где т^ — борелевская мера на А, причем 
выполнены условия: 1) если Ао Е ^ и \{Ао) = О, то т<(Ло) = О для 1/-почти всех 
I; 2) для любого Ао Е -е/ функция I т^{Во) борелева; 3) если Ао Е Во Е 39 
и т{Ао X Во) < +00, то 

т{Ао X Во) = I т^{А^)(^^/{^). 
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В этом случае слабый псевдоинтегральный оператор имеет вид 

(г ,Т«) (0 = I {г,К{8,г)и(в))<1тг{8). 
А 

3.4.5. Теорема. Слабо псевдоинтегральный оператор Т : Е{Х) Рз{У,2) 
с ядром К и представляющей мерой т мажорируем в том и только в том случае, 
если он регулярен. При этом \Т\ псевдоинтегральный оператор с предста­
вляющей мерой \К\т. 

< Допустим, что линейный оператор Т допускает слабое псевдоинтеграль­
ное представление 3.4.4. Если К € Ш^^^ 2!'), а 8 : Е Г — псевдоинтеграль­
ный оператор с ядром |А| и представляющей мерой т, то 

I{Ти,,){8)д{8)аХ ^ \\г\\
в в 

для всех д Е Ео. Отсюда {Ти,2) ^ 5(1^1), и переход к точной верхней границе 
по всем ^ 1 дает \Ти\

Наоборот, предположив мажорируемость слабо псевдоинтегрального опе­
ратора Т, докажем, что его ядро К входит в Ш^{Х, 2'). Пусть Ф — псевдо­
интегральный оператор из ^ ( т ) в ^^(А), порожденный представляющей мерой 
т. Для X Е X и 2 Е 2 определим оператор 8х,г из Е в Ь°(А) по формуле 

У 5,:.,(е)(5Ж«)с/А(5) = II {г,К(1,8)х)еЦ)д{8)(1т{1,8), 
в д 

где е Е Е и д Е Е{е). Понятно, что 5х,г Е .^Ф{Е, Е). Из мажорируемости 
оператора Т вытекает оценка 

IЗхАФ)Ф)Щ^) < Ит\\Т\{е){8)д{8)с1Х{8) 

при е Е Е^ и д Е Е{е). Отсюда видно, что 8х,г ^ \Т\, если \\х\\ 1 и ||г 
Пусть 5*0 — точная верхняя граница в Ьг{Е, Е) ограниченного множества 

X 

1 ^ 1 . 
8х,г : 

^ 1, \\у\\ 1}. Так как .^ф{Е,Е) — компонента, то 5о Е .^Ф{Е,Е). П о 

теореме 3.4.3(2) в пространстве Ь^{т) существует 

Ь:=8пр{{г,Кх):\\х\\^1, ^ 1}, 

и при этом имеет место представление 

I 8(е){8)д(8)с1Х = Ц Ь(1,8)е{г)д{8)с1т{1,8). 

в я 

Итак, К Е ШАХ,2'), \К\ Ь и 8 ^ \Т\. При доказательстве достаточности 
мы видели, что |Т| ^ 5, значит, 5 = |Т|, т. е. \Т\ псевдоинтегральнын 
оператор с ядром |Л'| и представляющей мерой т. [> 

3.4.6. Теорема. Для мажорируемого оператора Т : Е{Х) Ез{У, 2) рав­
носильны следующие утверждения: 

(1) оператор Т порядково непрерывен; 
(2) оператор \Т\ псевдоинтегральное представление; 
(3) оператор Т допускает слабое псевдоинтегральное представление. 
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< (1) (2). Это следует из теорем 2.3.2 и 3.4.3(1). 
(2) ^ (3). Пусть т — представляющая мера оператора |Г|. Согласно 

3.4.3(2) существует изоморфизм А из {|Т|}-'--^ на идеальное пространство Ь С 
Ь°{т). Для X Е X и 2 Е 2 оператор 5 := Зх^г '• е (Т(ж®е), г) действует из Е в 
Г, регулярен и входит в {|Т'|}-'--'-. Положим Ь{х, г) := А{3г,г)- Нам уже известно, 
что Ь — билинейный оператор с абстрактной нормой и |6| = А(|Т|). По теореме 
3.1.7 существует ^^-слабо измеримая оператор-функция К е Шт{Х,2') такая, 
что |6| = \К\ Ь(х,2) = {2,Кх) (х € X, 2 € 2). Для оператора 5" € {|Т|}-^-'- в 
силу сказанного выше можно написать: 

1(Зе){8)д{з)<1Х(в) = Ц А(3)е{г)д(8)М^,г). 
в я 

Отсюда, учитывая определение оператора Ь, получим 

I{2, Т(х ® е))(8)д{8) Щз) = / / ( г , «)х)е(Оу(«) М1, з). 
в я 

Принимая в расчет плотность X ® Е в Е(Х), после надлежащего предельного 
перехода под знаком интеграла приходим к требуемому псевдоинтегральному 
представлению для Т. 

(3) => (2). Это непосредственное следствие 3.4.3(1) и 2.3.2. [> 

3.4.7. Пусть С — идеал в Ь°{т), состоящий из таких функций к е 1^{т), 
что псевдоинтегральный оператор с представляющей мерой кт действует из Е 
в Е. Положим 

Мф{Е{Х),Е,{У')) := {ТеМ{Е{Х),Е,{У')) : \Т\ ^ Ф { Е , Е)}. 

Теорема. Для каждого К 6 С^,(^5^(X, У ) ) существует слабо исевдоин-
тегральный оператор Т е Мф{Е{Х), Ез{У')) с ядром К и представляющей 
мерой т. Соответствие К ь-у Т осуществляет линейную изометрию ПБК 
С,(^{Х,У'))иМф(Е(Х), Е,{У')). 

< В доказательстве нуждается лишь первая часть утверждения. Остальное 
вытекает из 3.4.3(2), 3.4.5 и 3.4.6. Возьмем К € С,(.^{Х,У')). Для фиксиро­
ванных и е Е{Х) и г/ € У функционал 

'Р-/^ Л{у,К{з^)и{8))тс1т{з,г) {/Е Е{т,\и\)) 
Я 

порядково непрерывен. Следовательно, имеет место представление 

'ри) = ^т9{^)М^) {/еЕ{тМ)), 
в 

где д — однозначно определенный элемент из Ь'^{1/). Рассмотрим оператор 3 : 
У ^^°(^'), определяемый формулой 5"^ := д. Если Ф — псевдоинтегральный 
оператор с представляющей мерой |/С|т, то 

^т9^^)М^) ^ Ы\\К\{8,1)\и\(8)т<^т(з,г) = 
в Я 
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Отсюда видно, что 5у := у ^ Ф(|и|)||у||. Значит, 5 — оператор с абстрактной 
нормой и |5'| € Р. По теореме 3.1.7 существует у е Е Д У ) такой, что 8у = {у, V) 
(у € У)- Определим теперь оператор Т равенством Ти := V. Из определений 
вытекает, что 

У" {у,Ти){1)тМ^) = I д(тОМ^) = <Р(9) = 
в в 

= 11{у,К{8,1)и{8))тс1т{^,^)- > 

3.5. Комментарии 

3.5.1. Как уже отмечалось в 2.5.2, операторы, сохраняющие дизъюнкт-
ность, начал изучать Б. 3. Вулих в [20]. К материалу настоящего параграфа 
примыкают работы [2, 3, 80, 81, 139] (см. также обзор [12]). Теорему 3.1.2 уста­
новили Верно, Хауисманс и де Пагте [90]. В этой же работе введено понятие 
п-гомоморфизма. Теорема из 3.1.4 легко выводится с помощью спектральной 
теоремы Фрейденталя из следующего результата С. С. Кутателадзе [59, 60 . 

Теорема. Пусть Т и Р — векторные решетки, причем Р порядково полно. 
Положительный оператор Т : Е Р будет решеточным гомоморфизмом в том 
и только в том случае, если для любого оператора О ^ 5 ^ Т найдется ортомор­
физм ) ^ а ^ 1г такой, что 8 = а оТ. 

Мультипликативное представление 3.1.5 установил Ю. А. Абрамович [79]. 
Основные результаты пункта 3.1, теоремы 3.1.8 и 3.1.9 принадлежат А. Г. Ку-
сргьеву [49, 50]. Они, как видно из доказательства, получаются путем сочетания 
реализационного метода Ю. А. Абрамовича и техники мажорируемых операто­
ров. Дальнейшее развитие такого подхода и распространение мультипликатив­
ного представления на операторы, действующие в решеточно нормированных 
пространствах непрерывных или измеримых сечений, можно найти в работах 
А. Е. Гутмана [25, 101-103]. Вспомогательный факт из 3.1.7 получен Г. Н. Шо-
таевым [75]. 

3.5.2. В цикле работа [127-130] Магарам развила оригинальный подход 
к изучению положительных операторов в пространствах измеримых функций. 
Краткое описание метода и основные результаты изложены в ее обзоре [131 . 
Фрагмент теории Магарам, связанный с теоремой Радона — Никодима, распро­
странили на случай положительных операторов в векторных решетках Люк­
сембург и Шеп [124]. Дальнейшее развитие это направление получило в рабо­
тах Г. П. Акилова, Е. В. Колесникова, А. Г. Кусраева [4], Е. В. Колесникова, 
А. Г. Кусраева [40 . 

Понятие разложимого оператора введено в [49, 50]. Теорема пз 3.2.4, по­
лученная в [44, 47], при Е Ж превращается в один результат Б. 3. Вулиха п 
Г. Я. Лозановского о представлении порядково непрерывных функционалов. Ва­
рианты теорем 3.2.3 и 3.2.7 (теорема Радона— Никодима) для положительных 
операторов установили Люксембург и Шеп 124]. Основные результаты пп. 3.2.6 
и 3.2.7 принадлежат А. Г. Кусраеву [49, 50 . Связи с выпуклым анализом и бу-
левозначную реализацию операторов Магарам см. в [47, 53]. 

3.5.3. Основными источниками по вопросам теории классических инте­
гральных операторов, примыкающим к теме текущего параграфа, являются 
работы [42, 43, 104] (см. также [17]). Вопрос о том, когда линейный опера­
тор допускает интегральное представление, был поставлен Дж. фон Нейманом 
[135]. Критерий интегральной представимости 3.3.2 установлен А. В. Бухвало-
вым в 1974 г. (см. [11]). В случае, когда Е и Е — Л'В-пространства на [0,1], 
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эквивалентность условий (1) и (2) из теоремы 3.3.2 была ранее доказана Г. Я. Ло-
зановским в [65]. Критерий слабой и сильной интегральной представимости ма­
жорируемого оператора в пространствах измеримых вектор-функций (теоремы 
3.3.7 и 3.3.8), а также теоремы об общем виде мажорируемых операторов 3.3.9-
3.3.11 получены А. Г. Кусраевым [48, 50]. Аналогичные результаты получил 
В. Г. Наводнов [69, 70] для линейных операторов, .действующих из простран­
ства измеримых вектор-функций в произвольное банахово пространство, т. е. 
в случае Е = Е (см. также работу Кевина [111]). Доказательство критериев 
интегральной представимости основано на исчислении порядково ограниченных 
операторов в случае пространств скалярных функций (см. [И]) и на технике 
мажорируемых операторов в общем случае пространств вектор-функций (см. 
[50]). Другое доказательство импликации (3) =>• (1) из теоремы 3.3.2 нашел 
Вайс [156]. 

3.5.4. Теорему 3.4.3(1) доказал Сурур [152]. Результаты 3.4.2 и 3.4.3(2) 
можно также извлечь из его работ [151,152]. Основные результаты из 3.4.5-3.4.7 
о псевдоинтегральном представлении мажорируемых операторов в простран­
ствах измеримых вектор-функций получены К. Т. Тибиловым [74]. В работах 
Вайса [157, 158] имеются интересные и разнообразные применения псевдоинте­
гральных операторов. 

Г л а в а 4 . О п е р а т о р ы в п р о с т р а н с т в а х 

с о с м е ш а н н о й н о р м о й 

Если {X, Е) — решеточно нормированное пространство и Е — нормирован­
ная решетка, то в X можно ввести смешанную норму так, что X станет нор­
мированным (и даже банаховым, если рассматриваемое пространство г-полно) 
пространством (4.1.1, 4.1.2). Сопряженное к разложимому пространству со сме­
шанной нормой есть также пространство со смешанной нормой (4.1.4), причем 
каноническое вложение во второе сопряженное пространство сохраняет вектор­
ную норму (4.1.5). Более общий результат утверждает, что пространство ма­
жорируемых операторов, действующих между пространствами со смешанной 
нормой, само является пространством со смешанной нормой при естественных 
условиях (4.1.8). Довольно часто переход к сопряженному оператору перестано­
вочен с вычислением точной мажоранты (4.1.9). 

Различные классы операторов, изучаемые в функциональном анализе, ча­
сто определяются в смешанных терминах, включающих норму и порядок. С 
использованием (положительно однородного) функционального исчисления в ба­
наховых решетках (4.2.1) вводится класс (р, д)-суммирующих операторов в про­
странствах со смешанной нормой (4.2.2). (р, д)-Суммирующие операторы, дей­
ствующие между пространствами со смешанной нормой, образуют банахово 
пространство (4.2.3). Ограниченный оператор является (р, <;г)-суммирующим 
в том и только в том случае, если сопряженный к нему оператор {д\р')-сум-
мирующий (4.2.5). (1,1)-Суммируюшие операторы можно охарактеризовать в 
терминах сходящихся рядов (4.2.6), причем этот класс операторов при неко­
торых ограничениях совпадает с классом мажорируемых операторов (4.2.7). 
Частными случаями понятия (р, 9)-суммирующего оператора являются поня­
тия (р, 9)-вьшуклого (4.2.10 (1)), (р, д)-вогнутого (4.2.10 (2)) и (р, д)-регулярного 
(4.2.10 (3)) операторов. 

Решеточно нормированные пространства составляют хорошую основу для 
построения изометрической классификации пространств со смешанной нормой. 
При этом решающим оказывается наличие в банаховом пространстве полной бу­
левой алгебры проекторов и специального геометрического свойства единичного 
шара, связанного с этой алгеброй. Последнее называют (^ , р)-цикличностью 
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шара, где р = оо (4.3.4) или 1 ^ р < оо (4.3.4). Банахово пространство ли­
нейно изометрично о-полному пространству со смешанной нормой, нормиру­
ющая решетка которого есть порядково полное ЛМ-пространство с единицей 
(АЬр-пространство, 1 ^ р < оо) в том и только в том случае, если оно {39, оо)-
циклично ((^,р)-пиклично) относительно некоторой (полной по Баде) булевой 
алгебры проекторов 39 (4.3.3, 4.3.5). 

§4 .1 . Пространства со смешанной нормой 
В этом параграфе вводятся пространства со смешанной нормой и изуча­

ются простейшие их свойства. Рассмотрены также некоторые взаимосвязи по­
нятий мажорируемого оператора и смешанной нормы. Необходимые сведения 
из теории нормированных решеток см. в [21, 35, 126, 145 . 

4.1.1. Нормированной {банаховой) решеткой называют векторную решет­
ку Е, которая одновременно является и нормированным (банаховым) простран­
ством, причем норма монотонна в следующем смысле: если |х| ^ то ^ 
|у|| (з?, У € Е). Если {X, Е) — решеточно нормированное пространство, где Е — 

нормированная решетка, то по определению |ж| 6 Е для каждого х Е X и на X 
можно ввести смешанную норму по формуле 

:= {х Е X). 
Нормированное пространство {X, | • |||) в этой ситуации называют простран­
ством со смешанной нормой. В силу неравенства ||х| — ^ |аг-2/| и монотон­
ности нормы Е векторная норма | • | будет непрерывным оператором из {X, | • |) 
в Е. Для пространства со смешанной нормой имеют смысл все понятия, вве­
денные в гл. 1 для РНП: разложимость, г-полнота, с/-полнота, о-полнота и т. д. 

Банаховым пространством со смешанной нормой будем называть пару 
{X, Е), если Е — банахова решетка, а X — г-полное РНП с Е-значной нормой. 
Основанием для такого определения служит следующее предложение. 

4.1.2. Пусть Е — банахова решетка. Тогда пространство (Х, || • й) банахово 
в том и только в том случае, если РНП X полно относительно сходимости с 
регулятором. 

< Возьмем фундаментальную последовательность (х „ ) С X. Без ограниче­
ния общности можно считать, что |х„^.1 — х „ | ^ {п Е М). Положим 

Сп •.= \х1\ ^к\хк + 1-Хк\

Тогда 

||е„+/ -впН = 

*; = 1 

п+1 п+1 

]к=п+1 к=п+1 

п+1 

^ к\хк + 1-Хк\ 
к=п+1 

Итак, последовательность (е„) фундаментальна, а потому имеет предел е := 
Иш е„ . Так как вп+к ^ е„ (п, € М), то е = 8ире„. Если п ^ т , то 

п—•оо 
п+1 

т | х „ + ; - х „ | ^ ^ к\хк+1 - Хк\ еп+1 - Сп ̂  в, 
к=п+1 

следовательно, \хп+1 — Хп\ ( 1 / т ) е . Это означает г-фундаментгшьность по­
следовательности (х„ ) . Ввиду условия г-полноты существует х := г- Пт х „ . 

п—•оо 
Ясно, ЧТО 11т |х — х „ | = 0. Предположим, что последовательность (х„ ) С X 

г»—•оо 
г-фундаментальна, т. е. |х„ — Хт\ А^е {т,п,к ЕМ, т , п ^ к), где О ̂  е Е Е 
и Ит \к = 0. Тогда ||х„ — х^Ц ^ ^к\\^\\^ О при ^ —+ оо, следовательно, суще-

к-*оо 
ствует X := Ит х„ . Ввиду непрерывности векторной нормы будет |х - х,,! ^ 

П — • О С 

ХкС (п ^ к), поэтому X = г-Итхп. > 
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4.1.3. Пусть Е — банахова решетка с условием (А). Тогда справедливы 
утверждения: 

(1) {X, I • II) банахово в том и только в том случае, если {X, \ |) о-полно; 
(2) если X разложимо, то (X , || • |) банахово в том и только в том 

случае, если (X, | • |) — ПБК. 
<1 Утверждение (2) — очевидное следствие (1). Достаточность в (1) выте­

кает из 4.1.2. Остается показать, что если {X, | • |||) банахово, то {X, | • |) ополно. 
Пусть сеть (ха) С X такова, что \ха — хр\ при ос,^ ^ ^{1) и е^, убывая, 
о-сходится к нулю. Далее, Щха — ^ ||е.у|| и ввиду условия {А) \\е^\\, 
так что (ха) фундаментальна относительно смешанной нормы. Следовательно, 
Ит 1 X Хо, 1 = 0 для некоторого х е X. Учитывая непрерывность векторной 
нормы, можно осуществить предельный переход по /? в векторной норме, стало 
быть, \х — Ха\ Су при а ^ а{7). Это означает, что х = о-Итх^. [> 

4.1.4. Теорема. Если {Х,Е) — разложимое пространство со смешанной 
нормой, то (X', Е') — разложимое о-полное пространство со смешанной нормой. 
Векторной нормой функционала х' Е X' служит его наименьшая мажоранта 

Е Е' и, в частности, 

{х,х')^{\х\,\х'\)(хеХ, х'еХ'). (1) 
<] Непрерывный функционал х' Е X' ограничен на множестве {х Е X : \х\

е} для каждого е Е Е^.. Отсюда в силу 2.2.8 (1) следует, что х' мажорируем и 

{е,\х'\) = 8пр{{х,х') : \х\ е,х & X}. (2) 
По теореме 2.3.5 М{Х,Ш) — ПБК. Следовательно, X' также ПБК, так как 
X' := {х* Е М{Х, Ж) : |х*| Е Е ' } , а Е' — порядковый идеал в Ьг{Е, Ж). Остается 
заметить, что норма в X' смешанная: 

НИИ =8ир{(в, И ) : 6 Е Е + , ||е||< 1} = 
= 8ир{8ир{(х,х') : |х| ^ е, х Е X } : е Е Е+, ||е|| ^ 1} = 
= 8 и р { ( х , х ' ) : х Е Х , |||х||К 1} = |||х'||. > 

4.1.5. Пусть (X, Е) — разложимое пространство со смешанной нормой. 
Каноническое вложение X во второе сопряженное пространство X" сохраняет 
векторную норму. Точнее, если х и X — канонические вложения X X" и 
Е —>• Е" соответственно, то \х(х)\ Л(|х|) (х Е X ) . 

< Сначала заметим, что для х Е X и х' Е X согласно 4.1.4 (1) будет 

(х',>.(х)) = (х,х') ^ (|х|,И) = (И ,Л(|х|)). 
Следовательно, |х(х)| ^ А(|х|). Возьмем произвольный функционал е' Е Е'. 
По теореме Хана — Банаха для фиксированного х Е X найдется функционал 
х' Е X такой, что (х,х ' ) = {|а;|,е') и {и,х') ^ (|г||,е') для всех и Е X . Еще раз 
воспользовавшись неравенством 4.1.4(1), получим 

{е', А(|х|)) = (|х|, е') = {х, х') = {х', х(х) ) ^ (|х'|, |х(х)|) ^ {е', |х(х)|) 
Таким образом, А(|х|) ^ |>г(х)|. [> 

4.1.6. Будем говорить, что в пространстве со смешанной нормой (X , Е) 
выполнено условие (А) или что смешанная норма порядково непрерывна, если 
из Ха -^-^ О следует, что Цх^Ц 0. Если X разложимо, в данном определении 
достаточно рассматривать убывающие по векторной норме сети, т. е. можно 
считать \х1з\ |ха| при /? ^ а. В частности, для нормированной решетки 
X = Е получаем привычное определение условия (А). Запись (X , Е) Е (А) 
означает, что в (X , Е) выполнено условие (А). Очевидно, что если Е Е (А), то 
(X , Е) Е (А). Обратное, вообще говоря, неверно. 
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4.1.7. Теорема. Для разложимого пространства со смешанной нормой 
{X, Е) равносильны следующие утверждения: 

(1) в X смешанная норма порядково непрерывна; 
(2) всякий замкнутый о-идеал в X является компонентой; 
(3) всякий ограниченный функционал на X о-непрерывен. 
(4) в норма порядково непрерывна. 

< (1) (2). Если X е (Л), то замкнутый о-идеал будет о-замкнут и требу­
емое вытекает из 1.1.5(3). 

(2) =>• (3). Нулевой идеал .уУ^ ограниченного функционала / € X ' будет 
замкнутым о-идеалом, поэтому достаточно сослаться на теорему 2.4.7. 

(3) (4). Без ограничения общности можно считать Е = [Х!"*--^. Возьмем 
положительный функционал (р Е Е'. По теореме 2.4.5 имеет место разложение 
<р = ^Рп + ^я, где (рп о-непрерывен, а 9?, о-сингулярен. Допустим, что V?, ф 0. 
Так как функционал х >-> V'в(|2;|) ^ ^) сублинеен, непрерывен и отличен от 
нуля, то по теореме Хана — Банаха существует ненулевой функционал / € X ' 
такой, что /(ж) ^ у«(|а;|) (х € X ) . Отсюда О ф |/| ^ '̂л- По условию (3) 
функционал / о-непрерывен, следовательно, |/| также о-непрерывен согласно 
2.3.2. Это противоречит о-сингулярности р,, значит, должно быть = О и 
(р = (рп. Итак, Е' = Е'^ — Е'^ С Е'п, поэтому норма в Е порядково непрерывна. 

(4) => (1). Очевидно. > 
4.1.8. Рассмотрим теперь пространства со смещанной нормой, состоящие 

из мажорируемых операторов. Пусть (X , Е) и (У, Е) — пространства со сме­
щанной нормой. Обозначим через . /^(Х, У) множество всех линейных опера­
торов из X в У, имеющих ограниченные мажоранты. Иными словами, Т 6 
. ^ ( Х , У ) означает, что Т линеен и \Тх\ 5(|а;|) (х 6 X ) для некоторого 
О ^ 5" € .^{Е,Е). Мажорантную норму /х(Т') оператора Т Е .Ж{Х,У) опре­
делим формулой 

ц{Т) = : 5 € ^{Е, Е) П таЦТ)}. 

В случае, когда X = Е иУ = Е, получаем пространство регулярных операторов 
{3?{Е, Е), р) := {^{Х,У), р). Отметим, что если Е и Е — банаховы рещетки, 
то . ^ ( Х , У) = М ( Х , У) , ибо в этом случае ЩЕ, Е) = Ьг{Е, Е). 

(1) Если X разложимо, а Е порядково полна, то норма р смешан­
ная: р(Т) = |||Т|||. Если же, сверх того, Е и Е — банаховы решетки, а У — 
ПБК, то (^/^(Х, У),^{Е, Е)) — разложимое о-полное пространство со смешан­
ной нормой. 

<] Это следует из 2.1.2, 2.3.5. [> 
Линейный оператор Т : X У называют предмажорируемым, если суще­

ствует оператор О ̂  5" Е ^и{Е,Е"), называемый предмажорантой, такой, что 
\Тх\ 5(|ж|) (х 6 X ) . Положим р^{Т) = шГ{||5||}, где инфимум берется по всем 
указанным 8. Пространство всех предмажорируемых операторов обозначается 
через МР(Х ,У) . 

(2) Если X разложима, то норма рР смешанная и рР{Т) — \\\Т\\\, так 
как решетка Е" порядково полна и в Зё{Е, Е") существует наименьшая пред-
мажоранта \Т\. 

4.1.9. В заключение этого параграфа рассмотрим несколько простых 
свойств мажорируемых операторов. Начнем с вопроса о том, когда переход 
к сопряженному оператору перестановочен с вычислением точной мажоранты. 
Пусть (X , Е) и (У, Е) — разложимые пространства со смешанной нормой. Возь­
мем оператор Т Е .^{Х,У). Тогда определен сопряженный оператор Т' Е 
^Й '(У',X'). Пусть Е порядково полна. Тогда существует оператор \Т\. 

(1) ЕслиТ е М{Х,У), тоТ' Е М(У\Х') и \Т'\ \Т\'. 
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< Для произвольных у' еУ и е Е Е+ 
(е, |ТУ|) ^ (е. \у' о Т|> < (|Т|е, = (е, |ТПу'|). 

Отсюда |ТУ| ^ (У € стало быть, Т е М{У',Х') и |Г| ^ |Г|'. > 
Неравенство между точными мажорантами может оказаться строгим. Од­

нако для порядково непрерывного мажорируемого оператора такое невозможно. 
Точнее, имеет место следующее предложение. 

(2) Предположим, что Е и Г — банаховы решетки с разделяюшими 
множествами Е'^ и Е^, причем Е порядково полна. Пусть {Х,Е) и {У,Е) — 
разложимые банаховы пространства со смешанной нормой. Если Т € Мп(Х, У), 
т о Г ( у ^ ) с х ; я 

| т ' | / ' = | т | 7 ' ( / ' е ^ у . 
<1 Требуемое включение — очевидное следствие о-непрерывности Т. По 

теореме 2.3.2 |Т| также о-непрерывен, поэтому \Т\'{Е^) С Е'„. Пусть Т* и 
|Т|* — ограничения операторов Т' и \Т\' на и Е|^ соответственно. Так как 
Е;, — о-идеал в Е' и У^, := {у' е У : {г/] е Е^,}, то \Т*\ ограничение |Г'| 
на Е^. Это легко усматривается из 2.2.2. Отсюда в силу предложения (1) 
имеем |Т*| ^ |Т|*. Легко понять, что оператор |Т|* о-непрерывен. Но тогда о-
непрерывным будет оператор Т * , так как он имеет о-непрерывную мажоранту. 
Теперь для оператора 5 := Т* : У' X' будет 5 ' ( (Х; ) ' „ ) С (У^)^, и в силу уже 
доказанного |5*| ^ или |Г** ^ |Т* 
совпадает с Т. Поскольку Е о-идеал в 

Понятно, что ограничение Т** на X 
Е'пУп и X = {х" е X" : \х"\ Е}, то 

|Т| есть ограничение |Г**| на Е. Таким образом, |Г| ^ |Т*|*|е. Если теперь 
е б Е + и / ' Е Е ; ; + , т о 

{е,\Т\'Г) = {\Т\е,П ^ {\ТГе,Г) = {е,\Т*\Г). 
Значит, |Т|* ^ 1^*1, что вместе с установленным выще дает равенство \Т*\
\Т\\

(3) Следствие. Пусть выполнены условия предложения (2) и, сверх 
того, в X иУ выполнено условие (А). Если Т е Мп{Х, У), то Т € М„(У ' , X') 
и \Г\ \Т\'. 

4,1.10. Яредположим, что Е и Е — банаховы решетки. Имеют место сле­
дующие утверждения. 

(1) Мажорируемый оператор Т ограничен и \\Т\\ р{Т). 
(2) Е с л и т е ^ ^ { х , У ) ипел^,2), тоцтем{х,2) ир{иог) ^ 

р{Ю-р{т). 
(3) Если Т е (X, У), тоТ'е ( У , X') и (л{Г) ^ р{Т). 
(4) Пусть X и У разложимы. Для оператора Т Е .5^{Х,У) выпол­

няется соотношение Т' € .^{У',Х') в том и только в том случае, если Т Е 
У) ; в этом случае рР(Т) = р{Г). 

< Возьмем ограниченный оператор Т : X У. Пусть Т' Е .^{У',Х') и 
V := \Т'\. Тогда II' является мажорантой оператора Т" (см. 4.1.9(1)). Обозна­
чим буквой 5 ограничение II' на Е. Ясно, что 5 Е .5^+{Е,Е") и в силу 4.1.5 
\Тх\ 8{\х\) (х Е X ) . Это означает, что Т Е .^{Х,У), причем рР(Т) ^ ^ 
\11'\\ 11̂ 711 = р(Т'). Наоборот, предположим, что Т Е .^^ (Х , У) и опера­

тор 5 Е ^+{Е, Е ) служит предмажорантой Т. Как и выше, учитывая 4.1.4 и 
4.1.5, можно убедиться в том, что ограничение 5' на Е' будет мажорантой для 
Г. Поэтому Г Е М ( У ' , Х ' ) и р{Т') < = Отсюда р{Г) < рР{Т) и 
окончательно А< (̂Т) = р{Т'). > 

(5) Если в Е" существует положительный проектор единичной нормы 
на образ Е при каноническом вложении Е Е", то .Л{Х, У) = ^^{Х, У) и 
/̂  = //Р. Если же, сверх того, X и У разложимы, то для ограниченного оператора 
Т : X У равносильны включения Т Е . ^ ( Х , У ) и Т ' Е ^ ( У ' , Х ' ) , причем 
р{Т) = р{Т'). 
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< Пусть тг : Е" положительный проектор и [тг = 1 . Возьмем 
ограниченный оператор Т : X —* У. Если оператор 5 6 .5С^(Е,Г") является 
предмажорантой для Т € Ь{Х,У), то тг о 5 — мажоранта для Т и ||7Г о ^ 
[^И- Тем самым из Т € ЛР(Х,У) следует, что Т е Л{Х,У) и рР{Т) ^ р{Т). 

Обратное неравенство очевидно. Вторая часть утверждения вытекает из первой 
и из (4). > 

§ 4.2. Суммирующие операторы 

Различные классы операторов, изучаемые в функциональном анализе, оп­
ределяются в смешанных терминах, используюших норму и порядок. Зна­
чительная часть соответствующей проблематики естественно вписывается в 
рамки теории РНП. При этом обнаруживаются новые связи и новые возмож­
ности. В этом параграфе мы рассмотрим небольшой фрагмент, связанный с 
понятием суммирующего оператора. 

4.2.1. Пусть Е — банахова решетка и / : М" —̂  Ш 1 — равномерно непрерыв­
ная положительно однородная функция. Существует отображение / : Е" —>• Е, 
которое непрерывно, положительно однородно и удовлетворяет условию 

/ ( < 1 е , . . . , <пе) = е/(<1 , . . . , < „ ) ( < 1 , . . . , 6 М", е € 

Элемент / ( е х , . . . , е^) содержится в идеале, порожденном |е1| V • • • V [е^ 
Возьмем функцию 

1/р 

(при р = ОО полагаем /р,п(^11 • • •,^п) = гпах{| )̂(;| : ^ := 1 , . . . , п } ) . Эта функция 
положительно однородна и непрерывна. Пусть „ := /р „ — соответствующее 
отображение из Е" в Е. Будем использовать более громоздкую, но выразитель­
ную запись: 

< 5 р , п ( е 1 , . . . , е „ ) = : 
\/1: = 1 / 

1/р 

( е 1 , . . . , е „ Е Е ) . 

Потребуются следующие свойства отображения ^ р „ {1/р+ 1/д = 1, е 
Е;е[,...,е',ЕЕ',0^8е^(Е,Е)): 

1/р 1/9 

< 1 
к = 1 Кк = 1 

(1) 

\/р 

* = 1 

* = 1 
Е м 

\к = 1 

1/р 

1/р 

\А:=1 

« 5 

/ п \? 

\*: = 1 

< п 

Кк=1 

\р 

\9 

^ 1 

4 

(2) 

(3) 

(4) 
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4.2.2. Пусть 1 ^ д ^ р ^ +оо. Линейный оператор Т : X У назо­
вем {р,д)-суммирующим, если существует число ^ > О такое, что для любого 
конечного набора {хх,... ,Хп} С X выполняется неравенство 

1/р 
< к 

1/? 

и = 1 
Точную нижнюю границу множества всех указанных к обозначим через 

(Трд{Т). Пусть (Зр^д{Х,У) — пространство всех (р, 5)-суммирующих операторов 
т X в У. Как видно из определения, суммирующий оператор Т ограничен, 
причем ||Т|| ^ (Гр^д(Т). Ясно также, что (Тр^д — норма на <3{Х, У). Неравенство 
треугольника для сгр^д вытекает из сублинейности отображения 

/ п \р 
Е 1 Л ^Р : { / ! , • • . . /п ) 

\«: = 1 
ИЗ Е" В Р. Норму а-рд можно посчитать по формулам 

сгрд{Т) = вир 

= вир -

1/р 

1/Р 

•.ХкЕХ, п е N . 

/ п N 1/9 

и = 1 
^ 1 

\]к = 1 

\ 1/9 
•.ХкЕХ, пеП, ^2\хк\фО > . 

При р = д = 1 будем говорить просто о суммирующих операторах и исполь­
зовать (т вместо С и и (5 вместо 01 х. 

4.2.3. Теорема. Пусть X иУ — пространства со смешанной нормой, при­
чем У банахово. Тогда (<Зр^д{Х, У), <Трд) — банахово пространство. 

< Пусть (Т„) — фундаментальная последовательность в ^рд{Х,У). Тогда 
(Т„) будет фундаментальной и в более слабой норме пространства ^^{Х,У). 
Последнее полно, следовательно, существует оператор Т € .^{Х, У) такой, что 
Ит ||Т-Тп|| = 0. Дляе > О подберем номер Аго Е N так, чтобы (Грд{Тп-Тт) ^ е 

при всех п,т^ ко. Тогда для каждого конечного набора . . . , Е X 

Е М 

1/9 
^ 1 

/ , ч 1/Р 
Е | ^ п ^ * - ^ т Х , Г ^ е. 

Заметим, что оператор (^р,? непрерывен, так как из-за сублинейности верно 
неравенство 

|Рр,/(/ь- • •>//) - Яр,1{91,---^91)\ «Эр.КЛ - 9 \ , - - - , ! 1 - 91)-

Учитывая также, что векторная норма есть непрерывный оператор из У в Е, 
заключаем: 

/ / I \Р 

Ит [У^\ТпХк-ТгпХк\' 

Тем самым 

Ит 
т-*оо 

Е\ТпХк-Тхк\' 

и = 1 / 

Е | ^ п Х , - Т х , Г ^ 
1/р 

Произвол в выборе элементов Х\,...,Хп влечет <Гр,(Т„ - Г ) ^ г при п ^ ко. 
Отсюда видно, что Т € 0р,9(Х, У) и <Тр,(Т„ - Т) О при п -+ оо. > 
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4.2.4. Если Т € (&рд{Х,У), 3 € Л{Х,У) иЦ е Л{ХиХ), то ЗТЦ е 
0 р , ( Х ь У 1 ) и <грд{зти) ^ р{3)<трд{тыи). 

< Пусть За и Щ — произвольные мажоранты операторов 3 и II соот­
ветственно. Тогда для произвольных атх,..., € Хх двукратное применение 
4.2.1(4) дает 

Е\зтих,\' Ё^о(|Т[/х,|)^ 
1/р 

^ т\<грд{т) 
/ и \р 

\к=\ 

^ \\Зо\Мт)\\щ\\ 

) 

\к = 1 

Тем самым ЗТи € 0 р , ( Х 1 , У 1 ) и ард{ЗТи) ^ \\Зо\\(Хрд{Т)\\ио\\. Переход к 
инфимуму по Зо и (1о приводит к требуемому неравенству. > 

4.2.5. Теорема. Пусть X иУ — банаховы пространства с разложимыми 
смешанными нормами. Ограниченный оператор Т : X —>• У будет (р, д)-сумми-
руюшим в том и только в том случае, если сопряженный оператор Т' является 
(д',р')-суммирующим. При этом (Трд(Т) = Сд1р1{Т'). 

<] Пусть Т € 0р ,д(Л' ,У). Возьмем конечный набор у'х,...,]/^, € У . При­
меняя последовательно формулы 4.2.1 (2), 4.1.4 (2), 4.1.4 (1) и 4.2.1 (3), выпишем 
цепочку 

Е 1 г ч г 
и = 1 

1 /? ' 

= ^мр\^2{ек,\Т'у'т,\) : Ск е Е+, 

к = \ 
Е М 

\к = 1 

^ 1 

= вир ^ Е 
и=1 

8 и р { ( х , Т ' у ) ; ) : | х и е * } : Е Е + , Е М 

1/? 

^ 1 

к=1 

1/р 

^ « и р < ( лЕШ 
\к=1 / \к=1 

\р 
вир X 

а = 1 
ЕШ 

Е М 

1/р' 

Таким образом, Т' € &а>,р'{У',X') и о-,/р/(Г') ^ (Трд{Т). Наоборот, предполо­
жим, что Т' является (? , р')-суммируюшим оператором. Тогда в силу доказан­
ного Т" будет (р, 9)-суммируюшим и (Трд{Т") ^ <т,/р'(Т'). Так как канонические 
вложения X X" и У —»• У" сохраняют векторную норму (см. 4.1.5), то 
Г € 0 р , , ( Х , У ) , а из определения (Трд (см. 4.2.2) видно, что <Тр,(Т) ^ <Тр,(Т"). 
Тем самым <Тр,(Т) = ад1р'{Т'). > 



280 А. Г. Кусраев 

4.2.6. Теорема. Линейный оператор Т : X У будет суммирующим в 
том и только в том случае, если для любой последовательности (ьп) С X из 

оо оо 
сходимости ПО норме ряда ^ \Ук\ сходимость по норме ряда \Ту)е\. 

< Необходимость очевидна. Для обоснования достаточности допустим, что 
Т ^ (&{Х,У). Тогда для каждого гг € N можно подобрать конечный набор 
{г;г,1,..., Уп1(п)} С X такой, что 

;=1 
^ 1 , 

;=1 
> 2". 

Построим новую последовательность (пк) С X, полагая Пк '•= (1/2")г1„_;, если 
оо 

А; := /(1) + . . . + /(п - 1) + (п € := 1 , . . . , /(п)). Тогда ряд ^ \ик\я 
по норме, так как 

1Т1 + » - Кп) 

^ ^ 2" Е к ^ | 
*=г(1)+...+/(т-1)+1 3=1 

В то же время, для элемента 

5п : = Е 

к=К1)+-+1{п-1)+1 

будет ||5п|| ^ 1. Следовательно, ряд |3 \Т^к\. Полученное проти-

воречие показывает, что Т 6 <&{Х, У). 
4.2.7. Теорема. Пусть X разложимо и выполнено одно из условий: 
(а) Е = V и в Е" имеется проектор единичной нормы на образ Е при 

каноническом вложении Р ^ Е" {т. е. в Е выполнены условия (В) и 

(б) Е — порядково полное АМ-пространство с единицей. 
Тогда .Ж{у, И )̂ = ^{У, IV) ир = <т. 

< Возьмем Т е <Ь{У, IV) и обозначим через А{е) множество сумм вида 
а{в) := Х: \ТУк\, где е е Е+, в := {VI,...,Уп} С V и ^ Ы^е. 

к=1 к=1 
Как видно, ||а(̂ )|| ^ <7(Т)||е||, т. е. А{е) ограничено по норме. В случае 

(а) множество А{е) фильтровано вверх, а норма порядково полунепрерывна. В 
случае (б) ограниченность по норме равносильна порядковой ограниченности. 
В обоих случаях Т 6 Л(Х, У). В силу 2.2.3 

р{Т) = вир |||Т|е|| = зир вир ||а|| = а{Т). \> 
||е|| = 1 ||е|| = 1а6Л(е) 
е̂ О е>0 

4.2.8. Следствие. Предположим, что выполнено одно из условий (а) или 
(б) из 4.2.7. Тогда для линейного оператора Т : X —*У равносильны утвержде­
ния 

(1) Т мажорируемый оператор; 
(2) Т суммирующий оператор; 

оо 
(3) для любой последовательности (Хп) С X из сходимости ряда ^ 

к = 1 
п 

в Е следует сходимость ряда \Тхк\ Е. 
к = 1 



Мажорируемые операторы 281 

4.2.9. Если выполнены условия теоремы 4.2.7, то имеет место формула 

р{Т) = аир { к=1 * = 1 
^ 1 

4.2.10. Отметим частные случаи класса 0 р , ( Х , У ) , встречающиеся в ли­
тературе по функциональному анализу. 

(1) {р,д)-Выпуклые операторы. Это операторы из класса (9р,,(Х,У) 
в том случае, когда У = Е и Е = Ж, т. е. X — банахово пространство. Итак, 
оператор Т : X Е называют {р,д)-выпуклым, если существует такое число 
^ > О, что для всех хх,... , Х п Е X 

1/р 
<к Е 1 к ^ 

и = 1 

Приняты также термины р-супер аддитивный и мажорируемый операторы 
вместо (р, 1)-выпуклого и (оо, оо)-выпуклого операторов соответственно. 

(2) (р, дуВогнутые операторы. Этот класс операторов совпадает с 
классом (5р,,(Х,У), если Е = X и Е = Ж, т. е. У — банахово пространство. 
Тем самым оператор Т : Е ^ У называют {р, д)-вогнутым, если существует 
число к > О такое, что для всех ех , . . . , е„ Е X 

\ 
ек я 

ия 

и = 1 / 

Для частных случаев (оо, д)-вогнутых и (1,1)-вогнутых операторов приняты 
также названия д-супераддитивные и суммирующие операторы соответственно. 

(3) (р, дУРегулярные операторы. Этот класс возникает при рассмо­
трении двух банаховых решеток, т. е. когда X = Е иУ = Р. Значит, оператор 
Т : Е Е называют (р, д)-регулярным, если существует А; > О такое, что при 
всех « 1 , . . . , е „ ЕЕ 

1/р 

а = 1 

/ п \« 

Е М 
\к=\

Из теоремы двойственности 4.3.5 вытекают такие следствия. 
(4) Оператор Т : X Е (где X банахово) будет (р, д)-выпуклым в 

том и только в том случае, если Т' — (д',р'Увогнутый оператор. Оператор 
Т : Е —>-У (где У банахово) будет (р, д)-вогнутым в том и только в том случае, 
если Т' — (р', д')-выпуклый оператор. 

(5) Если в Е" имеется проектор единичной нормы на образ Р при 
каноническом вложении, то оператор Т : Е Г будет ( 1 , 1)-рег\'.7яряыл1 в том 
и только в том случае, если он регулярен. 

§ 4.3. Изометрическая классификация 
пространств со смешанной нормой 

В текущем параграфе мы покажем, что решеточно нормированные просг-
ранства составляют хорошую основу для построения изометрической класси­
фикации пространств со смешанной нормой. Для этой цели выбран небольшой 
круг естественных вопросов, связанных с нормировкой посредством АМ- п АЬр-
пространств. 
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4.3.1. Банахова решетка Е называется АЬр-пространством, если для лю­
бых дизъюнктных х,у Е Е+ выполняется равенство 

\\^+у\\ т\'+\\у\п^'-

Здесь 1 ^ р ^ оо, причем при р := ос полагаем по определению (̂ ^ -|- а^У^Р : = 
тах{8 ,<} (О < 8,1 Е Ж). Вместо АЬоо-пространства принято говорить АМ-
пространство. Напомним два известных факта из теории банаховых решеток. 

(1) Если 1 ^ р < -Ьсо, то АЬр-пространство линейно, изометрично и 
решеточно изоморфно пространству Ьр{р) при подходящей мере р. 

(2) Всякое АМ-пространство с единицей линейно, изометрично и ре­
шеточно изоморфно пространству непрерывных функций С((5) на некотором 
компакте (5-

4.3.2. Зададимся теперь следующим естественным вопросом: какие бана­
ховы пространства линейно изометричны банаховым пространствам со смешан­
ной нормой? При этом ограничимся случаем, когда нормирующей решеткой 
служит АМ- или АЬр-пространство. Ниже приводится несколько результатов 
в этом направлении. Сначала дадим необходимые определения. 

Пусть X — банахово пространство, а 39 — полная булева алгебра про­
екторов, действующих в X (см. 1.1.2(2)). Будем предполагать = 1 для 
каждого Ь Е 39. Если х Е X, (х^) С А" и Ь̂ х = б^х^ (^ Е Н) для некоторого 
разбиения (Ь$)^ен С 39, то, как и раньше, элемент х называем перемешиванием 
(х^) относительно (6^). 

Равносильны следующие утверждения: 
(1) для любого ограниченного семейства (х^) С X и произвольного 

разбиения единицы (Ь^) С 39 существует единственное перемешивание х = 
т1х (6^х^) , причем \\х\\ 8ир||Ь^Х{| . 

(2) для любого семейства (х^) из единичного шара V{X) и произволь­
ного разбиения единицы (6^) С 39 существует единственное перемешивание 
X = т1х (6^х^) , причем х Е (1{Х). 

Банахово пространство X назовем (39, оо)-циклическим или, короче, 39-
циклическим, если в нем имеется полная булева алгебра проекторов единичной 
нормы и выполнено одно из эквивалентных условий (1) или (2). Заметим, что 
в (1) фактически будет ||х|| = 8ир{||6̂ х̂ || : ̂  € Е}, так как ||6̂ х̂ || ^ ||х|| (^ € Н). 
В частности, для разбиения единицы 6 1 , . . . , 6„ Е ^ верно равенство 

*=1 

= т а х {||6*ХА;||} 
к:—1,...,п 

4.3.3. Теорема. Банахово пространство линейно изометрично о-полному 
пространству со смешанной нормой, нормирующая решетка которого есть по­
рядково полное АМ-пространство с единицей, в том и только том случае, если 
оно 39-циклично относительно некоторой полной булевой алгебры проекторов 39. 

<1 Необходимость вытекает из определений и из 1.1.2(3). 
Докажем достаточность. Предположим, что X — банахово пространство 

с .^-циклическим единичным шаром и(Х), где 39 — полная булева алгебра 
проекторов единичной нормы в X. Пусть Е — идеал, порожденный единицей 
в расширенном А-пространстве всех ^-значных спектральных функций (см. 

п 
21, 36]). Возьмем конечнозначный элемент а := ^ ХкЬк, где {Ьх,...,Ьп] — 

к=\ 
разбиение единицы в 39, { Л 1 , . . . , А „ } С Ж, а под \Ь понимается спектральная 
функция е : X/ ь-* е(и) Е 39, равная нулю при ^ А и единице при и > X. 
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Положим ^{а) : ж ^ Х^Ь^х и заметим, что — ограниченный линейный 

оператор в X. Вычислим норму этого оператора: 

8ир ||./(о;)ж|| = зир 5ир{\\Ьк{Хкх)\\: к п} = 

= 8ир зир {|Д;к|||6]кя;||} = тах{|А1|,...,1Лп|}. 
*;^п||х|К1 

с другой стороны, норма \а\оо элемента а в А'-пространстве ограниченных 
элементов Е также совпадает с тах {|Л1| , . . . , |Ап|}, следовательно, ^ — линей­
ная изометрия подпространства Ео конечнозначных элементов из Е в алгебру 
ограниченных операторов ^^(X) . Ясно также, что ^{^ос) — 7(/3)7(а) для всех 
а,13 Е Ео- Так как Ео плотно по норме в Е, то 7 может быть продолжен по 
непрерывности до изометрического изоморфизма алгебры Е на замкнутую под­
алгебру алгебры ^^(Х). Полагая ха := ах := ^{а)x для х Е X и а Е Е, получим 
на пространстве X структуру унитарного Е-модуля, причем 

||ах||^|Ни||х|| {хеЕ+, хех). 

Кроме того, аи{Х) + /Зи{Х) С 11(Х) при |о:| + Щ ^ 1. Введем теперь отобра­
жение \ \ X -у Е+ по формуле 

|х| := шГ{а еЕ+:хе аи{Х)} (х 6 X), 

где инфимум берется в А'-пространстве Е. Докажем, что |||х|||оо = \\х\\. Возь­
мем О ф X Е X и положим у := х/|(х||. Тогда у Е П(X) и |г/| ^ 1. Следовательно, 
|х| 1|х|{ • 1 или ЩхЩоо ^ Н̂ Н • ||1||ос = \\х\\. Наоборот, для е > О можно по­
добрать разбиение единицы (7г^)^еН в ^(Е) и семейство (а^)^еН С Е 4 . такие, 
что ж^а^ ^ \х\ (\\\х\\\оо + ^1 и х € а^и{Х) Е Е). Отсюда 

ж^х^ Е ж^а^и{Х) С (|||х|||оо + е)ж^1и{Х) С {\\\х\\\^ + е)и{Х). 

Следовательно, ||7Г̂ х|| ^ 
4.3.2(1), получаем 

х| 
|х К 1 |х| 

|оо + г. Учитывая произвол в выборе г > О и 
со- Если X Е а11(Х) и у Е ^11 [Х) для некоторых 

а,Р Е Е^, то, обозначив := а + /3 + е1, можно написать: 

х + у = т ( 7 - 1 х - I - у-^у) Е 7 ( -^^x) + -и{х) С -гит. , , -1 а 0, \ 

7 7 

Следовательно, |х -|- у 
е дает |х + у| ̂  |х| -Ь 

^ а -\- (3 + е1 и переход к инфимуму по указанным а,(3 и 
у\. Далее, для Ь Е 39 а х Е X имеют место равенства 

6|х| =г тЦЬа : О ^ а е Е, хЕ а1^{Х)} = Ы{а Е Е+ : Ьх Е аи{Х)} = \Ьх\. 

п 
Но тогда для а = ^2 ^кЬк, где {Ь\,..., Ьп] — разбиение единицы в будет 

\ах\ '^\Хк\Ьк\х\ |а||х 
к = 1 

Отсюда видно, что \ах\ |а(|х| для всех а Е Е. Тем самым (Л', | •\,Е) — 
разложимое решеточно нормированное пространство. Дизъюнктная полнота 
X следует из ^-цикличности шара и{Х), а г-полнота равносильна полноте 
относительно исходной скалярной нормы, иоо 
По теореме 1.3.2 X — ПБК. > 

х|| = |1к|||оо ( х е Л') (см. 4.1.2). 
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4.3.4. Булеву алгебру 39 назовем полной по Баде, если она порядково полна 
и для любой возрастающей сети проекторов (Ьа) С 39 т Ь = 8ир Ьа следует, что 
{Ьх, ж') = Ит{ЬаХ, х'), каковы бы ни были х е X п х' е X'. Будем говорить, что 
множество С С X 39-ограничено, если 

зир : XI,...,ХггЕ С, Ьи...,ЬпЕ 39, пеП,Ьк О Ь1 = 0{к <оо. 

Банахово пространство X назовем {39,р)-циклическим, 1 ^ р < оо, если 
выполнены три условия: 

(1) в X есть полная булева алгебра ^ проекторов единичной нормы; 
(2) ||6х + Ь^у\\Р = \\Ьх\\Р + \\Ь^у\\Р для любых Ье 39 и х,уЕ X; 
(3) для каждого ^-ограниченного семейства в X существует переме-

щивание относительно любого разбиения единицы (с тем же множеством индек­
сов) в 39. 

(4) Если банахово пространство X {39, р)-циклично, причем 39 полна 
по Баде, то для любой убывающей сети (Ьа) С 39 из 'т{Ьа = О следует, что 

а 
Ит\\Ьах\\ О при любом X Е X. 

а 
< Пусть {Ьа) — убывающая сеть проекторов и 'т{Ьа = О, но ЦЬ̂ хИ не 

сходится к нулю. Можем считать, не ограничивая общности, что > е > О 
при всех а. Так как булева алгебра полна по Баде, то сеть ЬаХ сходится к 
нулю в слабой топологии <г{Х,Х'). По теореме Мазура существует выпуклая 
комбинация 

к=1 к=1 

такая, что ||у|| < (е/2) . Если Ьа ^ ^ := 1 , . . . , п, то Ьау = ЬаХ и по условию 
(2) из определения (.^,р)-цикличности имеем 

ЕР < \\ЬаХ\\Р ^ \\ЬаУГ + \\ЬЫГ = \\УГ < ( I ) ' • 

Получено противоречие, значит, 11т||6ох|| = 0. > 
(5) В условиях предложения (4) перемещивание х = т1х^ен(^|Х^) един­

ственно. Более того, х = Ь^х^ и 

сен 

4.3.5. Теорема. Для того чтобы банахово пространство было линейно изо-
метричным о-полному пространству со смешанной нормой, нормирующая ре­
шетка которого есть АЬр-пространство, 1 ^ р < Н-оо, необходимо и достаточно, 
чтобы оно было {^, р)-циклическим относительно некоторой полной по Баде 
булевой алгебры проекторов. 

< В доказательстве нуждается лишь достаточность. Предположим, что 
X — .^-циклическое банахово пространство, где 1 ^ р < о о , а ^ ^ — полная 
по Баде булева алгебра проекторов в X. Если Ь Е 39 — ненулевой проектор, 
то (6х,х') ф О для подходящих X Е X и х' Е X'. В то же время, функция 
Ь *->• {Ьх, х') (6 Е 39) аддитивна, а ввиду условия полноты по Баде будет также и 
о-непрерывной. Итак, на 39 существует разделяющее множество о-непрерывных 
мер. Пусть 2 — расширенное /С-пространство всех разложений единицы в ал­
гебре ^ . Тогда база 2 изоморфна 39, следовательно, в 2 существует фундамент. 
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на котором определен существенно положительный о-непрерывный функционал 
Ф. Обозначим через Ь1(Ф) наибольший фундамент, на который распространя-

оо 
ется Ф по о-непрерывности. Положим Ьоо(Ф) ~ У [—^1,111], т. е. Ьоо(Ф) — 

п = 1 
О-идеал в 2, порожденный единицей 1 Е 3^ Сопоставление элементу г Е Ь1(Ф) 
функционала а ь-* Ф(аг) {а Е 1/оо(Ф)) осуществляет линейный и решеточный 
изоморфизм 1/1 (Ф) на Ьоо(Ф)п- Так же, как и в 4.2.3, устанавливается, что на 
X можно ввести структуру точного унитарного модуля над кольцом Ьоо(Ф), 
причем ||ах|| < ||с̂1| ||х|| (а Е Ьоо(Ф), х Е X). 

Возьмем теперь произвольный элемент х Е X и определим функцию (рх '• 
Ь !->• \\Ьх\\Р (Ь Е 39). Из условия (;^,р)-цикличности (см. 4.3.4(2,4)) видно, что 
<Рх аддитивна и о-непрерывна. Для а е Ьоо(Ф) положим 

- сг 

где (е") — спектральная функция элемента а, а интеграл понимается как г-
предел интегральных сумм 

к-1 

п--к 

по измельчающимся разбиениям 
-||а|| = : Л _ ь < А _ 1 4 . 1 < • • • < А)ь-1 < А̂ ь = ||а|| 

отрезка [—|(а(|, ((аИ] числовой прямой. Тогда Фх — положительный о-непрерыв­
ный функционал на 1.оо(Ф), следовательно, существует единственный положи­
тельный элемент г 6 Ь1(Ф) такой, что Фг(о:) = Ф(аг) (а € 1<оо(Ф))- Положим 
\х\= Введем ЛХ-р-пространство 1'р(Ф) формулами 

Ьр(Ф) •.= { г Е 2 : \г\Р Е Ь Д Ф ) } , ||.||р : = ША'))^'' € Ьр(Ф)). 

Тем самым определяется отображение | • | : X —> 1'р(Ф) такое, что 

\\Ьх\\Р = Ф{Ь\х\Р) {ЬЕ39, ХЕ X). 

Используя это соотношение, покажем, что разложимая норма, аХ — 
X пространство со смешанной нормой. Прежде всего, заметим, что 

(х Е X). В частности, если |х| = О, то х = 0. Далее, для разбиения единицы 
{ 6 1 , . . . , 6 „ } С 39, набора { х ь . . . , Хп} С X и элемента Ь Е 39 имеем (см. 4 . 3 . 4 (2)) 

/ п 

ф ь Е ^ * ^ ' ь Е 
\ * = 1 к = 1 к = 1 

Так как проектор Ь Е 39 произволен, а элементы 6*.|хл;| попарно дизъюнктны в 
Ьр(Ф), то 

Д:=1 \к = 1 
= Е^к\Хк\. 

к = 1 

Отсюда, полагая а : = А161 -Ь н ХпЬп и х* := А^х (к := 1,...,п), получим 
|ах| = |а| |х|. Последнее равенство верно для всех а Е Ьоо{Ф). В самом деле, 
если огп —• а в Ьоо{^), то для Ь Е 39 и х Е X будет 

Ф(6|а„хР) = ИЬапхУ ^ ||6ах||'' = Ф(6|ахР). 
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Поэтому 
Ф(Ь|аж|Р) = Ф(6(|а| \х\)Р) = итФ(6(1а„| |х|)^). 

Произвол в выборе Ь Е 39 дает \ах\ \сх\
Возьмем теперь х,у Е X и такие О г$ а,/? 6 Ж, что ог + ^ 1. Привлекая 

неравенство треугольника для нормы ||||р и неравенство Гёльдера для конечных 
сумм, получим 

Ф(6|ах + 0у\Р) < {Ф{Ь\ахУ)у1Р + {Ф{Ь\0у\Р)У1Р = 

= («1-1^р(оФ(б|х|р))1/р + 13'-'^П13Ць\у\р)У^ру ^ 

^ {аФ{Ь\х\Р) + /?Ф(6|у|Р))(а(1-1/Р>' + ^(1-1 /р)р ' ) ^ 

^Ф{ж{а\хГ+13\уП). 
Вновь пользуясь произволом в выборе Ь Е 39, имеем \ах + ^ а\х\Р + 
Если 

а « 1 6 1 + ЬоспЬп, 13:=01Ь1 + 1-/?п&п, 
где ак,13к е 1 + , ак + рк = I (к := 1 , . . . ,п) , то 

р 

Е^^к{0!кХ + вку) \ах + 13у\Р = 

к = 1 
п 

к = 1 

^ Е ьЛо^М' + ШП = «|хГ + . 
к = 1 

Как и выше, с помощью равномерной аппроксимации конечнозначными элемен­
тами в 1'р(Ф) можно показать, что доказанное неравенство имеет место для 
а,(3 Е Ьоо(^)+ при ог -Ь ̂  ^ 1. Положим теперь 

7 :=\х\ \у\+2е1, х := у-'\х\е1, в := у-'\у\ Е1, е > 0. 
Как видно, а ^ О, ̂ 3 ^ О, а -Ь ^ 1. Далее, если хх := {\х\ г1)~'^х, ух := 
{\у\ е1)~^у, то |х1| ^ 1, \ух\ 1, следовательно, 

\у-\х + у)\ \ах1 + рух\^ (а|хР + (3\у\Ру/Р ^ 1. 
Тем самым |х-Ьг/| ̂  7 . Устремив е к нулю, получим неравенство треугольника 
для I |. 

Итак, ( X , I • |,1-р(Ф)) — РНП с разложимой нормой, причем |||х|||р = ||х|| 
{х € X ) . В силу 4.1.2 X г-полно. Для доказательства дизъюнктной полноты 
возьмем семейство (ж^)^ен, ограниченное по векторной норме в X. Если ^ С Е — 
конечное множество и (б^)^ев — разбиение единицы в 39, то 

1/ев и^в 1/^в 
где е :== 8ир|ж^|. Отсюда видно, что семейство (х^) .^-ограничено, значит, 

С€В 
существует перемешивание т1х(7Г{Х^) относительно любого разбиения единицы 
(тг^). Окончательно (А, | • |,Ьр(Ф)) — ПБК, а исходная норма на X есть сме­
шанная норма. > 

4.4. Комментарии 
4.4.1. В том случае, когда Х = Е\л.\-\=\-\, пространство со смешан­

ной нормой есть просто нормированная решетка, а изложенные в § 3.5 резуль­
таты превращаются в фрагмент теории нормированных решеток [35, 85, 145, 
163]. В частности, эквивалентность (1) о - (2) в теореме 4.1.7 превращается 
в теорему Андо (см. [35, 85, 119]). Условие (А) для нормированных решеток 
ввел Л. В. Канторович. Из 4.1.9(2,3) вытекает результат о совпадении сопря­
женного к модулю порядково непрерывного оператора с модулем сопряженного 
оператора, полученный Ю. Сынначке [73]. Неравенство в 4.1.9(1) может быть 
строгим (см. [85]). 
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4.4.2. Класс (р, д)-суммирующих операторов введен А. Г. Кусраевым в [50, 
51]. Там же установлены основные результаты из 4.2.3, 4.2.5, 4.2.6. Классы 
(р, д)-вогнутых операторов (4.2.10(1,2)) ввели Кривин [115] при р = ^ и Морэ 
133] в общем случае (см. [149, 121]). Наконец, (р, 5)-регулярные операторы 

(4.2.10(3)) были введены А. В. Бухваловым [10]. О взаимосвязях с другими 
классами операторов см. обзор [11]. (1,1)-Вогнутые операторы впервые рассмо­
трел В. Л. Левин [63] под названием суммирующих операторов, дальнейшие 
ссылки см. в [И, 64]. Частный случай следствия 4.2.8, когда X = Е и V = Г, 
также установил В. Л. Левин (см. [64]). Интересный класс решеточно суммиру­
ющих операторов рассмотрели Шульга и Нильсен [137] и Л. П. Яновский [78]. 

4.4.3. В [120] Линденштраусс и Цафрири пишут: «В анализе встречаются 
много классов специальных банаховых пространств, которые все еще не изучены 
детально с точки зрения геометрической теории банаховых пространств. Мы 
уверены, что такие исследования, будучи проведены, дадут новое проникнове­
ние в задачи таких разделов, которые не кажутся а рг1ог1 тесно связанными с 
теорией банаховых пространств». 

В качестве примера мало изученного класса можно назвать класс класси­
ческих банаховых пространств со смешанной нормой Ьр,д{р ® 1^) или Ьр{р,Х), 
где 1 ^ р,д ^ оо, р ф д, X — банахово пространство, а р, г/ — конечные или сг-
конечные меры. В 4.3 намечен подход к указанной проблематике, основанный на 
теории решеточно нормированных пространств. Основные результаты из 4.3.3, 
4.3.5-4.3.7 получены А. Г. Кусраевым в [50, 51]. Ранее Такеути [154] полу­
чил вариант теоремы 4.3.3 при изучении булевозначной реализации С*-алгебр. 
Фактически он также пользовался понятием циклического банахова простран­
ства, но не использовал этого термина. Относительно полных по Баде булевых 
алгебр см. [88, 27]. Теорема 4.3.6 представляет аналог классической теоремы 
Боненбласта [91]. Родственное понятие циклического банахова пространства 
изучали Баде [88] и А. И. Векслер [16 . 
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