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СПЕКТРАЛЬНЫЙ СИНТЕЗ В ВЕСОВЫХ 

ПРОСТРАНСТВАХ СОБОЛЕВА*) 

Н. О. Белова 

Впервые задача спектрального синтеза была неявно сформулирована 
С Л . Соболевым в работе [1] как теорема единственности решения задачи Дири­
хле полигармонического уравнения. Исследование вопроса о существовании для 
данной функции последовательности финитных функций, сходящихся к ней в не­
которой интегральной метрике, берет начало о т работ С. Л. Соболева [2, 3]. Пер­
вые результаты в решении этой проблемы были получены Д. С. Полкингом [4] 
и В. И. Буренковым [5]. В серии известных работ [6-9] Л. И. Хедберг полу­
чил окончательное решение проблемы спектрального синтеза в пространствах 
Соболева. Обсуждаемый вопрос возникает также в задачах аппроксимации 
на компактных множествах решениями эллиптических уравнений (см. работы 
[10, 11]). Историю вопроса и подробную библиографию можно найти в обзорной 
статье Л. И. Хедберга [12]. Дальнейшие исследования в теории аппроксимации 
решениями систем дифференциальных уравнений см. в [13]. Близкая к про­
блеме спектрального синтеза задача о плотности финитных функций в весовом 
пространстве Соболева с весами степенного роста изучается в работе О. В. Бе­
сова [14], где приведены ссылки на более ранние работы. 

В настоящей работе методами весовой нелинейной теории потенциала в § 1 
5 исследуется проблема спектрального синтеза в весовых пространствах Собо­
лева с весами, принадлежащими Лр-классу Макенхаупта. В качестве прило­
жения рассмотрены вопросы, связанные с граничным поведением функций из 
\^'^{С,и)) (§ 6) , приведены необходимые и достаточные условия стабильности 
компакта К 7, 8) и установлена единственность слабого решения задачи Ди­
рихле вырождающегося полигармонического уравнения. 

§ 1 . П р е д в а р и т е л ь н ы е с в е д е н и я 

Неотрицательная почти всюду конечная функция и), определенная на евкли­
довом пространстве Ж^, удовлетворяет Ар-условию Макенхаупта (или просто 
и) е Ар), 1 < р < оо, если 

зир 
Б В 

-Р) 
р-1 

< ОО, 

где верхняя грань берется по всевозможным шарам В С Ж^. Будем рас­
сматривать весовое пространство Соболева 1У^{Ж^.ьи) функций / , имеющих 
обобщенные производные до порядка т включительно и конечную норму 

/ 1 и г о 
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где а — (о ;1, . . . , а/у) — мультииндекс порядка |о;| = Х ^ а ь и весовая функция хю 
г 

удовлетворяет Лр-условию Макенхаупта. Для некоторого о т к р ы т о ! о множества 
о 

с С определим подпространство Ш'^{С,1л) пространства У7р{Ж^,'ш) как 
замыкание С^(С) по норме ||-| 14^р'"(Ж^, гюЦ. 

Примем следующие соглашения относительно обозначений, используемых в ' 
работе. Для произвольного множества Р внутренность, замыкание и дополнение 
обозначим соответственно через 1^°, Г, Р"^, границу множества Е — через дР. 
Символ У ^ / = {О^"^/; \а\ т] обозначает градиент порядка т , где а — 
мультииндекс, а [У"*/ ] = ^ 1^^* / ! - Шар с центром в точке х радиуса г 

а =т 

обозначим символом Вг(х) или Вг, если г = 2 т о вместо Вг(х) пишем Вп{х). 
Функция и удовлетворяет условию удвоения, если выполнено неравенство 

^ и(у) (1у I и{у) Лу 

с постоянной с, не зависящей о т выбора шара Вг{х). Среднее значение инте­
грала по множеству С обозначаем • • • — гт / • • • 

с с 
Пусть теперь К С Ж^ — замкнутое множество, если / принадлежит про-

0 
странству [К'^^ XV), т о в определяемом ниже смысле функция / и ее произ­
водные I ) " / , 0 < | а | ^ т — 1, обращаются в нуль на множестве К. 

Замкнутое множество К С Ж^ допускает {т,р,г1))-спектральный синтез, если каждая функция / из ^, хи) такая, ч т о 0'^^\к = 0 , 0 ^ 

принадлежит ш). Другими словами, множество К допускает спек­
тральный синтез, если сформулированное выше необходимое условие для того , 

о 

чтобы функция / принадлежала \У^^{К'^, ю), является также и достаточным. 
В настоящей работе установлено, ч т о любое замкнутое множество допус­

кает спектральный синтез в весовых пространствах Соболева. 

Теорема 1.1. Пусть / принадлежит И^^(Ж^, гп), где \
Пусть К СШ^ — произвольное замкнутое множество и В°'/\к = О для всех а, 

о 

О ^ |о!| ^ т — 1. Тогда функция / принадлежит пространству \У'^{К'^^ь)). 

В пространствах \Ур^(Ш^,и)) определим (ш, р, « ; ) -емкость, с помощью ко­
торой можно охарактеризовать поведение функций классов Соболева. Для ком­
пактного множества К С Ж^ это есть величина 

С;; ;р(Х) = 1пГ{||^| VVр-(Ж^и;)||'^: ^ е С о ° ° , 9 = ^ 1 на к } . 

С помощью стандартно!! процедуры (см., например, [15]) это определение рас­
пространяем на произвольные множества. 

Будем говорить, ч т о некоторое свойство, зависящее о т точки х, выполня­
ется {т, р, уо)-квазибсюду, если множество точек, для которых это свойство не 
выполняется, имеет ( т , р, ю)-емкость нуль. 

Отметим важное свойство функций из пространств \У^(Ш^,1л). Если для 
любого е > О существует открытое множество С емкости С^р{Е) < е и /|е<г 
непрерывна на С, т о функцию / называют [т,р,ги)-кбазииепрерывной. Ока­
зывается, что элемент / из И^^(Ж^, и)) имеет ( т , р, и;)-квазинепрерывный цред-
ставитель, который единствен с точностью до множества нулевой {т,р^ ги)-ем-
кости, и, следовательно, можно говорить, ч т о функция / Е \^^{Ш.^,1и) и ее 
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производные О ' * / до порядка т — 1 включительно имеют следы 0°'/\е, О ^ 
а ^ т — 1, на множестве Г положительной ( т — \а\,р, и;)-емкости, определен­

ные ( т — гг?)-квазивсюду. 
Задача стабильности, тесно связанная с проблемой спектрального синтеза, 

по и с следов а-
зсовой случай 

произвольное замкнутое множество. 

берет начало о т фундаментальной работы М. В. Келдыша [16 
нию устойчивости задачи Дирихле. Э т а задача обобщается на весовой случай 
следующим образом. Пусть К С Ж.^ — 
Определим на К пространство Соболева 

называется 

ЧО,т) = { / 6 ^ ^ { Ж ^ , ъи) : /{х) ^ О на К'}. 
кса 

Очевидно, что \У^{К\,ю) С ^^(К,гV). Множество К С В " 
о о 

{т,р, и))-стабильным, если пространства Ш^{К,гю) и ТУ^(/С°,г1)) совпадают. 
Легко видеть, что К может быть { т , р, 1^;)-стабильным только в том случае, 
когда {К^У допускает ( т , р , г1;)-спектральный синтез. 

Как обычно, через Ст и Кт обозначим ядра Бесселя и Рисса соответ­
ственно. Пусть 11; € .Ар, То1-да любая функция / из пространства \У^{Ж.^ 
может б ы т ь представлена в виде свертки / = От * 9, где д 6 Ьр{Ш.^, и)). В ра­
боте [17 установлено, что для некоторой постояпрюи с 

- 1 

По этой причине ( т , р, 1б|)-емкость произвольного множества Е эквивалентна 
величине 

С:^^,{Е) = шЩд I Ьр(Ж^, : д ^ О, * ^ ^ 1 на Е]. 

Из минимаксной теоремы [18] вытекает, что для компактного множества Е 

С^р(Ь1^/Р = 8ир{||//||1 : ^ е М+(Е), \\Ст * ^^ \, ш^" ' ) ! ! ^ 1} , 
где М'^{Е) обозначает множество положительных борелевских мер, сосредото­
ченных на Е. Здесь и всюду далее р + д — рд. Более того , экстремальная 
функция для емкости С^^р{Е) имеет вид д — {ю~^Ст * А*) '~\е з и р р С Е, 
р.{Е) — С^р(Е) и Сгп * {и!~^От * ^ 1 ( ш , р , г1))-квазивсюду на Е. 

Как известно, при 0 < т < 7 У ' и 1 выполнена оценка 

А-^Сггг ^Кт^ АС^{х), 
следовательно, для любого множества ^ С ^ 1} весовые ( т , р, г/;)-емкости 
Рисса и Бесселя при тр < ТУ, р > 1, эквивалентны. 

Пусть множество К Г Ж замкнуто. Определим емкость конденсатора 
СЛКПВ,{х),В2,(х)) 

Его относительной емкостью называется величина 

/ 
с^^{КПВ,{х),В2б{х)). 

Вв{х) 

Если тр < N м 6 < 1, то для некоторой постоянной А верна оценка [19] 

С:^р{КПВ,{х))5^Р-'^ ^А^р{К,В,{х)). 

Вв{х) 

В случае шр ^ N вместо обычной весовой емкости Рисса будем использо­
вать емкость конденсатора. 

Приведем формулировку известной леммы Хедберга, которая часто исполь­
зуется в настояш,ей работе. 



6 я , о . Белова 

Лемма 1.1 [9]. Пусть функция / = Кт * 9 принадлежит пространству 
, и)), О < т < N, и ] — О, . . . , т , тогда для почти всех х имеет место 

р 
опенка 

где 

V — ^ ( ^ ) | ^ \Щ*9(^)\ АМи){х)'-^/^Кт*9{хУ^^, 

г>0 \Вг{х)\

максимальная функция. 
Множество Е С М''̂  называется (т,р,уи)-разреженным в точке х из 

относительно весового пространства Соболева, если одновременно выполнены 
условия 

1 / 
ВАх) 

\ (11 
у = + о о . 

1 
^^^^^^Р-^<с^^^Е^^В,{x)))т^^[^ 1_ — < оо . 

V 

(1.1) 

(1.2) 

Вг(х) 

Если (1.2) не выполнено, то говорят, что множество Е является 
( т , р , ъи)-плотным в точке х. Таким образом, если множество Е {т,р, го)-плот-
но в точке ж, т о 

1 
~С,(ЕпВ,{х))т^^ = ^. (1.3) 

Обозначим символом е'!^р{Е) множество 

{а; е : Е ( т , р, 1и)-разрежешю в точке х}. 

Лемма 1.2 (весовое свойство Келлога [20]). Пусть множество Е С Ж^ 
произвольно, 1 < р < оо, е Лр. Тогда С^г,р{Е П с'^^,{Е)) - 0. 

Введем обозначение 

Вг^и) = Вг^иух) = 1 
Ц 5 п ( х ) ) / 1 ^ 'го йу 

1/р 

В^{х) 

В работе будет доказан более общий результат, чем теорема 1.1, а именно 

Теорема 1.2. Пусть / принадлежит классу \У^(Ш^,и)), где 1 < р < сю 
и гV Е Ар. Пусть К С Ж^ — замкнутое множество и }\к — О для всех а. 
О ^ |а| ^ т — 1. Тогда для любого е > О существует функция а;, О ^ ш ^ 1, 
такая, чтои1{х) = 1 в окрестности множества К и \| < е. Более 
того, ш может быть выбрана либо из С°°, либо такой, что (1 — о ; ) / Е ^-со-

Основным в этой теореме является случай ограниченного множества К 
и функции / с компактным носителем. Покажем, ч т о из теоремы 1.2 выте­
кает теорема о спектральном синтезе. Очевидно, что (1 — ш)/ сосредоточена 
на К'^ и аппроксимирует / , а подходящее усреднение дает функцию из С ° ° , 

о 

следовательно, / € \'У^{К'^, и)). 
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Отметим, что в работах [21 , 22] получены некоторые обобщения теоремы 
Хедберга в невесовом случае. В [21] доказана возможность спектрального син­
теза для Соболевских пространств И^{"(Е^) и компактов нулевой ( т , 1)-емкости. 
В [22] спектральный синтез установлен для пространств Бесова и Лизоркина — 
Трибе ля. 

Теорема 1.2 в случае ъи = I установлена в [9]. Наше доказательство те­
оремы 1.2 следует схеме Хедберга из [9], однако отметим, ч т о реализация не­
которых этапов доказательства основана на других соображениях, например, в 
основных результатах § 2 применяются методы работы В. Г. Мазьи [23, § 10 . 
Для построения аппроксимирующей функции на компактах нулевой (1 ,р , г/;)-ем-
кости используется идея В. И. Буренкова [24] построения усредняющих функций 
с переменным радиусом усреднения. Применение этой идеи позволяет суще­
ственно упростить наиболее трудоемкую часть работы [9]. 

Приведем основные этапы доказательства. 
Последовательно применяя свойство Келлога, представим множество К 

в виде Ео и • • • и Ет таким образом, что 
1) множество К (1 ,р , г1;)-плотно в каждой точке х 6 ^ о ; 
2) С]^р{Ек) = О и множество К (к + 1,р, г11)-плотно в каждой точке х е Ек, 

к — 1,...,т - I] 
3) с - р ( ^ ^ ) = о. 

Будем считать , что Ек — компакты (необходимая модификация приведена 
в § 5) . 

Сначала строим функцию шо Е С^{Е^) так , чтобы 

\\I-и^оI\\V;'^Ш'',гV)\\<е, 

и полагаем /о = и)о/. Затем построим функцию и>1 Е Со°(.Б^) такую, ч т о 

| | / о - и ; 1 / о I УУ^{Ш''\гп)\\<е/2, 

и полагаем /\ ш\/о. Продолжая построение, по индукции получаем функцию 
/ т = ш^и-и О^т Е Со~(^^„) и 

\\/т-1-и^гп/т-1 | (Ш'', ю)\\ 8/2"^ . 

Т о г д а /гп — ^1, ^ — ̂ 0^1 . . .Шт € С^{К''), и 

/ - и ; / I ^_" ' (Е^ , « ; )|| < 2г. 

Для того чтобы построить и)о, оценим / и ее производные в окрестности Ео 
по весовому неравенству Пуанкаре. 

Лемма 1.3. Пусть функция / из УУ^{Ш.^,'ш), где и и) Е Ар. Если точка 
X принадлежит К и производные О" /\к = 0, 0 ^ |ог|^га — 1, то 

с ( 2 - " Г Р | | У ^ / | 1 р ( В 4 х ) , и ; ) | | Р 
с 7 р ( 7 ^ П В „ ( х ) ) 

для любого п = 1 , 2 , . . . 
Объединяя это неравенство с оценкой (1.3) в точке х Е Ео, находим, что 

Е У 2 - " - " Д „ ( У ^ / ) У _ 

Вп(Л ) 
= оо для всех X Е Ео. (1.4) 

Таким образом, имеет место 
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Теорема 1.3. Пусть Ео компакт и функция / принадлежит простран­
ству И^^(М^, ш), где 1 < р < о о , г ^ е А р . Если для / выполнено условие (1.4) 
для каждой точки х ^ Ео, то для любого е > О и достаточно малой окрестности 
V компакта Ео существует функция ш Е С^{У) такая, что 0^со^1,и; — 1в 
окрестности Ео, и 

/ а ; I Жр^(Ж'^,и;)|| ^ А ^ гп ^х < е. 

Для того чтобы построить функции Ш2, •.. ,Шт-\, воспользуемся следу­
ющей оценкой. 

Лемма 1.4. Пусть функция / принадлежит 1У^{Ш^,ю), где 1 < р < сю, 
Е Лр, производные 0 ° ' — О, О ^ \ос\ т - к — \ некоторого к, О ^ 

к ^ т — I , и точка х принадлежит компакту К. Тогда для любого п Е N имеет 
место неравенство 

\\/\Ьр{Вп{х),ю)\\^ 

(1.5) 
Используя неравенство (1.5), разбиваем Е^ па два множества. На первом 

выполнено (1.4) , а на другом В п ( / ) ведет себя так же, как 2~"'^"^~*^^5п,(V^7^-^ь/)• 
На первом множестве построение аналогично построению 0*0, и можно предпо­
ложить, ч т о 

МЛ 
Л т ^ Л < ос (1.6) 

п - о с 2 - " ( ' ^ - * ) 5 „ ( Д ^ * \д\) 
выполнено всюду на Е^ • Тогда справедлива следующая 

Теорема 1.4. Пусть К — компакт и С^_^.^р(К] = О для некоторого к, 
О ^ А; < т - 1. Предположим, что функция / принадлежит пространству 
\У^(Ж^,'ш), 1 < р < оо, 1̂ ; Е Ар, я / удовлетворяет (1.6) всюду на К. Тогда 
для любого е > о й подходящей окрестности V множества К найдется функция 
ш Е С^(У) такая, что 0 ^ а ; ^ 1 , а ; = 1 в окрестности К, и 

Ц/о; | 1Ф7(Е^,«;)||<5. 
Следующее утверждение относится к случаю компакта нулевой ( т , р, гю)~ 

емкости. 
Теорема 1.5. Пусть функция / принадлежит \У^(Ж^,'ш), 1 < р < ос1, 

IV Е Ар, тр ^ N и емкость С^р{К) равна нулю. Тогда для любого Е > О 
существует функция и из \У!^{Ж^, ш) такая, что 0 : ^ а ; ^ 1 , а ' = 1 в окрестности 
множества К, произведение / ( 1 — ш) принадлежит Ьоо П \Ур"'{Ж^, ю), и 

Ц/о; I УУ^{Ж'^,-ш)\\ е. 
В качестве непосредственного следствия теоремы 1.1 получаем теорему 

единственности слабого решения задачи Дирихле для весового аналога поли­
гармонического уравнения следующего вида: 

та! д"" ( , ^ д'^и ^ Е ( х ) - = 0. (1.7) 

Функция и Е У/2^{Ж^^, хю) есть слабое решение уравнения (1.7) в области С, если 

Е 
\а\=т. 

т\ 
т ] ехг...дх%^дх^^...дх%^''^''^= ^ 

для любой / Е \У'^{С,ги). 



Спектра.льный синтез в весовых пространствах Соболева 9 

Теорема 1.6. Пусть С С Ж'"̂  — ограниченная область, гу 6 Лг- Пусть 
функция и из пространства \У.р{Ш^,и)) есть слабое решение уравнения (1.7) 
в С, и 0'^и\дс = О, О ̂  |а| ̂  т — 1. Тогда и равна нулю в области С 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . ИЗ разложения пространства 

\У^{С,ги) = Ж ^ ( С , « ; ) е Я " ^ ( С , и ; ) , 

где Н^{С, ги) — подпространство 14''^(С, г*;), состоящее из слабых решений (1.7) 
о 

в с, и из теоремы 1.1 следует, что функция и принадлежит Ж2*(С,«; ) , а по 
предположению теоремы 1.6 функция гг принадлежит Н"'(С, ъи). Следовательно, 
и тождественно равна нулю в С 

§ 2. Весовое неравенство Пуанкаре 

Ключевым моментом в доказательстве теоремы о спектральном синтезе 
является неравенство Пуанкаре. В настоящем параграфе доказывается весовое 
неравенство Пуанкаре для функций из весовых пространств Соболева и весовой 
аналог теоремы вложения. 

Теорема 2.1 (обобщенное неравенство Пуанкаре). Пусть С С — о г р а ­
ниченная область, звездная относительно шара В{х,р), В{х,р) С С, 1 < р < ос, 

^ Ар. Тогда для любой функции / 6 \У^(С, ю) найдется полином 

0^|/ЗКт-1 

где (рр е Со'{В{х,р)), такой, что 

|У*( / - Р) I 1р{С, ^ сЦУ"^/ ! 1р{С, хю) 

(2.1) 

т - 1 
(2.2) 

Здесь с — постоянная, не зависящая от /. 

Для доказательства нам потребуется интегральное представление функций 
по Соболеву из [23, теорема 1.10/1]. 

Лемма 2.1. Пусть С С Ж N ограниченная область, звездная относи­
тельно шара В(хо,р), В(хо,р) сС, 1<р<ос>,и функция / принадлежит 
пространству С°°{С). Тогда для всех точек х ЕС выполнено равенство 

/х\^ 

I 
( - ) 

+ ^ 1 
г, 9) 

0"/(у)с1у, (2.3) 

где г = \у — х\, в — [у — х)/г, <р^в & С^{В(хо, 1)) , а бесконечно дифференциру­
емые функции / а допускают оценку |/а| ^ с{б1атС/р)^~^, с — постоянная, не 
зависящая от С. 

Лемма 2.1 позволяет получить весовой аналог теоремы вложения. Пусть 
хю Е Ар. Тогда вес принадлежит Лр,-классу Макенхаупта для любого р* 6 
(ро, р ] , где ро для каждого веса хю определяется однозначно (см. [25]). 
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Теорема 2.2. Пусть ро<Р*<Р<^ик^ Т У ^ Т ^ > 1 - Тогда с: суще­
ствует постоянная с = с{п, р,Ар,р^) > О такая, что для всех функций / Е С"^(В) 
выполнена оценка 

( 1 

В \

+ ( а 1 а т В ) ' 
У 

• ( 2 . 4 ) 

/ 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Воспользуемся интегральным представлением функ­
ции из леммы 2 . 1 . Достаточно доказать оценку ( 2 . 4 ) для интеграла типа по­
тенциала Рисса и первого слагаемого из ( 2 . 3 ) . 

Пусть и — и 1ти{х) = / |д._у^|А/-т — потенциал Рисса. Докажем 

неравенство 
1/р / 1 

у ^ и { 5 ) / \и\^т(1х I , 

в в 

где и принадлежит С [В] и В = В{х, г) — шар. Положим и(х) — О вне В. Пусть 
^1 = / Т^зтй^^^У п 12 = / 1^ с1у для некоторого е > 0 . 

В{х,е) Ж^\В(х,е) 
Для максимальной функции имеем оценку 

/ 
В(х,Л) 

Л/2<|г-г/|<А 
ж - у 

ДЛЯ всех л > 0 . Таким образом, мы находим, что 
оо 

^1 ^ (27)" ^^" (^ ) = т)е"'Ми{х) 
7 = 1 

для произвольной точки ж и е > 0 . 
Пусть теперь ро < Р* < Р и тр < Кр^. Применяя неравенство Гёльдера, 

получаем оценку 

{\г-у\>е} 

^ \\и\Ьр(В, и;) 

х - у 

/ 
{\х-у\^е}пВ 

х-у\-1 т{у)^-р(1у 

т-р* 

< и Ь. ( С (га-ЛГ)р р - 1 \

/ \х-у\1 р-"* с̂ у 

го ( у )1 -| . . йу 

Р * - 1 

В 

^ \и\Ьр{В,п,)\е'^^^ ̂  ги{у) 1 - " 

в 
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Таким образом, 

1ти{х)\ 1,^12^ се'''\Ми(х)\ ^'^'^^г^ 
V 

и 

в 
Положим 

Ьр{В, и;)||. 

(2.5) 

е 

и Ьр{В, г / ; ) | | ( / и ; ( у ) 1 - р . (1у) 
в 

Т о г д а из формулы (2.5) получаем 

/ 
V 

1ти(х)\ с\\и\Ьр{В, к;)||^р* 

Ми{х) 

I и}{у) ' - р Лу Ми{х) 
М-р* —ртл 

(2.6) 

в 
Воспользовавшись неравенством (2.6), оценим норму функции 1ти{х) в 
1кр{В, хп): 

( м ^ / \^гп^и\''^ЫхУ'' ^\\и\Ьр{В,п1)\\^(^1 и^{у)г^ Лу 

в в 

(р, - 1 ) т . 

X { \Ми{у)\'уо{у)Лу\

в 

^ \\и\1р{В, хп)\\\^1 т{у)г^йу^ и,{В)-^, 

в 
здесь к — 7Ур*/(7Ур» — рта). Так как гл Е Ар^, т о 

/ 1 Л . „ _™ . . . . . \ , / 1 
- I \Кт*^^П''^<1^У^ ^ / |V"^/(у)^Му)с^у 

в в 

V 

X гю{у)Лу(^- и={у)^йуУ | ( Л х а т Я ) ' " 

в в 

^с{<^1ашВг(-^ I \^^1{у)\^п^{у)(1у\ (2.7) 
\^{В) ] } в 

Кроме того , из оценки (2.5) получаем непрерывность оператора с ядром 
Рисса из Ьр{В, гю) в Ьр{В, ги). Положим е = с11ашЯ и / 6 Ьр{В, уо). Тогда 

I \Кга* 1\^и)(1х^с{б:1ахпВ)'^^ ^ \М!{у)\^гю{у)йу 

в в 

+ ( а1атЯ ) "^Р- '^Р*|1 /1^р(й , ш)1|Р(̂ У Ц У ) ^ ^ У У Ц В ) 

^ с{т){^1ашВ)^^\\!\Ьр{В, г1))\\^. 
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Теперь получим оценку для первого слагаемого из (2.3). Пусть 

и{х) = ( с 1 1 а т Я ) - ^ 
V с И а т Я / в 

/ У 
<Иат В \1{у)Лу. 

где X Е В. Т о г д а модуль функции и не превосходит величины 

с(а1атЯ)'"^ 
V 

в 
) 

р 

Таким образом, 

^ \и\''Р1и(1хУ^ с{а{атВ)-^\\/\1р{В, 'ш{у)^с1у] " и){В)'^, 

в в 

следовательно. 

гю{В) 
\

и  
1  

в  

/ \ ^ 1 ю с 1 х  

в  

что вместе с неравенством (2.7) дает требуемую оценку (2.4). 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О Т Е О Р Е М Ы 2 . 1 . Для того чтобы установить неравенс!-

во (2.2) , воспользуемся интегральным представлением (2.3) и непрерывностью 
интегрального оператора с ядром \х — у ] * ^ - * - ^ в Ьр{С,гп). Тогда для всех к, 
О ^ А- < ш, мы получаем неравенство 

I Ьр{0,хп)\\ с (||У- / I Ьр{С,пЩ + II / I 1 р (Я(жо,р) ,и . )| (2.8) 

Из интегрального представления (2.3) для функций в шаре В{хо,р) выте­
кает оценка 

I I / - Р I Ьр{В{хо,р),уи)\\ с Ц У - / I 1р{С,т)\\, 

где 

Р{х)= Т. I МУЖУ)^У^ ^Р0^С^{В{хо,р)). 

Заменяя в (2.8) / на / — Р , получаем требуемое неравенство (2.2) для глад­
ких функций. Общий случай получается от сюда предельным переходом (см. 
замечание 2.2). 

Как мы отмечали ранее, в решении проблемы спектрального синтеза важ­
ную роль играют оценки типа неравенства Пуанкаре в окрестности компакта 
е С С для функций из пространств И^^(Ж''^, г;;), обращающихся в нуль на е 
вместе со своими производными порядка меньшего т. В невесовом случае ука­
занные неравенства получены в [8, 23]. 

Теорема 2.3. Пусть е — замкнутое подмножество куба 8 число из 
интервала ( 0 , 1 ) , 1 < р < оо, ги Е Ар. Тогда для всех функций из множества 

I / е С ((3̂ ) : / д , = - ^ т г Т / / г ^ ^ О удовлетворяет у 
I Щ^с^) ] 

сповию 

/ ( х ) ^ Ы (/ 
Ял 

II/ I Ер{Я<1, при всех X 6 е 
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справедливо неравенство 

/ 1 Г , У^''^ 
\щ^<1) ] ) 

где ^ с(1 — 6) ^ и к из теоремы 2.2. 
Для доказательства теоремы нам потребуется 

1/р 

(2.9) 

Лемма 2.2. Пусть е — компакт в 1 < р < о о , г у € А р . Существует 
такая постоянная с, что 

с-'Ср{е,Я2ч) ^ М ^ с ^ О — ) Р | | V ^ • ( 1 - / ) I ^р{^,,гV)\\Р : 

Левая оценка получается при помощи следующего утверждения (см. [26, 
теорема 1.2]). 

Лемма 2.3. Существует линейное непрерывное отображение класса Гель­
дера 

такое, что 
(1) Аь = V я а д ^ , 
(2) если (1181:(8ирр V, е) > О, т о с1181(8ирр Лч, е) > О, 
(3) для любых I — О, I , . . . ,т, 1 <р<ооиюЕАр существует постоянная 

с — с(г, р, из) такая, что верна оценка 

\\V\АV I 1р{Я2с1,и))\\ с||У'^ I 1р{д^,'ш)\\. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О Л Е М М Ы 2.2. Пусть (р = А{1 - /). Обозначим через г/ 
функцию из С^{^2с^), равную единице в окрестности куба ^с^ и \^*г}\ сс^"' 
на ^2с^• Т о г д а по определению емкости с^р и условию 3 леммы 2.3 получаем 
неравенство 

Я2^ •'•"^ Я2Ч 

Ял 

Докажем оценку справа. Рассмотрим функцию допустимую для емкости 
^тр{^тЯ2л)- Тогда , используя весовое неравенство Пуанкаре для функций из 
пространства С^°(^2с^) (см. [17, лемма 2.11]), получаем 

т тп 

3^0 

Теперь минимизируем левую часть этого неравенства на множестве функций 
{ф Е С°°{Я^), • 0 ^ 1 на е } , а правую — на множестве допустимых функций для 
емкости с'^р(е,Я2а) и тем самым завершаем доказательство леммы 2.2. 
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ДокАЗАТТСЛЬСТВо Т Е О Р Е М Ы 2.3. Пусть 

N 

Я<1 

1 л 

Рассмотрим функцию (р = (1 — N ^/)/{I — 6), <р ^ I па е. Используя результат 
леммы 2.2, получаем оценку 

(1 - < ^ Г с - р ( е , д 2 . ) ^ с^^с /О '— )Р||У^(1 - У У - 7 ) I 1р{Я^,г^)\ (2.10) 

Перепишем (2.10) в более удобном виде: 

/ 
с 

V 

~ / /• га „ 

( 1 - , 5 ) Р 7 У Р С р ( е , д 2 й ) ^ с Ы - ' " Р / \]Ч-/\Рю(1х + ^2с1^^-^'^Р / | У ^ Г г « ^ а ; V 

Предположим, ч т о / д ^ ^ 0. Тогда 

- / д * I ^^р(^с<,«')|| = \\N I ^р(д<^,гя)|| - I Ьр{Ял,гп) 

= I I / I Ьр{Яй, ~ \\|^^ I Ьр{Ял, гю)\\ I I / - / (3, I ^р(д<^, ад) 

Из предыдупдего неравенства и неравенства Пуанкаре для гладких функций 
(см., например, [26, теорема 3.3]) вытекает, ч т о 

||Л̂  - / I Ьр{Ял. ^)\\ \\N - / д , I 1р{Ял, Уо)\\ !|/д, - / I Ьр{Яа, уо)\\ 

^ 2||/ - / д , I 1 р ( д ^ , ^ с̂ || V / I Ьр{Ял, м,)\\. 

Т о г д а 

Ял 
т . 

^ с ^ ( / ( ^ - ' " > / \Ч'!\^и}(1х. (2.11) 

Ял 

Так как с^р{е,Я2а) = с - ^ ( е , д 2 й ) с / ( ' " - ^ > / ^ ' ^ У , го из (2.11) и тео-

ремы 2.2 получаем соотношение (2.9). 

С л е д с т в и е 2.1. Пусть е — замкнутое подмножество куба 1 < р < оо, 
гю Е Ар ик из теоремы 2.2. Тогда для всех функций / Е С°°{Я^), обращающихся 
в нуль на е, имеет место неравенство 

/ 1 

V 

\/кр 

Ял 

1т ( 1 

/ 1 1/р 

ч 1/р-

(2.12) 
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Д о к л з л т Е Л Ь С Т В О . Пусть Р ( / ) = ^ / ^р{у)!{у)^у — мно-

гочлен (2.1) из обобщенного неравенства Пуанкаре для куба д<̂ . Положим 

Ял 

Так как при |/?| > О все функции (р^ ортогональны функции, тождественно 
равной единице (см. [23, теорема 1.1.10/1]), т о 

^(/)| ^ ей 1 -ЛГ ад-^ ) ||V/|^р((3<^,г/)) (2.13) 

Ял 

Достаточно доказать (2.12) в предположении 

сгцу/1 Ьр(д,,ад)|к <^||/1/.р((3<^,т/;) 
где 8 = 6{М,р,т,1ю) — малая постоянная, так как в противном случае для 
функции / верно неравенство Пуанкаре. Рассмотрим функцию г; = / — 5 ' ( / ) . 
Па множестве е она удовлетворяет неравенству 

Ял 

( 

I 
Ял 

1р{Яа., и)) 

Пусть для определенности ^ 0. Применяя к функции V теорему 2.3, полу­
чаем 

т 
С ^^•'>||у^\;1Ьр(д^,ад) 

Из последней оценки, теоремы 2.1 и равенства (2.3) находим 
|| / -ЭД|Ьр(д , ,ад) 

с%р{е,Я2<1)^^^ 

/т—Х 

1 ^ 

= 1 
т—Х у-

^2 ^^" ' -^•^^||м(у"^/) I Ьр(да,ш)\\Р 

Ял Ял 

\ 
V " ^ / | ^ р ( ^ , , г ^ О ^ ^ 

( [ ^ У 
/ ^ ) 

Ял Ял 

< -
свГ^ 

^ " / ( Ь р ( д , , и ; ) | Г , 

где М — максимальная функция. Теперь, чтобы заверщить доказательство, 
достаточно к полученному соотношению применить оценку (2.13) и теорему 2.2. 
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Следствие 2.2. Пусть е — замкнутое подмножество куба I < р < оо, 
IV е Ар и к из теоремы 2.2. Тогда для всех функций / Е С°°(Я^), обращающихся 
в нуль на е вместе со своими производными до порядка I — 1 включительно, 
I ^ т, имеет место неравенство 

1 

/ 
Ял 

( 1 

\р 

1/р-

Ял 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . По следствию 2.1 имеем 

УЯл 

(2.14) 

\\^^/\1р{д,,ьзж'^, (2.15) 

где ^ = О,. .., к — I . Кроме того , из леммы 2.2 получаем для ^ = О,. . . , А; — 1 

О т с ю д а и из формул (2.12) и (2.15) вытекает оценка 

+ - 1 2 ^ 

(1^^\\^'ПЬр{Я,,гп)\\Р+-
ё'^-к + 1,р(^,Я2ч) 

V"'/|^р(д^,1^;)^^ 

Применяя теорему 2.2 к последнему неравенству, получаем оценку (2.14). 
З А М Е Ч А Н И Е 2 . 1 . Пусть в следствии 2.2 / = т. Тогда неравенство (2.14) 

преобразуется к виду 

Ял 

1/кр ( 1 / л 1/Р у \Я'^^\Рг^^в.x\ (2.16) 

З А М Е Ч А Н И Е 2.2. Рассмотрим теперь функцию / Е И^р"'(]1^, и;). В силу 
свойств пространств Соболева существует последовательность { / п } функций 
из С°° таких, что Игп Л ° / п = ( т - |а1, р, г1|)-квазивсюду, 0^|с^ ^ А ; - 1 , и 

равномерно вне множества произвольно малой ( т — |с̂ |, р, г1;)-емкости. Применяя 
результаты этого параграфах функциям и переходя к пределу, получаем, что 
теорема 2 .1 , лемма 2 .1 , теоремы 2.2 и 2.3, лемма 2.2, следствия 2.1 и 2.2, заме­
чание 2.1 справедливы для функций из пространства И^^(Ж^, и;) с указанными 
в этих утверждениях свойствами. 
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§ 3. Аппроксимация на компактных 
всюду го)-плотных множествах 

Теорема 3.1. Пусть К С.Ж^ — компакт, ( 1 , р, УОУЛЛОТНЫЙ в каждой своей 
, ги), где 1<р<ооиюЕАр. Предположим, что О"/\к — О точА-е, / е\У^( 

для всех а, О ^ а ^ т — 1. Для любого числа 6 > О и некоторой окрестности V 
компакта К найдется функция и Е С о ° ( У ) такая, что 0 ^ и ; ^ 1 , и; = 1 в 

< 6. окрестности компакта К и ш/\ го) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . В условиях теоремы для каждых точки х Е К и шара 
Вп = Вп{х) получаем 

ги^'р^ I \ оо. (3.1) ^2\2-^'^~'^СГр{КПВп(х))и 

Построим функцию ш е С°° таким образом, чтобы функция ш{х) равнялась 
единице в окрестности компакта К и норма и/\ была мала. Тогда 
подходящее усреднение произведения / ( 1 - а;) будет функцией из пространства 
С°°, которая обращается в нуль в окрестности компакта К и аппроксимирует 
функцию / . 

Разложим пространство Ж''̂  стандартным образом на сетки М „ , состоящие 
из кубов {Яп(}, {п,г) Е где — куб со стороной длины 2"*^ для любохо 
г Е N . Для произвольного куба положим 

Xп^ = I^2<''-^^С^р^Еп^п^)(^ 
Х Р - Ь р-1 (3.2) 

где куб - АЯ такое концентрическое увеличение куба ^п^, что если 
пересекает компакт К и куб Яп{, соседний с ^ п О (т . е. ( ^ щ ' С 3<5по), то для 

некоторой точки хо Е К (1 С^пО имеем 

В{хо,2~'')сгЯпоСЯпг. 
Применяя замечание 2.1 и формулу (3.2) к функции 1 ) " / , |о!| = т - к, прина.ц-
лежащей пространству Шр{Ш^,и}), для куба получим неравенство 

I \У'^-Ч{у)\'^з{у)с1у^А\'-^2-^'^ I \^^1{у)\'из{у)Лу. (3.3) 

Используя оценки (3.1) и (3.2), построим функцию ш так , чтобы ее про­
изводные соответствовали множителю А„7^ ^ (3.3). Возможность построения 
такой функции дает следующая 

Лемма 3.1. Пусть функция / и множество К такие же, как в теореме 3 .1. 
Тогда существует функция ш Е , обладающая следующими свойствами: 

(а) а;(ж) = О вне некоторой малой окрестности V компакта К; 
(Ъ) ш{х) = 1 в окрестности компакта К; 
(с) О ̂  и;{х) ^ 1; 

((1) для каждой точки х существует куб Яп1^ содержащий х и такой, что 

1 У ^ а ; ( г Ж ЛЛп.-2"*, А ; = : 1 , 2 , . . . ; (3.4) 
(е) существует постоянная А, зависящая только от N и такая, что для 

любой точки X 
0 0 

Е Е ^ - ^ ( ^ ' «Зт) ^ л , (3.5) 
п-1 

где сумма берется только по тем индексам г, для которых Х^ш не равна тожде­
ственно нулю в 
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Будем считать , что лемма установлена. Тогда доказательство теоремы 3.1 
сводится к оценке нормы 

1/р 

Первое слагаемое не превосходит / \/(у)\Ргл(у)(1у и, следовательно, произвольно 
V 

мало. 

Для оценки второго слагаемого требуется оценить интеграл 

I \^^ш\Р\^"'-''/\Рхпау для А; = о , . . . , т . 

Разложим М''^ на непересекающиеся множества У Я'^- так, что (3.4) 

выполнено для каждой точки х из куба (5^,. Т о г д а по неравенствам (3.3) и (3.4) 
для к = 1, 2, . . . , т имеем 

[ \'^'и{у)\Р\\/"^-'Пу)\''Му)с1у= ^ / \V''и^^у)\Р\V^''пу)\Рп^{у)(^у 

< л Е ' ^пг'^^'' / \'^'^~'пу)\'Ну)<^у 

Л„,- I \Ч^/{у)\Ри;{у)(1у, 

(п,ЛбК 

здесь означает суммирование только по тем Яш, Для которых Чш не равна 
нулю на кубе Ят- Следовательно, в силу оценки 3.5 сумма ограничена, хотя 
компакт К покрывается бесконечным числом кубов Яп{: ("•, О € Н, 

Е ' ^пг I |У- / (2 / )Г^(2 / ) (1у 

= / I Е ' ^ - ^ ( 2 / ' ^ т ) } | ^ " / ( у ) Г г / ; ( у ) с / у ^ л / | У - / ( у ) Г и ; ( у ) с/у, 

где окрестность V' Э V мала, если множество V мало. 
При к = О получаем 

I \иЧ'^/{у)\Рп>{у)ёу< I |У- / (у )Ги ; (у ) с^у . 
1 ^ V 

Пусть |о;| = т — 1, а функция 1 ) " / ( х ) равна нулю почти всюду на К. Так 
как функция абсолютно непрерывна на почти всех прямых, ее обобщен­
ные производные почти всюду совпадают с обычными и по теореме Фубини 
У ' ^ Д ж ) = О на X (см. [27]). 

Таким образом, интеграл ^ | У ' ^ / ( у ) | Р г у ( у ) (1у не превосходит 6, если окрест-

ность V достаточно мала. Теорема 3.1 доказана. 
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О Л Е М М Ы 3 . 1 . Пусть хо е К и {Япо}^-о, Япо € М^, 
последовательность замкнутых кубов, содержащих точку Хо, причем если го ^ 
дЯпо для некоторого п, т о без переобозначений рассматриваем последователь­
ность {3(Зпо}^=:0- Положим = т 1 п { А п г , Япг С 3(Зпо}- В силу (3.2) и (3.1) 

ОС 

^ л^ = оо . Определим величину л^т, = т а х { Л„4- ; С Зд„о}- Если С Зд„о 

И (3,г+1,^ С 3(5п+1,о, ТО С Яш- й з нсравенства (2.8) вытекает оценка 
Г Г Г , . . \ 

/ , 
/ 

В(хо,'2р) В(хо,р) В(хо,2р) 

где постоянная А зависит о т константы из .4р-условия на вес и). Для определен­
ных выше кубов справедливо неравенство 

Лп,: ^ для некоторого М = М{М,т,р, А^) > 0. (3-6) 

Поскольку эта оценка справедлива для всех кубов Яп{ С ЪЯпа и Яп+\,] С 
3(5п + 1,01 т о имеет место неравенство ^ М~-^Ап+1. Пусть 

Л; ,2" = т а х { А ^ ^ 2 " ' : Ят, Э Ят}-

Положим Рп{х) ~ т п 1 { А п г 2 " ; х 6 /̂2<ЗпЛ- Таким образом, Рп(ж) ^ Апг2 для ка-

ждого X Е •^/2Яп{- Следовательно, если <р О имеет носитель в шаре 5 ( 0 , 2~"""^) 
и 9?(х)(^2; = 1, т о 

{Рп *'р)(х) ^ Хг^Х т^хЕ^ЬЯт. (3.7) 

Мы обозначим через Си объединение кубов Я 
п{ таких, что 

\пг > 42 М - ^ А ; + 1 _ ^ . (АО,- > О для п = 0), (3.8) 

и положим 
С'^ = {х Е Сп • сИбЦж, дОп) ^ 2 - " - ' } . (3.9) 

Определим функцию а;о, полагая 

( О для X ^ 6*0, 

' ^о ( а ; ) = < т ш { с ш5 / ро(^) Д Л Я х € С'о. 

где инфимум берется по всем путям 7, соедршяющим границу дС^ с точкой х. 
Легко видеть, что |Ус<;о(а )̂| ̂  Рй{'^)-

Пусть носитель неотрицательной функции ^р, с/? Е С°^, содержится в еди­
ничном шаре и при этом / (р{х)(1х — 1. Положим ^п{х) — ^Р'^^р{Т^х), тогда 
^ 'Ргг^\х)(1х = / 2'^^(р{Т^х)<1х = 1 и свертка (рт * ! ^ т + 1 * • • • * У'т+К^) имеет 

носитель в шаре 5 (0 ,2 " ' " '^^ ) для любого I. 
Положим шо(а^) — * ^Р'А{^)- Как следует из неравенства (3.7), модуль 

|У;1;'о * 9̂ 4 • • • * >Р1{х)\ Аог- ДЛЯ X Е Яог, I € N . 

Кроме того , для каждого к 

\Ч^{ио *<р^-- •* 1р1){х)\ |Уи;о * *^Р4 - • •* (Р1{х)\ ЛАо,-

для X Е ^ог' И для любого /, причем постоянная А зависит только от к. 
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Предположим теперь, ч т о Шгп и Шгп = * ^ ' т+з определены для т = 
1 , 2 , . . . , га — 1 . Определим Шп следующим образом: 

{ ип-\{х) д л я х ^ С ; , 

т т | 1 , 1 п Г |ы „ _ 1 ( у )+ / тахрк{1)Щ\\, 

где инфимум берется по всем у Е и для всех 7 ( х , у ) , соединяющих точки х 
и у. Положим = а;„ * V'п+з• Кроме того , предположим для <^п-1 выполнение 
следующих свойств: 

пусть т ^ га - 1 и С С т , тогда для любого ж Е Ятг \ и С"; ) , 

У а ; „ _ 1 + у'п+з • • • * У'п+Кз^)! ^ '^ш.-2'" Для всех /, 

У * а ; „ _ 1 * у?„+з • • • * ^п+1{х)\ Л;!;„-2'"*^ для всех /, 

(ЗЛО) 

(3 -11) 

где А зависит только о т к. 
Проверим, имеет ли те же свойства и)п. Пусть <5„1- С 0 „ . Па имеем 

\/и1п{х) ^ шахрт{х), и вне С'^ справедливо равенство Vа^„(x) = Чшп-1{х). 
тп<.п 

Следовательно, если (̂ т^ С От и ж Е (Зтг" \ и С';) для всех т ^ п, то 

оценки (ЗЛО) и ( З Л 1 ) выполняются и для Шп- Таким образом, из (3 .7 ) и (3 .10 ) 
для X Е Яп( нетрудно получить неравенства 

Чип * <Рп+4 • • • * 'Рп+1{х)\ А * - 2 " , 

* <рп+4 ^Рп+М\ |Vа;п * V * " V п + з * ^ п + 4 • • • * <Рп+1{х) 

^ А ; , 2 " | У * - 1 ^ п + з * ^ п + 4 • • • * <Рп+1{х)\ Л А ; , 2 " * . 

Установим неравенство ( 3 . 4 ) . Действительно, если х ^ Сп, то х ^ С^, и в 
силу ( 3 . 9 ) с118к(х, дС'п) ^ 2 " " " ^ . Следовательно, 

Шп{х) = Ы п _ 1 * ^ ' п +з (г ) , Ч^ип{х) - Ч^!йп-\ ^ п + з ( 2 ; ) , 

и соответствующие свойства функции Шп вытекают из (3 .10 ) и (3 .11 ) 

Теперь <3шг' С От, х Е (Эт^ \ и Оу]. Согласно (3.8) имеем соотноще-

ние \'7''шп{х)\ Л М А ^ , 2 " ' ' ' для всех п ^ т . Тем самым неравенство (3 .4 ) 
установлено. 

Покажем, ч т о и)п{х) = 1 в окрестности компакта К, если п достаточно 
велико. Рассмотрим последовательность кубов {Япо}^-о, содержащих точку 
Хо Е к. Пусть { А п ^ 2 " ' ' } ^ о — возрастающая последовательность максимумов 
и з { А „ 2 " } - о , т . е. 

Т о г д а 

А п 2 " < А „ ^ 2 " % п<п^, 

А „ 2 ' ^ < А „ „ 2 " ^ п^^п<п^, 

1пХ- <К.^,Т^'^'. 

"•1̂  + 1 — 1 оо 
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Таким образом, имеем неравенство 
оо оо 

П=0 1У = 0 

О т с ю д а вытекает расходимость ряда, стояшего справа. Поэтому из (3.6) полу-

чаем, ч т о Л „ ^ _ 1 - эо. Более того , из (3.6) следует, что 3(Зп„-1,о С С п „ - ] • 

Действительно, ^ ^~^Хп^ ввиду (3.6) и 

для всех г таких, ч т о (5^г^-1,^ С ^Яп^~1,о- Таким образом, справедлива оценка 
> У2М~^Л*^_^ для индексов г из условия (3.8) (в том числе для г = 0). 

Итак, У 2 ^ п „ - 1 , о С Так как ЗС^пО С 2 д „ _ 1 _ о , т о расстояние от ЗС^п ,̂о 
до дС'п^^1 не меньше 2 " " ' ' " ^ Т о г д а для х 6 З^п^.о и у 6 дС^^-х 

I шахр,{1)\<И\ 2 - " - 1 А „ ^ 2 - ^ = ) ^ ^ _ , ; 

если точка х принадлежит Зд„^,о, т о значение интеграла не меньше величины 
^ 4 Л п , - 1 - Поэтому если Шп^-2(х) > I в З^п^.о, т о ш„_^_1(а;) ^ Ь + 7 4 А п , - ] в 
3<Эп ,̂о и свертка * ^з^^+з * • • • * удовлетворяет такому же неравен­
ству, если только Ь+ ^/4X^^-1 ^ 1- Проводя аналогичные построения для боль­
ших номеров получаем, чтоа;„^_^^_] ^ ^ + 7 4 А п , - 1 + У 4 А „ , + , _ 1 . 

оо 

и так далее. Очевидно, что расходимость ряда 53 Ап - 1 обеспечивает нера-
1/ = 0 

I 

венство Ь + ^ Ап^,-1 ^ ^ ДЛЯ некоторых ^ и /, тем самым установлено, что 

им{х!) = 1 в окрестности точки Хо Е К для достаточно большого числа М. 
Ввиду компактности К имеем шм{х) = 1 и в окрестности множества К. 

Итак, положим ш = Шп для достаточно большого п. Понятно, что , начиная 
построение с сетки Мп^ вместо Мо , можно получить и с носителем в произ­
вольно малой окрестности компакта К. 

Докажем свойство (е) леммы 3.1 . Пусть х — произвольная точка из Ж''̂  и 
Хо — точка из К, ближайшая к х, и пусть хо € Япо, 'г = 0 , 1 , . . . Точка х принад­
лежит конечному набору С „ , т . е. существует число 7У(х) = ТУ — наибольший 
из индексов п, возникающих в сумме (3.5). 

Предположим, что х 6 Япг- Для каждого п существует только та­
ких кубов, где у1̂ V зависит только от размерности пространства Ж^, так что 
!Сх(а^| Ят) ^ Ам. Более того , если Хп{ > О, то Яш С\ ф 0, так что Япг С 

АЯпо для некоторого А. Следовательно, Хпг ^ АХп-по ДЛЯ некоторого по, так 
как Хг,-по тах{Лп-пи,и <Эп-по,» С 3(5„_„о,о} , ч т о означает ^ХпгХ{^, Яп{) ^ 

Л А п - П о ^ /У ^ АХп-по-
с другой стороны, 

Е ^ Е ^ Е ^ " - 1 ^ ^'^(^о) = А. 

Итак, независимо о т точки х сумма (3.5) ограничена. Лемма 3.1 доказана. 
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§ 4. Аппроксимация на компактах с нулевой емкостью 
В этом пара1 'рафе будем предполагать, как и прежде, что вес т принадле­

жит Лр-классу Макенхаупта. 

Теорема 4.1. Пусть / е \У^{Ж^., V^), I < р < оо, и П°'!\к ^ для всех а. 
О ^\а\<^ к, где к, \ ^ т — 1 , —некоторое число. Предположим, что компакт 
К С Ж''̂  имеет нулевую (1,р, ги)-емкость и К является ( ш — к+1,р, 1и)-плотным 
в точке X. Тогда для шара Вп = Я (ж, 2"'"'') справедливо или 

или 

где постоянная А не зависит от / , компал'та К и точки х. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Так как (1,/?, г4;)-емкость компакта К равна нулю, то 

оценка (2.16) не может б ы т ь использована, и мы рассмотрим неравенство Пу­
анкаре (2.14) 

( (^ — птпп [\7т-с\

Т о г д а или 

В „ ( / ) ^ Л 2 - " " ^ С - . + г р ( ^ ? п П / ^ , Вп-.гГ'^^Вп{Ч"^Г) (4.3) 

для всех достаточно больших п, или 

ЯпДЛ ^ Л 2 - " • * В „ . ( V V ) (4.4) 

для некоторой бесконечной подпоследовательности щ —* оо. 
Действительно, если имеет место (4.3), т о (4.1) следует непосредственно из 

определения {т — к-\- 1, р, ш)-плотносги множества К в точке х. 
Предположим теперь, что (4.1) не выполняется, но тогда не выполняется и 

оценка (4.3) , так как это противоречит ( т — к -г 1,р, и;)-плотности компакта К 
в точке X . Следовательно, справедливо соотношение (4.4). Так как (4.1) не 
выполнено, т о 

И т 2--^Вп(Ч^Г)/Вп{1)^0, 
п—•оо 

ч т о В силу интегрального представления (2.3) влечет 

И т 2 - " - В „ ( У ' " / ) / В „ + , ( / ) = 0 

для любого фиксированного положительного целого г. 
Пусть По выбрано настолько большим, что 

2_(п-г)т^^_д^га^) ^ ^^^^^^ 

Д Л Я всех п ^ По, г и е будут выбраны позднее. 
Пусть « 1 > По гакое, ч т о выполнено неравенство (4.4). Тогда по лемме 2.1 

ВпАЛ ^А2-^''^'>'ВпЛЯт-Iс * I V " ' / ! ) . (4.6) 

Теорема будет доказана, если мы установим, что (4.6) справедливо для всех и, 
По ^ и ^щ. 
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Мы будем доказывать (4.6) индукцией по и. Итак, соотношение (4.6) верно 
для и = П1. Предположим, что (4.6) доказано для По < п ^ ^ П 1 , нужно 
получить (4.6) для и = п — \

Обозначим [У"* / ! = д. Заметим, что оценка (4.5) включает 

(4.-

если е и г подобраны должным образом. 
Предположим, что неравенство (4.7) доказано. Используя интегральное 

представление (2.3) , получаем 

У \Ч''~^/\Рт(х)йх ^ А2-'^Р I{Кт~к*\д\УМх)с1х 

+ .4 2''(*-^'> У \Г{х)\Рю(х)(1х. 

Таким образом, 

^ Л ^ - - ' / ) ^ . 4 ( 2 ^ ( * - ^ Ч + 1 ( / ) + 2-^'^В,{Кт-к*9)). 

Тогда , применяя неравенство (4.6) для и + I , п ^ 1^ + 1 ^ П1, получаем оценку 

5 Л ^ ^ - - ' 7 ) ^ А2-^'^В,{Кт-к*9) (4.8) 

для всех г/, п — 1 ^ ^ ' ^ П 1 . 
Докажем соотношение (4.6) для и = п — \. Рассмотрим тождество 

5 п - 1 ( V * = - V ) - В п , ( V ^ - V ) + Е Ж ^ * - ^ ) - й , + 1 ( У ^ - 7 ) . (4.9) 
1'~П— 1 

По теореме 2 .2 для функций Н из пространства и А; = 1 нетрудно 
установить неравенство 

В,(к) - В,^1{Н) ^ Л 2 - ' ' В Л V / ^ ) . 

Используя эту оценку и неравенство (4.8) , для суммы из тождества (4.9) полу­
чаем 

П 1 - 1 

Е 5 . ( V ^ - V ) - В . 4 - ^ ( V * - 7 ) ^ Е 2 - ' ' 5 , ( У * / ) 
1/ — П — Х 

2-''В,{Ет-к*д). 
и=п—\ 

Таким образом, в силу (4.7) 

П 1 - 1 

Вп.^{V'--^^)^А2--^'Вп,{Нт-к*9)+ Е 2 - ' ' Я Л Д т - ^ * 5 ) 
1/-=П—\ 

^ Л ^ 2-'В,{Кгп~к-д)^АВп-1{Кт-к*9) Е ^ " ' ( 2 ) 

^ Л 2 - ( " - 1 ) Я „ _ 1 ( Д ^ _ , * 5 ) Е ( 1 ) ^ Л 2 - ^ " - ^ ) 5 „ _ 1 ( Д ^ _ , * ^ ) . 
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Аналогично предыдущим неравенствам устанавливается оценка 

и—п — 1 

П 1 - 1 

^ Вп,{4^-'!) + А ^2 2 - ^ Я Л У ^ - 7 ) 
1 '=П — 1 

" 1 1 1 /^\1'-{п-1) 

^ Л 2 - 2 ( - - 1 ) я „ _ 1 ( 7 г ^ _ , * д ) 

и т . д. Таким образом, 

Я , _ 1 ( / ) ^ Л 2 - * ^ ' ^ - ^ ) Я . _ 1 ( Я ^ _ , * ^ ) , 

что и доказывает (4.6). Осталось установить неравенство (4.7). 
Для некоторого положительного целого г 

{и){В^) ] ) 

{ыв7)1 I 

1/р 

1Р ^ ^/Р 

Нп1-к{х - у)9{у}йу п){х)йх\ 

В^ Вг^-г 

и}(В 

1/р 

Рассмотрим интеграл 

у Кт-к{х-у)д{у)<1у<: I * - V - 1 I д^^у^^у^^ 
о В(х,%) 

^ 2-{и-г-1){т-к) дУ'ш[х)в.х 

Вц-т-Х 

\'ш{В^-г-\) 
1 

-|гV^у)с^уу(^ги(у)^<^У^ " ^ А2-^^-'-'^^^-'^^В^^г-Лэ)-

В силу оценки (4.5) 2 - ( ' ^ - ' - 1 К ' " - * ) Я ^ _ , _ 1 ( у ) ^ б:2("- '-1)*=ЯЛ/) ^ Л е 2 ' ' * Я Л / ) , 
а так как имеет место неравенство В1,(/) ^ А2'~'^'^В;^{Ят-к * 9) Для всех и, 
гг ̂  ^ П], т о 

/ 1 
\и){В,) 

Кт-к{х - У)9{у) йу 

Ви В^-.г 

N 1/р 

1и{х)(1х^ ^АеВу{Кт-к*9). 

Выбирая г достаточно больщим, получаем, что 

Кт-к{у)1Кт-к{у- ^ 1 + 6 



Спектральный синтез в весовых пространствах Соболева 25 

для X Е Вп, у Е В^_^ независимо о т п ^ г , тогда 

/ 1 
У ^ К,г,.-к(х - у)д{у) йу ги{х)йх 

в^ 

1 + г 
1-€\т{В 

У Кт-к(,у)9{у) (^У 

Р \/р 
'ш{х)Нх ] 

В . 1 В1 

Так как 

В,_г{Пт-к * д) + А2-^"-''-'^В,_г-1{9) 

мЬл) I I / ^->^(^-УЫУ)^У 
в^ 

•ш{х)с1х 
1/р 

т о мы получаем следующую оценку: 

В^{Кт^к *9) ^ АеВ„{Н,т-к * 5) + ~^{В^-1{Кт-к *9) + АеВг,(Кт-к * д)), 

1 + е 
и тем самым 

В^(Кт~к *д) ^ -В,_1{Кгг,,-к*д) ^ ^/2В,^,{Кт-к*9), 1 - ^ ( 1 -2А) 

если е ^ 1 / ( 5 + бЛ) . Таким образом, теорема 4.1 доказана. 

Теорема 4.2. Пусть К —компакт и С^_1^ р{К) — О, где А;, 1 ^ ^ т — 1 , — 
некоторое число. Пусть / Е \У^{Ж^,и>), О"/\к — О для всех а, О ^ |а| к, и 
функция / удовлетворяет (4.2) всюду на К. Тогда для любого Е > О и некоторой 
окрестности V компакта К существует функция ш Е Со°[У) такая, что О <^ и ^ 

< Е. 1, и равна единице в окрестности компакта К и и)/\Е , ад) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть К — компакт из Ж^. По лемме Уитни дополне­
ние К"^ является объединением кубов Я с непересекающимися внутренностями 
таких, ч т о каждый куб Я принадлежит некоторой сетке М „ и для этого куба 
выполнена оценка 

а 1 а т д ^ с1181((5, К) ^ 4(11ат(5. 

Кубы такого покрытия множества К'^ будем называть кубами Уитни относи­
тельно К. 

Построим множества Ст, связанные с разбиением Уитни относительно К, 
следующим образом. Пусть О = Ж''̂  \ 0.^ = {х Е О, р(ж, 5 0 ) ^ ё]. Т о ­
гда положим С _ 1 = 0 , Со = 0,\/-2, • • •, Ст — ^ Л, \ 1 , • • • Определим еще 
множества 

= { X , р{х, II) ^ 6], От ^ ^ ^ - ^ \ • • • 

Положим 

где ш — обычное ядро усреднения, 8^ — 1/(2'"+'*). Таким образом, функция 
'Ргп{^) представляет собой усреднение характеристической функции множества 
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Ст П и^"^ с радиусом усреднения 6т- Из свойств средних функций (см. [1]) 
следует, ч т о 

1) 'РтИ Е С - ( Ж ^ ) ; 
2) | Л ^ т ( х ) | ^с2 ' "1*1 ; 
3) 8ирр1^т с Ст-} У С т , и С т + 1; 
4) О ̂  <рт(х) ^ 1, 9?т(х) = 1 для Ж е С т П {/; 

оо 

5) 1 ^ Е ^т{х) ^2 для X еПГ) I I . 

Пусть к I , положим 

Е^ = {хе к, ВМ) ^ N 2-''^Вп{Кт-к * 1̂ 1) для всех п ^ N]. 

Т о г д а множество замкнуто, поскольку Вп(/) и Вп{Кт-к * \9\) непрерывны 
оо 

по X. По предположению теоремы и из (4.2) следует, что К = У й'л' для 
Л ' = М 

некоторого М. 
Сначала выберем М настолько большим, что V — 2"''^^-окрестность К, 

и предположим, ч т о Ем = К. 
Пусть {Я} — покрытие Уитни множества К'^ и Я = АЯ — подходящее 

концентрическое увеличение куба Я такое, что Я содержит шар В с центром на 
множестве К, причем Я содержится в шаре В. Обозначим центр куба Р через 

Так как С'^_^ р(/С) = О, т о выберем 6 > О к окрестность II множества К 
так, ч т о 

С^_1^р([/) < А5Р т и содержится в 2~^^"'"^''-окрестности множества К. 

Рассмотрим неубывающую функцию 

Я Е С ° ° ( Е ) , Я ( < ) = | ^ 

и О ̂  Я ( . < ) ^ 1. 
Определим функцию 

1 

О для < ^ 1/2, 
для * ^ 1, 

для X Е к, 
'^^"'^ ^ Н о ( ^ ^Рт{х)) для X Е К'. 

Таким образом, и)(х) = 1 на окрестности II множества К. Так как II содержится 
в 2-*^^"*"^)-окрестности компакта А', то еирро; содержится в 2~^-окрестности К. 

Оценим норму И^^(]К.^, -и!) . Пусть Я — куб Уитни, где Чи не равно 
тождественно нулю. 

Рассмотрим случай О ^ ^ ^ А;. Так как оценка (4.2) выполнена для не­
которого шара Я , центр которого принадлежит множеству К и такого, что Я 
содержится в В, а В содержится в 2~^-окрестности компакта К, т о по нера­
венству (4.8) 

I \Ч^/\Рги{х) йх ^ / ( д ) ( * - ^ ' ) Р У {Ят-к * IУ'" /|)Ри;(х) йх. 

Я Я 

Оценим потенциал Рисса по неравенству (2.5) при е — 

(4.10) 

1{Кт.к*\^^1\Ухп{х)йх^А1{Я)^'^-^> I \Ч'^Жш{х)<1х. (4.11) 

Я 
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Используя оценки (4.10) и (4.11), получаем 

^ {^^-^^{^{^/{Ргюйх У"\Ч'^/\Ри)йх. 

Окончательно имеем опенку 

Ч'^'^и\Р\Ч^/\Рт(1х ^ А у /{Х)\Ри:{х) йх ^ А\\/\\У^{Ж^, т) 

Для случая А; + 1 ^ ^ ^ т — 1 положим ( т - ^ ) / ( ш - к) — в. По лемме Хедберга 
для почти всех х 6 Ж^' /\ А(МдУ~^(Нт-к * \9\У• Тогда по формуле (4.11) 
и неравенству Гельдера 

^ Л / ( д ) ^ ^ — ) Р И {Мдугх)йх\ {Ят-к * дГ^ ёх 

Я я 

у 
I* 

^ / ( д ) ( - ' - " ^ ) Р / ( д ) ( " ^ - ' ^ ) Р ^ I дРт йх^ (̂ У {МдУьз йх^ 

Я Я 

Применяя неравенство Гельдера для суммы, приходим к соотношениям 

У'^-^и;|^|У^7]Рг1; и х ^ А I \9{х)\Р1и{х) (1х ^ А ||/| РГ; '^(1^, ад) 

Пусть ^ = т . Тогда 

У \ш\Р\\/'^!\Ри)(1х^ У |У'"/|Радс/з:. 

Таким образом, норма Цо;/! И'^^(]й.^, ад)|| равномерно ограничена незави­
симо о т 8. С другой стороны, по построению и(х)/(х) —̂  О при 8 О и х Е К'^. 
Т о г д а существует последовательность { а ; п } , п —> оо, такая, что Шп1 сходятся 
к нулю слабо в ТГ'^(Ж''^, ад), и по теореме Мазура последовательность средних 
арифметических сходится в \У^^{Ж^, ад) к нулю сильно, что и завершает первую 
часть доказательства. 

Пусть теперь компакт К удовлетворяет условиям теоремы. Тогда К — 
со 

и Ь'^', где - компакт. Пусть е > О, е < У2\\1\ ю)\\, им — 
функция, построенная в первой части доказательства, 8ирра;,;\ С V', О ^ им ^ 
1, им — 1 на окрестности множества Ё'̂ у и 

/а ;л^|И7(Е^' ,ад)|| < г / 2 . 

Положим / м = / ( 1 - а ; м ) , так ч т о | | / - / м | И^р"'(Ж^, ад)|| < е /2 . 
Пусть X Е Ем + \.- Тогда для каждого ^ „ (а ; ) , п'^ М -\- \, имеем 

ВпЦм) ^ ВМ) + 1У2-^'Вп{Ят-к * \9\), 
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и, следовательно, по (4.10) для 1 < ^ ^ А; верно 

Вп(У'1м) ^ Л 2 " ^ ' В , ( 7 м ) + Л ( М + 1)2-" (* ' -^)Я„(Дт- ]Ь * \9м\) 

^ А(М + 1)2-"(*-^") {Вп{Кт-к * \д\) + Вп(Кт-к * \9м\)} • 

Аналогично первой части доказательства, используя т о т факт, что 

^р"'(М^,ад)|| ^ 2 ||/| РУ-(Ж^,и;)||, 

построим функцию и)м^-1 такую, что О ^ шм+1 ^ 1 и и!м+\ 1 на окрестности 
1/м+1 множества Ем+1, причем норма / - / м | ^^^(Ж^, и;) не превосходит 
е / 2 ^ Положим / м + 1 = / м ( 1 - (^м+г), так ч т о ||/м - / м + 1 1 %"* (Ж^, и̂ )|| < 
е/2^ и / м + 1 = О на Я м ^^м+г- Продолжая построение по индукции, получим 
функцию /лг такую, что 

м-м 
,и>)\\<е ^2 2 - ^ 

п = 1 

/л ' равняется нулю на [] 11п, (^^п ̂  Еп- Так как К — компакт, то функция 
п=М 

/дг равна нулю и в окрестности К, если N достаточно велико. Функция ш = 
(1 — (1 — им)... (1 — шдг)) удовлетворяет всем условиям теоремы. 

§ 5. Аппроксимация на произвольных 
замкнутых множествах 

Изложение этого параграфа основано на схеме работы [9 . 

Теорема 5.1. Пусть К — компакт, / 6 , ш), 1 < р < сю, и; € Лр, 
О ^ А; ^ т - 1, П°'/\к = О для всех а, О ^ \а\ к. Предположим, что / 
удовлетворяет (4.1) всюду на К за исключением множества Е С К такого, 
что С^_1^р(Е) = О, и при к ^ I / удовлетворяет свойству (4.2) всюду на Е. 
Тогда для некоторой окрестности V множества К и любого е > О сугцествует 
функция ш 6 С^{У) такая, что 0 : ^ с ^ ^ 1 , а ; = 1 в окрестности множества К, 
и /ш\]Ур{Ш^,ги)\

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть У выбрана так, что ЛЧ'^/\Рт{х) йх < . Возь-
V 

мем М настолько большим, что V есть 2~''^-окрестность множества К. Поло­
жим Вп ' Вп{х) и 

^ П = М ^ 

. / 2 - " ' " Я „ ( V " ^ / ) ^ 

Вп{/) 
^ 1 

Предположим, что Я „ ( / ) ф О для всех п и всех х е К, так как в против­
ном случае К можно заменить на К \[х). Таким образом, предыдущая 
сумма является непрерывной функцией от х V. Е^ — компакт. Более того, 

оо 
{К \ с Так как С^_^.{Е) = О, то по лемме 3.1 существует функ-

м 
ция ш̂ у Е С^^У) такая, что сидг = 1 на 2"^-окрестности компакта , О ^ 
о; ^ 1 и ||а;л-/[ И^^(Ж^, го)|^ ^ А ^ \'Ч"^}\ы в.х. Более того , легко" видеть, что 

V 
и^ можно построить так, ч т о шм = 1 на 2"""-окрестности Еп для каждого 
п — М, М + 1, .. ., N [ш^ — по существу, возрастающая последовательность). 
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Таким образом, существует возрастающая последовательность о т к р ы т ы х мно­
жеств Г/дг, Э ЕN, такая, что ир/ = 1 на Ядг и И ^ ^ ( Е ^ , ад)|^ 

V 
оо 

Положим я — у Я д г - П силу слабой компактности пространства Соболева 
м 

существует слабо сходящаяся подпоследовательность { ( 1 — ш / у ) / } , которая схо­
дится к / о , / о = 0|я, и выполнено неравенство 

/ - / о | 1 ^ 7 ( 1 ^ , ад)||^^Ле. 

По теореме Мазура средние арифметические последовательности { ( 1 — 
сходятся по норме , ю) к функции / о - Предположим, ч т о эта последова­
тельность имеет вид { ( 1 — где О ^ а;„ ^ 1, а5„ = 1 на и г„ ^ схэ, когда 
п оо. 

Рассмотрим множество 

Е^ = {хеК\Н : Б „ ( / ) ^ ]У2- "^Яп(Я„г - ]Ь*|д|) для всех п ^ Л^}. 
оо 

Т о г д а К\Н = [^ Ем для некоторого М, К\Н — компакт и С^_^. ,,{К \) = О 

по предположению теоремы. Как и в доказательстве теоремы 4.2 для х Е Е^^ 
и всех Вп{х), п ^ N, верны неравенства 

ВпШ ^ Вп{Г) ^ N 2-^'Вп{Кт-к * \д\) 

и 

5 п ( V V о ) ^ М2-^^'-^\Вп{Кт-к * \д\) + Вп{Ят-к * |^о|)) для 1 ^ у ^ А:. 

Таким образом, как в теореме 4.2, построим функцию и' € С ^ ( У ) , О ^ о»' ^ 
1, о;' = 1 в окрестности Я ' множества К \ такую, ч т о ||/оо;'| IV. т(шN 

Ае. О т с ю д а следует, что / ' = / о (1 - и>') = О в окрестности Н\^Н' множества 
^ , и | | / - ^ 
Более того , 
К, и I I / - }'\УУ^{Ж^,хю)\\ I I / - /о|РУр'"(Ж^,и;)|| + ||/а;'| РУр"'(Ж^, ад)|| ̂  Ае. 

( 1 - ^ ' ) ( / о - / ( 1 - ^ ) ) 1 ^ Г - ( М ^ , и ; ) 

^ т а х ||1)«(1-а;')|Ьос||- /о - ^ - ^п)\\^'^(Ш''^ < Ае, 
\а\<.т 

оо 
если п достаточно велико. Так как К\Н' — компакт и К \ С [^ Я,„ , то , 

п = 1 

следовательно, функция / ( 1 — — ш') равна нулю в окрестности К, если п 
выбрано достаточно большим. Т о г д а ш = 1 — (1 — — и') удовлетворяет 
условиям теоремы. 

Теорема 5.2. Пусть / Е \У^(Ш.^,и1), 1 < р < оо, К — произвольное 
замкнутое множество и 0°'/\к = О для всех а, О ^ |о;| ^ т — 1. Тогда для 
любого е > О существует функция ш, 0 ^ и ; ^ 1 , а ; = : 1 в окрестности множества 
К, и а ) /| Шр{Ж^, ю) < е. Более того, и) может быть выбрана из С°° или так, 
что (1 - и))/ е Ьоо-

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть К — произвольное компактное множество и / — 
данная функция. Предположим, ч т о V, М, Ер/, ш^-, '^п» / о , В такие же, 
как в доказательстве теоремы 5 .1 . Обозначим Я через Яо-
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По свойству Келлога и замечанию 2 . 1 С]^д(Й' \) = 0. Теперь положим 

Е^^^ ^ {хеК\о : Я „ ( / ) ^ УУ 2-''^'^-^^Я„(Я1 * \д\) для всех п ^ N}. 

Т о г д а /?17у — компакт и С|^^(^^^1^V) = 0. Более того , по свойству Келлога и по 

геореме 4.1 при к = т - 1 имеем С^ч (к\о у ( [^ Ехг^)]^ = 0. 

Как и в доказательстве теоремы 4.2, существуют функпии иур^ € Со*^(У) 
такие, что О ^ о^хд' ^ 1 , ^^1М = 1 в окрестности Яхдг множества Еу^^, и = 

ЛГ 

/ о (1 - >^\м) • • • (1 - ^ 1 л О , так что = О на У Я ы и /о - / ш ! 
М 

, ад) < 
е / 2 . Положим Ях = \^Н^п. Как в доказательстве теоремы 4.2, последова-

м 
тельность средних /-[п сходится строго к / х , так что /1 ~ О на Я о У Я ] и 

/о — /11 И^1"'{Ж''̂ ', ад) < г / 2 . Запишем /1 = И т /о (1 - ^хп) и предположим, 
что и;1л = 1 на Н^^.-^, —* оо при п оо. 

Теперь положим 

Язлг = {ж е ^^ \о и Ях ) : Я „ ( / ) ^ 2- '^*В„(Я2 * 151) ДЛЯ всех п ^ Щ. 

Т о 1 д а С2^д{Е2м) = о для каждого Л'', Е^м — компакт и 

с^^[к\{но\^н,^[[^ Е2м)))=^. 

Построим функции и;27У Е С'о'{у) такие, что О ^ и)2м ^ 1 , ш^ы = 1 в окрестности 
Ягл' мрюжества . ^ 2 . ^ , и /ал' = / 1 ( 1 — Ш2м) • • • ( 1 - Ш2м), так что /2 = 11т / 1 ( 1 -

п.—» 0 0 
N 

и 2 п ) . Тогда /о ^ О на Я2 = У Н^п и /2 - /11 Р^7(Ж^, ад) < е /2 . 

Продолжая построение по индукции, получим такую функцию 

= И т / ^ - 2 ( 1 - « ^ т - Х . п ) , 

^тто ,ад 
т— 1 оо 

< е / 2 " ^ - 1 , / ^ _ 1 = О н а у И,, Н, = у Я,уу. 

где Я<;дг — соответствующая окрестность множества 

/ т - 1 - / ш - 2 И ,̂ 

^ь/у = | х Е А- \У Н^^ : Я „ ( / ) ^ . ^ 2 - " ^ ' " - ^ ) Я „ ( Я / , * \д\) для всех /г ^ Л^|. 
о 

Т о г д а С-Дх \) = О и X \/ 

зом. существует функция Шгп Е С о ° ( У ) такая, что = 1 в окрестности Иг 

компакт. Таким обра-

т - 1 
множества 1 ( ^ \ ( у Я^) и /т =̂  ( 1 — ^т)1т-\т неравенству 

| / т - / т - 1 | И 7 ' ' ( Ж ^ , а д ) ! | < е / 2 ' " . Отсюда следует, ч т о ||Л„-/|Жр"^(Ж^,ад)|| < е 
т 

И / т равно нулю на объединении У Я^-, которое, в свою очередь, является окрест-
0 

ностью множества К. 
Итак, 

И т ||/т-1 - ( 1 - ^ т - г , п ) / т - 2 ! % " ^ ( 1 ^ , ад)|| = 0. 
п—.оо 
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О т с ю д а следует, что 

~ (1 - а ; т ~ 1 , п ) / т - 2 | Ж 
^ т а х ЦО'^а -ит)\Ьс 

Последнее выражение стремится к нулю при п ^ оо. Более того, в силу ком­

пактности верно у\.—Шт){^ — <^т-1,п) О В окрестности множества Х \ У НЛ, 

если п достаточно велико. Возвращаясь шаг за шагом, мы получим, ч т о суще­
с т в у ю т функции ^к,п1^) к — 0 , 1 , . . ., ш ~ 1, такие, что о; 1 — (1 — !1;о,по)(^ — 
их^т) . . . ( 1 — '*^т-1,п^_1)(1 — о^т) равна единице в окрестности множества К 
и Щ^{Ж^,и))\ е. Итак, мы доказали теорему 5.1 . за исключением по­
следнего утверждения {С^р{К) — О), которое сформулируем отдельно. 

Теорема 5.3 (невесовой случай см., например, [28]). Пусть компакт К из 
функция / принадлежит И^^(Е^ ,и ' ) , где 1 < р < оо, тр < N, т е Ар 

и Ст^р{К) = 0. Тогда для любого Е > О существует функция и> из пространства 
\У^(Ж''^,ги) такая, что 0 : ^ а ; : ^ 1 , а ; = : 1 в некоторой окрестности компакта К, 

(1 - и)/ принадлежит 1 о о ( Е ^ ) П ^ / ^ ( Е ^ , гп) и норма ||/а/| % ' " ( 1 ^ , и;)|| не пре­
восходит е. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Функция / из пространства ^^^^{Ж^,^) представима 
в виде потенциала Рисса 

/{х) = 1т9{х) = I 
9(У) 

х - у \N-т <1у, 

где плотность д{у) принадлежит весовому пространству Ьр{Ж.^,гю). 
Построим функцию и). Пусть Л > 0. Множество Г̂ д = {ж : /,7115̂ 1 > 1/^) 

о т к р ы т о . Выберем открытое множество е, содержащее К, с емкостью С ^ р (е ) < 
ДР, пусть функция ^д]е = 1 И Сли'^\ = О- Функцию Д/ш|^?| обозначим через 
Фл- Таким образом, Фд больше единицы на Од и Стр{^х) < А^. Положим 
а;л = Я(Фл + а ) , где Я из С°° (М) , и 

Я (0 = 0 для * ^ 1/2, 
1 для I ^ 1, 

О ^ Н{1) ^ 1 , П{1) 1 наОл = ^\^е. Т о г д а \ { 1 - ш х ) Ц х ) \ Л " ^ следовательно, 
( 1 — и)х)/(х) принадлежит пространству Ь о о ( Е ^ ) . 

Так как (||/] Ьр{Ж^, ю)\\ ||Х7"̂ /| Ьр{Ш^, ги)\\) является эквивалентной нор-
^,го) (см., например, [17]), т о для доказательства теоремы доста­

точно оценить ||и;л/| Ьр(Ж.^, из)\\ норму ||У"'(а;л/)( ^^р(1.^, ю)\\, равную 
мой в 

Е 
1=0 

У^шл(к)|Р|У'^--'7(х)|Рад(ш)(^а;. 

При Л О функция ш\я к нулю для почти всех х, и так как 
О ^ СОЛ ^ 1, т о 

|1а;л/|Ьр(Ж^,и;)|| ̂  О при Л 0 . 

Рассмотрим у \Ч^их{х)]Р\Ч^~^/{х)\Рт{х) йх для произвольного ^, О ^ ] ^ т. 
При ^ — О оценка аналогична предыдущему случаю, поэтому будем предпола­
гать ^ ^ 1 • 
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Так как Ч^ш\{х) обращается в нуль на Од, Для оценки У " •'/(х) на Г2д 
воспользуемся леммой 1.1. Для почти всех ж Е ^д имеем 

I V — > / ( ж ) | ^ Л/,|5|(г) ^ Л(М5 (х))1- -^/ ' " ( /^|5|(ж)у/ -

^ Л ( М у ( х ) ) ^ Л 

Для ^ < т на Г2д получаем аналогичную оценку 

|У^Фл(а:)| = \ХЧ^{1т\9\{х))\ АXIт-^\9\{x) 

^АХ(Мд{х)У^'^{1т\9\(х)у-^^"' ^ А{Мд{х)у1^Х^1^. 

Теперь легко оценить Н офд(а;)|, используя равенство 

1 ) ^ ( Я о Ф л ( х ) ) 
к-1 

где сумма берется по всем наборам (/?! , . . . , 0^) таким, ч т о ^ |Д| = ] , ^ 1. 
4 = 1 

Так как Н^'^\Фх{х)) — О, где Фл(а;) > 1, т о из последних двух оценок получаем 

\0^{НоФх{х))\ Л(Мд(х))(1^^1+-+1^^1)/'"А(1^^1+-+1^^1)/'" 

^А{Мд{х)у1'^Х^1'^. 

В случае ^ = т выполнена та же самая оценка, исключая член, соответ­
ствующий А; =: 1, т . е. 

^ " ( Я о Фл(х))| ^ Л(Л1МКа^)| + |У'"Фл(х)|) ^ ЛЛ(|М5(а:)| + Ч^1т\9\{х)). 

Таким образом, для О < ^ < т имеем 

У-''а;л||У"'-^(а^)| ^ А\Мд{х) 

и 
|У"а;л||/(ж)| ^ А{\Мд{х)\ Ч'^1т\д\{ху. 

Так как в условиях теоремы Мд{х) принадлежит 1/р(Ж^, ад), а Ч^1т\9\{х) при­
надлежит пространству Ьр(Ж^, ад) по теории сингулярных интегралов (см. [25]), 
т о , следовательно, исходная норма равномерно ограничена независимо о т Л. При 
Л, стремящемся к нулю, сод О почти всюду. Таким образом, утверждение те­
оремы вытекает из слабой компактности и теоремы Мазура. 

Далее рассмотрим вопросы аппроксимации финитными функциями в ве­
совом пространстве И^^(Г2,ад), задачу аппроксимации в ^^ решениями выро­
ждающихся эллиптических уравнений и тесно связанную с ней проблему ста­
бильности в весовых пространствах Соболева. Приведем характеристики нигде 
неплотных множеств, которые являются ( т , р, ад)-стабильными, и достаточные 
условия ( т , р, ад')-стабильности множеств с непустой внутренностью. 

§ 6. О плотности финитных функций в весовых 
пространствах Соболева 

Цель настоящего параграфа — получить необходимые и достаточные усло-
0 

ВИЯ на функцию / € И'р'"(Г2,ад) для того , чтобы / € Ж^(Г^,ад). (В невесовом 
случае см. [29].) 
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Рассмотрим функцию / е 1У^{^, т ) . Положим 

/ ( ж ) = 
для X ЕО., 

для X Е^'^ 

а ^ т , продолженные нулем Предположим, что / и все ее производные I ) " / , 
вне О,, являются квазинепрерывными функциями. 

Функция д, определенная {т,р, ад)-квазивсюду в Г2, имеет квазипредел ноль 
на если для любого б > О существует открытое множество ы с р{и>) < е 
и такое, ч т о для любой точки у с 5 0 \ д(х) стремится к нулю при х у, 
X Е О Сформулированное свойство функции д обозначается символом 

( т , р, и;)-диа8111т д = О на 5 0 . 

Отметим, что если / Е И^^(0, ю) и ( т , р , г^I)-^иа8^1^т у = О на 5 0 , то / 
квазинепрерывна на К "̂̂ , и мы имеем следующий результат. 

Теорема 6.1. Предположим, что / Е Р1^^(0, и;), 1 < р < оо. Следующие 
утверждения эквивалентны: 

(1) ( ш - |о:|, р, ц^)-^иа8^1^т Т?**/ = О яа 5 0 для всех а, О ̂  |а| ^ т — 1; 
(2) / Е ^ ' " ( К ^ , п)) и 1 > « / = для всех а, О ̂  | а К га. 

З А М Е Ч А Н И Е . Импликацию (2) (1) следует понимать так: пусть В' Е 
И^^^(К'^, ад), обозначим через / сужение /^[п Е 1^у^(0,ад). Если / удовлетво­
ряет (2) , т о выполнено условие (1) . 

Следствие 6.1. Если / Е И^^(0, ад), вес ад Е Лр, 1 < р < оо, т о условие (1) 
о 

выполнено тогда и только тогда , когда / Е {^ '^ (0 , ад). В частности, для т = I 

(3) / Е ^^^(0 , ад) {1 ,р , ад)-диа81Ит / = 0 на 5 0 . 

Д о к . 4 3 А Т Е Л Ь С Т В О . Сначала установим соотношение (3) . Схема т а же са­
мая, что и в доказательстве теоремы спектрального синтеза при т — 1, 1 < р < 
оо и ад ЕЕ 1 (см., например, [11]). 

Достаточно показать импликацию < = , так как обратное утверждение три­
виально. Выберем е > О, и пусть и>, С]^р(а;) < е, — соответствующее исключи­
тельное множество такое, что / непрерывна на 0\а; и имеет нулевой предел, как 
только X Е 0\и; стремится к у Е 5 0 \ ы . Тогда найдем функцию (ре Е \Ур{К^, IV) 
с [ \Ч(ре\Ри) (1х < е такую, что О ^ ^ 1 всюду и (ре = 1 на и. 

Мы можем предположить, ч т о О ^ / ^ М < ос . Для 5 > О рассмотрим 
функцию /•' =Гб = ( / - < ^ ) + е И/ ; (0 ,ад ) . Тогда Е ^ Е,^^ = Г{1-^Ре) Е 1^;(0,ад) 

о 
и Е имеет компактный носитель в О, так что Е Е И^р(0, ад). 

По предположению ^ре —> О по мере. Таким образом, неравенство 

||У(/'^е)| ̂ р ( 0 , ад)|| ̂  М\\Ч'р,\ ю)\\ 1|V5.V/| ^ р ( 0 , ад)|| 

показывает, что /'<уРе О в 11/^(0, ад) при г —̂  0. Следовательно, сначала 
выбирая е, а затем ё, сходящимися к нулю, мы получаем, что 

О 

В 14'р(0,ад), и (3) выполнено. 
Вернемся к общему случаю. Пусть т > 1 и выполнено (1) . Докажем, что 

условие (2) справедливо в этом случае. Легко видеть, что если ^ > 1, т о С]^р(-) ^ 
АС^^р{-) (см. доказательство леммы 2.2). Таким образом, {^,р,•^V)-^па8^[ппд = О 
на 5 0 , если {^, р , у^)-^\1а8[\^шд = О на 5 0 . Следовательно, так же, как и в случае 
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при т = 1, приходим к выводу, что О"/ 6 Н^р(0, ад) для всех мультииндексов 
а , О ^ |о;| ^ т — 1. 

Выберем последовательность функций фп Е С ^ ( 0 ) такую, что 

0. 
п—юо 

Для г = 1, 2 , . . . , Л'' и для некоторого (р Е Со°(К-'^) рассмотрим 

= И т ( ^ - У Д - ^ п ^ ^ = -1 Ог/<р = - У ( Д / ) > , 

таким образом, Д / = ( Д / ) ~ почти всюду. Очевидно, что 

Д 1 ? , / = Д [ ( Д / ) 1 = ( Д Д / ) ~ , 

и, следовательно, по индукции получаем, что Л**/ = (Л° ' / )~почти всюду для 
всех мультииндексов а, |о;| ^ т . Итак, мы показали, что / имеет обобщенные 
производные до порядка |а| = т включительно, принадлежащие ^р(К.^,ад), 
следовательно, / е 147"^(К''^, ад). По предположению все функции ( 1 ) " / ) ~ п р и 
всех а, О ^ |а;| ^ гп — 1, квазинепрерывны, и в силу единс! венности квазине­
прерывного представителя для всех |а| ^ т — 1 имеем I ) " / = (1^" / )~ , что и 
требовалось установить в (2) . 

Следствие 6.1 вытекает из теоремы о спектральном синтезе. 
Рассмотрим ( т , р , ад)-тонконепрерывные функции [28]. Функция д называ­

ется (т,р, и))-тонконепрерывно'й в точке х, если для произвольного е > О 
множество 

{у: \д{х) - д{у)\ е} 
( т , р, ад)-разреженное в точке х. В этой топологии функция д имеет конечный 
предел А в точке ^ 

( т , р, ад)-Гте И т д{х) - Л, 

если множество {х : \д(х) — Х\ Е} ( т . р, ад)-разреженно в точке ^ для любого 
г > 0. 

В работе [30] установлено, ч т о свойства функции быть ( т , р, ад)-квазинепре-
рывной и (ш, р, ад)-тонконепрерывной ( т , р, ад)-квазивсюду эквивалентны. Та ­
ким образом, имеет место следующая 

Теорема 6.2. Пусть / Е И^^(0,ад), 1 < р < оо, и вес т Е Лр. Тогда 
следующие утверждения эквивалентны: 

(4) (т — |о;|,р,ад)-йпе И ш ! ) ' * / = О квазивсюду на 5 0 , для всех мультиин­
дексов а , О ^ |о;| ^ т — 1; 

(5) (т — о;|,р,?'^)-^иа8^ И т Х ) " / = О на дО, для всех мультииндексов а, 
О ^ |с1 ^ т п - 1; 

(6) / 6 РУр'"(К^,ад) и О"/ = {О''/Удля всех мультииндексов а, О ^ 
о:] ^ т ; 

( 7 ) / € Ж ^ ( 0 , а д ) . 
Приведенные результаты позволяют обобщить теорему 1.6 следующим об­

разом. 

Теорема 6.3. Пусть С С К,^ — ограниченная область, аде Аг- Пусть 
функция и из пространства У7^(С, ад) есть слабое решение уравнения (1.7) в С 
и [т — |а|, 2, ад)-^иа8^ \\тО°'и = О яа дС для всех мультииндексов а , О ^ [а] ^ 
т — 1. Тогда и равна нулю в области С. 
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§ 7. Аппроксимация в Ьд слабыми решениями 
вырождающихся эллиптических уравнений 

и проблема ( т , р, гу)-стабильности 
Рассмотрим вырождающееся полигармоническое уравнение 

Р{х,П)и{х) = 

которое имеет фундаментальное рещение д{х, у). Э т о можно установить мето­
дом работы [31]. Пусть оператор Р ( х , О) определен в области О, С К.''^. Пусть 
еще а.' С О — открытое множество, обозначим через ^(и^ю) пространство 
обобщенных функций и, определенных в и и удовлетворяюпшх в области ш од­
нородному уравнению Р{х, О)и(х) — О в слабом смысле, т . е. для любой функции 

о 
(р Е 1У'^((м,уи) справедливо равенство 

Если К — компактное подмножество Г2, т о через ^У\К, хю) обозначим множе­
ство обобщенных функций, определенных и удовлетворяющих в окрестности К 
уравнению (7.2) . Определим 

.Л{к\уо) ^ 2 ( ^ ^ , ад) п ^ ( ^ ^ ^ ад) 

как множество функций и Е Ь2{К,и)), удовлетворяющих (7.2) внутри К. Если 
Л' С О — компакт, тогда очевидно, что {К, ад) С ^ ( А ' , ад). 

В настоящем параграфе мы обсудим условия на компакт К, при которых 
множество решений (7.2) в окрестности К плотно в ^^^{К, ад) в норме 12{К, ад) 
(невесовой случай см. в [4]) . 

Кроме того , в этом параграфе установлено, ч т о задача аппроксимации в Ь2 
эквивалентна проблеме (та, 2, ад)-стабильности и не зависит о т дифференциаль­
ного оператора Р{х, О) и открытого множества Г2, на котором он определен. 

Напомним, что множество К называется (т,р,тл})-стабильньш, если про­

странство С^{К°) плотно в Ш^{К,ги). 
Теперь мы можем сформулировать основной результат. 
Теорема 7.1. Пусть Р{х,0) — вырождающийся эллиптический оператор 

порядка 2 т , определенный соотношением (7.1) в области О. Тогда если К С 
О — компакт, то следующие утверждения эквивалентны: 

(1) ..Г{К,ю) плотно ^'2(К, и)); 

(2) С^{К'') плотно в ^Т{К,ш); 
(3) Со°°(К-^ \ плотно"в \К'>,ги); 

(4) (м, / ) = О для всех и Е \К\УО) И функций / Е \У'^{К, ад). 
Положим 

А2{К, ад) =^ { / : / /ад Е Ь2{К, ад), ( / , и) = О для всех и Е ^Г{К, ад)). 

Для доказательства теоремы 7.1 потребуется следующая 

Лемма 7.1, Пусть К С ^ — компакт, тогда отображение 

Р*{х,П): Й^^(Х,ад) -Л 2 (^< : ,ад ) 

биективно. 
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . ЕСЛИ функция г' принадлежит Й^2^(7<', т), т о для любой 
функции и Е -^^{К, ю) необходимо доказать равенство 

Для любой и Е ^ (К, ю) существует открытая окрестность {/и множества 
К такая, ч т о 

о ^ 0 

для любой функции г; Е \'У2^{Ц'и,'ш). Таким образом, если V Е РУ2*(/<', ад), то 
о 

зцрру С К С (/и, ^, следовательно, V Е УУ^(1/ц, ад). Получаем равенство 

О 

ДЛЯ любой функции V Е И-^2^(А', ад). 
о 

Итак, мы установили, что отображение Р*{х,0): ад) —̂  А2(К,ш) 
взаимно-однозначно. Покажем, что это есть отображение « н а » . 

Пусть / Е А2{К, ад). Рассмотрим функцию / = / д{х, у)}{у) йу. Тогда / — 
к 

обобщенное рещение уравнения 

р * ( x , ^ ) / = р ( x , ^ ) / = / ( x ) . 

Действительно, для любой функции V Е Со°{К°) получаем 

I РЦх,0)!ь{х)йх= I I Р(х,П)д{х,уНх)с1х/{у)йу 

к к к 
_ о 

носитель функции / содержится в множестве К. Таким образом, / Е И^2*(Л', ад). 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О Т Е О Р Е М Ы 7 . 1 . Предположим, ч т о II и V—подпростран­

ства банахова пространства В п11 СУ. По следствию теоремы Хана - Банаха 
II плотно в У т огда и только тогда , когда каждый линейный функционал на В, 
который является аннулятором II, является также аннулятором множества У. 
(На этом заключении основано доказательство каждой части теоремы.) 

Докажем импликацию (1 ) = ^ ( 2 ) . Предположим, ч т о ^А''{К,и)) плотно 
о 

в ^4'2{К, ад), покажем, что Со^{К°) плотно в ]У2^{К, ад). Действительно, в силу 
предыдущей леммы достаточно показать, что Р''(х, 1))Со°{К°) плотно в мно­
жестве Р* (х , П)Щ^{К, ад) = А2{К, ад). 

Предположим, ч т о функция / Е Ьр{К,ги) удовлетворяет уравнению 
{^•,Р%X,^)^р) = 0 

для всех (р Е С^{К''), т о гда Р{х, О)/ = О на Следовательно, / Е - ^ ( ^ ^ , ад). 
Так как по предположению ^/Г{К, ад) плотно в <Л2{К, ад), т о существует последо­
вательность {/^} С сЖ(Х,ад) , сходящаяся к / в Ь2{К,т). Таким образом, если 
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и е А2{К, ги), т о получаем, что ( / , и) = И т (/,-, и) = О, где ( / , и) = [ / (ж)м(х ) йх. 

Другими словами, аннулятор / пространства Р*{х, 0)Со°{К'') является также 
о 

аннулятором для множества Р* (х , ^)14^2^(^<', ад) = А2(К,из). Следовательно, 
о 

пространство Со^{К°) плотно в И^2*(^С,ад). 
Покажем (2) (1) . Пусть / е Ьр{К, ад) и { / , и) = О для всех и Е •-'^{К, ад). 

Т о г д а функция / принадлежит А2(К, ад). Таким образом, в силу справедливо­
сти (2) и леммы 7.1 получаем, что существует последовательность (р^ € Со'{К°) 
такая, ч т о Р*(х, 0)(рп сходится к / в Ь2{К,ги). Тогда если и Е ^-'̂ (ЛГ, ад), то 
получаем цепочку равенств 

{/,и)= Пт{Р*{х,0)<рп,и)= И т Д)и ) = 0. 
п—юо п—«оо 

Таким образом, установлено, ч т о / является аннулятором и для .А2{К, ад), а зна­
чит , .Ж{К, ад) плотно в ад). 

Покажем эквивалентность (2) и (3) . Рассмотрим 

Ц^'^{К,т) = {ие : (и,^) = О для всех V? Е С^{К^\К)}. 

Очевидно, что С^{К^ \ плотно в 

(Й^^(7\:, ад))^ = | / Е ^""(11^,1^) : ( / , м) = О для всех и Е ад)}, 

так как 'РУ2'(А',ад) является аннулятором как для С о ° ( К ^ \ так и для 
± 

Золее того , 

= {/еЩ-'^(К^,-ш): (Г,ср)дляьсех<реС^{К')}. 

Следовательно, Со°(В.^ \ плотно в \) тогда и только то ­

гда, когда {ш^{К,ю)^ =• \°,-ш). Обратно, (Й^^(А',ад)) = 

^У2"'^(К.^ ХК^и)) т огда и только тогда , когда С^{К°) плотно в й^^{К, ад). 
Докажем (2) (4). Итак, если (2) верно, то для любой функции / Е 

о 
\У^{К,и)) существует последовательность (рп Е Со°{К°), сходящаяся к / 
в Ь2{К, ад) и такая, что для каждой функции и, принадлежащей пространству 
\У2'^{^^' \ ад), верно соотнощение 

(и,/) = И т {и,<рп) = 0. 
п-*оо 

Докажем (4) = ^ (2) . Предположим, что (2) не имеет места, тогда суще­

с т в у ю т и е Ш^'^СК^ \К°,ю) и / е ^2'(^, ^) такие, что (и, / ) ф 0. При этом 

( и , ^ ) = О для всех <р Е С^(К'') ( т . е. СТ{К°) не плотно в Ц^^{К,уи)). Тогда 
по свойству (4) и принадлежит И ' '2~'"(К^ \'','ш) и, следовательно, (и,/) — О 

для каждой функции / Е Ш^{К,и1). Тем самым доказательство теоремы 7.1 
завершено. 

ад)) . Более 
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§ 8. Необходимые и достаточные условия стабильности 
компакта К в весовом пространстве Соболева И' Р 

Приведем пример ( т , р, г/;)-стабильного множества К. Пусть К — нигде 
не плотное множество. Тогда К° = 0 и С'о'{К°) — { 0 } . По этой причине 

о о 
С'^{К°) плотно в \У^{К, ю) тогда и только тогда , когда И^^(/С, и)) — { 0 } . Та­
ким образом, если весовое пространство Соболева \УР^ вложено в пространство 

о 
непрерывных функций С, т о Ц^^^К, ю) — { 0 } , только если К° = 0 . 

Теорема 8.1. Компакт К — {т,р,ги)-ста6ильный тогда и только тогда, 
когда каждая функция / 6 \V^{В^^равная нулю на К'^, удовлетворяет 
соотношениям 0°'/\дК = О для всех а. 0 ^ | а | ^ т — 1 . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Теорема 8 . 1 вытекает из теоремы спектрального син­
теза. 

Теорема 8.2. Компакт К — {т,р,гю)-стабильный, если множество К'^ 
(к, р, ш)'Плотно (к, р, гп)-квазивсюду на дК для всех к, к = 1 , 2 , . . . . т . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Если дополнение К'^ {к,р,го)-плот1ю {к,р, г1!)-квазивсю-
ду на дК для всех к = 1 , 2 , . . . , т , т о по определению (А;, р, гс)-разреженнос-
т и множества /С^ и {К°)'^ (А;,р, гб')-разреженны в одних и тех же точках дК, 
следовательно, по определению емкости получаем, ч т о С^р(11\К) — С^р(( /\А'° ) 
для всех о т к р ы т ы х V (так как емкостной потенциал для V \ равен единице 
(к,р, 1(;)-квазивсюду на Ц \ (см., например, [ 3 0 ] ) ) . Применение теоремы 8 .3 
завершает доказательство. 

Теорема 8.3. Компакт К — ( т , р, и;)-стабильяый, если существует посто­
янная Г] > О такая, что 

С1рШ\к)^г)С1р{и\кп 

для к — \,2,... ,т и всех открытых множеств V. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть С^_р(Я \ пСкр{11 \ для всех квазиот­

к р ы т ы х множеств и, в частности для множеств вида I/ = {х : ! / ( х ) | > 0 } 
для каждой / 6 У/^. Рассмотрим функцию / , принадлежащую простран-

0 

ству \У'2'{К,гп), т . е. В°'/{х) = О яа К'^ для всех с̂ , О ^ |а| ^ ш — 1 . Тогда 
П^к,р{^ \ Ск,р(^ \ = ^ для всех к = 1 , 2 , . . . , т и, следовательно, 
0°^/{х)\ О на дК ( т — |а|,р, 1б')-квазивсюду, ч т о и требовалось установить. 

З А М Е Ч А Н И Е . К теме данной статьи следует отнести работу [ 3 2 ] , в которой 
систематически изложена теория весовых пространств Соболева. В частности, 
в этой работе исследуется спектральный синтез в весовых пространствах Собо­
лева в предположении равномерной ( 1 , р, г1))-плотности рассматриваемого ком­
пакта. Ситуация, и-зученная в работе [ 3 2 ] , с оответствует § 3 настоящей статьи. 
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