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Пусть С С — некоторая область с границей дС. В данной статье мы рас­
сматриваем задачу о следах функций из пространства Соболева И^р((?) па гра­
нице дС в следующей постановке. Пусть / ^ 1, и пусть Л'' — единичный вектор 
нормали на дС, направленный внутрь области С. Спращивается, каким усло­
виям должны удовлетворять определенные на дС функции / о , / 1 , . . . , / ( _ 1 , чтобы 
б ыть следами соответствующих производных по нормали некоторой функции Р 
из \У'{С). т . е. чтобы выполнялись равенства 

= Л , А; = 0 , 1 , . . . , / - 1 . (0.1.) 
дС 

Если граница области достаточно гладкая, т о , как известно (см., напри­
мер, [1]) , задача полностью решена. Необходимыми и достаточными условиями 
того , ч т о для функций / о , / ь • • •) / / - 1 найдется функция Р^ Е И/р(С) такая, что 
выполняются равенства (0.1) , является принадлежность функций Д соответ­
ствующим пространствам Бесова на дС. 

Если гранрща области кусочно-гладкая, т о решение задачи о следах в вы­
шеприведенной форме существенно зависит о т геометрических свойств области. 

Не претендуя на полноту, отметим здесь некоторые результаты, относя­
щиеся преимущественно к плоскому случаю. Для пространств У7^{С) описание 
следов для области с липшицевой границей следует из работы Гальярдо [2 . 
Случай области с кусочно-гладкой липшицевой границей изучался в работах 
3, 4] . В работах [5-7] рассматривалась задача о следах для областей с кусочно-

гладкой границей, имеющей пики (в вершине пика угол между гладкими участ­
ками границы равен нулю) (см. также [8] и приведенную там литературу) . 
В работе [7] получены необходимые и достаточные условия на след функции из 
\У^{С) на границе дС Следы производных по нормали в [7] не рассматривались. 

Настоящая работа продолжает исследования, начатые в [7]. Здесь мы полу­
чаем обратимую характеристику следов функций и их производных по некаса-
гельному направлению для областей в с конечным числом точек на границе, 
являющихся вершинами углов, направленными во внешносз^ь области, нуле­
выми или пет. 

§ 1. Предварительные сведения. Формулировка результатов 

Определим некоторые функциональные пространства, необходимые нам 
в дальнейшем. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Комитета РФ по образованию (грант 9 4 -
1.2 - 1 3 4 в области фундаментального естествознания). 

(с) 1996 Васильчик М . Ю . 
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Пусть далее — неотрицательная измеримая на интервале (а, 6) функция. 
Обозначим через Ьр^^{а, Ь) множество измеримых на (о, Ь) функций / таких, что 

1/р 

< ОО. 

Если к — натуральное число, т о через ^{а, Ь) обозначается класс функ­
ций / . имеющих на (а, Ь) обобщенные производные /^^^ = до порядка к 
включительно и для которых конечна величина 

к 

I ! / 

Для / , определенной на (а, 6), обозначим через А ( / , 5 ,1) разность / ( « ) — /{I) 
в том случае, если [8,1] С {а,Ь). Если же (2!; (а, 6), т о А ( / , 5 ,^) — 0. Пусть 
Р > О — нецелое число, т = [/3 

г/3 
целая часть /И, г — /3—т, и пусть 1 ^ р < ос. 

Обозначим через В'^^(а,Ь) класс функций / из 1У^^(а,Ь) таких, ч т о конечна 
величина 

1 / (1$ 
1/Р 

Если ^{1) = 1, т о пространства 1Ур_^(а,6) и В^^{а,Ь) становятся обычными 
пространствами Соболева Ш^{а,Ь) и Бесова В^[а,Ь) соответственно. 

Определим пространства на гладких кривых. Пусть Г С - - кривая, 
задаваемая параметризацией Л : ^ {х1{1), Х2{^)), а < I < Ь, Хг ^ С'([о ,6]), где 
/ — некоторое натуральное число. Пусть 8р^^ — какое-либо из пространств Ьр^^, 
1Ур^, Вр^. Будем говорить, что / Е 5'р,^(Г), если / о Л е 8р^^{а,,Ь). Полагаем 

I I / 5 р , е ( Г ) - / о А 

Введем в рассмотрение области, для которых устанавливаются основные 
результаты работы. Предполагается, ч т о на плоскости зафиксирована декар­
това прямоугольная система координат. 

Пусть С С Ж.̂  — некоторая область с границей дС, и пусть ш — некоторое 
натуральное число. Точку М Е дС будем называть т-регулярной, если суще­
ствует окрестность 0{М) точки М такая, ч т о в некоторой локальной системе 
координат Хх и Х2 с началом в М, получаемой из фиксированной в движе­
нием, часть границы дС П 0{М) имеет вид {х = {х1,Х2) : \х1\ а, Х2 — ((2:1)}, 
где а > О — некоторое число, С € С"^([а, Щ) и, кроме того , для некоторого числа 
/ I > О {ж = {хиХ2) : \хг\ а, С{ху) < Х2 < фх) + Ь} С СПО{М). Точки, 
не являющиеся ш-регулярными, называем угловыми. Будем говорить, что гра­
ница дС ограниченной области является кусочно-С"^-гладкой, если на дС су­
ществует конечное число угловых точек , М2, • • •, М]^, а все точки множества 
дС \ М2 , . .., М)^} являются ш-регулярпыми. 

Опишем теперь тип угловых точек, рассматриваемых в данной статье. Бу­
дем здесь рассматривать только вершины внешних углов. Более точно, пусть 
М Е дС — угловая точка. Существуют такие единичные взаимно ортого­
нальные векторы ё и г; и такая окрестность 0{М) точки М , ч т о все точки 
у Е 0{М) П С имеют вид 

у=М-{-1ё+8У, (1.1) 
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где для некоторого о > О 

0 < < < а , < 8 <(р2{г), (1.2) 

причем функции </71 и принадлежат С""([0, а]) и для них выполняются условия 

= « = 1 , 2 ; (1.3) 

если О < <'Р1{Ь) < 1^^2(0 при О < ^ < а, то <р>[{1) > О и 

9 , ; ( 0 < 1 / 2 ; (1.4) 

если ^р1{1) < (р2{1) < о, т о «^-(0 < о, г = 1,2, и 

1ипу,{1)>-\/2; (1.5) 

если (р = (р2 — <р1, '10 для некоторой постоянной с < оо выполняется 

0<<р'{1)^С, 0<1<а. (1.6) 

Случай Ит^ ^р'{^) = О не исключается. 

Поскольку случай V'1(^) < ^ 2 ( 0 < О сводится к случаю <Р2{^) > У'хС*) > О пе­
ременой направления вектора V на противоположное, далее мы ограничиваемся 
только случаем, когда ^р2(^) > О при О < Х 1 < а. 

Очевидно, ч т о движением можно получить такую локальную систему ко­
ординат ^1 и Х2 с началом в М, что для некоторой окрестности 0{М) точки М 
область 0{М) ГI О будет в этой системе иметь вид 

Р = {Х = {Х1,Х2) -.0 < XI < о, (р1{х1) < Х2 < < ^ 2 ( Ж 1 ) } . (1.7) 

Пусть / — некоторое натуральное число. Далее везде границу области С 
считаем кусочно-С'+^-гладкой. Пусть М 1 , М г , . . .Мк — все угловые точки на 
дС и ^^ — с'"*"'-гладкая часть границы дС, соединяющая соседние точки 
V[ I ^ ^ ^ К. Далее мы будем считать, что Мк+1 — это точка Мх, и если 
точка Му соединяет две гладкие дуги 7^-1 и 7^, т о при = 1 70 — это у к • 

На каждой кривой 7у рассмотрим единичное векторное поле = {сокшу, 
зхпшу) класса С ' такое, что если — единичный вектор внутренней нормали 
на 7_,, т о всюду на 7̂  для скалярного произведения (п^, М^) выполняется 

{^-^^,N^)^ ^о>0, 1^3^ к, (1.8) 

где Хо — некоторое фиксированное число. 
Если функция Р{х) дифференцируема достаточное число раз в окрестности 

7у, т о в точках у^ определены производные о т Р по направлению : 

= Х ^ С Г (совету ) - ( 8 Ш ^ , - ) к — т 

ъ т=0 
дх'^дх к — т 

7> 

Для того чтобы ввести нужные нам вехшчины и сформулировать основные 
результаты, необходима следующая 

Леммя 1. Пусть I — натуральное число, и пусть функции с(1), 8(1), 'Ф{'^) 
принадлежат С'([О, а]) , причем 8{1) - с{1)ф'{Ь) хо > О при О ^ ^ ^ а, где 
Х о — некоторое фиксированное число. Тогда для любой системы функций 
Со,Сь • • •>0 - 1 такоя, что (у Е С'~- '([0,а]) лря О ^ ; ^ / - 1, система обыкно­
венных дифференциальных уравнений 

( - 1 
т т к — т 
к ^' ^ 

Ф ,г-к+т 

т = 0 
V а^'"^ 

г —к — т ^ ' 
^ = 0 , 1 , . . . , / - 1 , (1.9) 
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однозначно разрешима относительно функций ао, ах,..., а;_1 и решение дастся 
равенствами 

(1.10) 

где функции Ьг{1) — Ьг(^',С) = ^г(^,Со,С1> • • - Хг) линейно зависят от наборов 
функций с = {0Уг^1 

г г-} 

; =01=0 
(1.11) 

Коэффициенты 6(г)г,; ^ '"([О, а]), причем 6(^)0,0 = 0. 
Функции Ьг можно вычислить с помощью рекуррентных соотношений 

Ьг = 
(5 - сф'У 

^0 — Со, 
т - 1 

т-)-1 
т = 1 г=:0 

(1.12) 

(1.13) 
г=1 

при О ^ г ^ / - 1, О ^ У ^ г - 1. 
Лемма 1 доказывается в § 2. Приведем здесь выражения для Ьг, когда функ­

ции с(<) = с и 8(^) = 5 постоянны и ^(1) = Ы, где ^ постоянная. Положим 
сг = 5 — А;с, т о г д а 

1 

г-О 

Пусть М-— угловая точка и пересечение некоторой окрестности 0{М) с С 
имеет вид (1.1)~(1.2). Условия (1.3)- (1.6) считаем выполненными. Пусть на 
кривых Г,- — {у ЕШ"^ : у = М + 1ё + <р1[1)1), О < I < а} заданы системы функций 

= {|^,(^^)^У^Т^^, I = 1,2, причем о Л,- € С'~^(0, а), где Л( — параметризация 
Гг. Далее мы для краткости будем писать ^̂ '(̂ )̂ ^̂ ) вместо //(г)^ о А,(^). Т о же 
относится и к другим функциям, определенным на Гг. 

Пусть Ь(^1у{1, — функции (1.11), вычисленные для с = сова;,-, 5 = вши;^, 
ф = ср^, Су = ^^'(^)^, 0 ^ У ^ / - 1 , г = 1 , 2 (см. лемму 1). Полагаем для 
О ^ г + п ^ I - \, (р = (р2 — (рг, 

п. \ - % - \ 

При га =: О пишелт просто 9!Нг- Полагаем далее 

(п-О 
• (1-14) 

г'=0 
\-\ 2 

л = мя'( 1) ' /^(2)) = Е 1 Е 1 1 ^ ( 0 ' Ь в 1-к-1/т (ГО л + ЕкУ 

(1.15) 

(1.16) 
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Рассмотрим систему окрестностей { [ / г } ^ 1 , удовлетворяющую следующим 
условиям: 

(1) д с с и иг. 
1 = 1 

(2) Если Му — угловая точка, т о Му Е (/у, 1 ^ ^ ^ Л', и окрестность С/у 
не содержит других угловых точек. 

(3) Для 1 ^ ^ ^ 7̂ ' область ^^ П С состоит из точек у = ( у ь у г ) вида (1.1) 
с 9?(у)1 и ^'0)2, удовлетворяющими условиям (1.3)-~(1.6). 

(4) Для I = К + 1 , . . . , Т все точки, принадлежащие С/у П дС, будут (/ + 1)-
регулярными. 

Теперь мы в состоянии сформулировать основные результаты работы. 

Теорема 1. Пусть Г Е И^ДС), / ^ 1, 1 < р < оо, С - - ограниченная 
область с кусочно-С''^^ -гладкой границей, Мг,..., Мк — угловые точки введен­
ного выше тина, 7у — С''*"^-глалкяе части дС, соединяющие точки Му я Му+1, 
1 ^ ^ ^ и пусть ТУу — единичные векторные поля на 7у класса С' , для 
которых выполняется (1.8). Тогда на 7 у , 1 ^ ^ ^ /С, почтя всюду в смысле 
одномерной меры Хаусдорфа определены функции 

•У} 

для которых выполняются следующие условия: 
{1)При1^3^К 

М ( 0 ^ е < ^ - ^ / Р ( 7 г П 1 ^ у ) , г = ^ - 1 , > , 

где < (̂у) = ^5{у)2 - <1^0)ь а фуякдии ^(у)1 я |)(?(у)2 — это функции (1.2) для точки 
Му, я выполняется 

Лу = Л(Д(у_1), Д(у)) ^ С1||7^!|и^-(с)- (1.17) 

(2) При{ = К+1,...,Т 

М(у)^ Е В ; - ^ - 1 / Р ( С / . - П дС), 0^к^1-1, 

если ППг ф 0, и выполняется 

Ыз)к\\в^-^'-'^^'(у^п^^) ^ '^2||^|к^(е)- (1-18) 

Постоянные и С2 в (1.17) я (1.18) зависят только от I, р и области С. 
Теорема 1 доказывается в § 4. 

Т е о р е м а 2 . Пусть область С - талая же, как в теореме 1, и пусть на глад­
ких участках границы -у^, 1 ^ ^ ^ К, определены единичные векторные поля 
Л/у класса С ' , удовлетворяющие (1.8), я системы функций ^^(^)к•. О ^ к ^ I - I , 
для которых выполнены следующие условия: 

(1) Я р я 1 ^ ^ ^ л: 

Е 5 Ц ; ; / ^ ( 7 г П [/у), т = 3 - 1 , 3 , 

Лу =Л(Д(у_1) , /2(у)) < оо. 

(2) Лря г = А ' + 1 , , . . , Т я при 17^ Пу^ ф 0 

/ / ( у ) , Е В ^ - * - ^ / ^ [ / , П 7 , - ) -
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Тогда существует функция Р Е И̂ р {О) талая, что почти всюду на , ] = 
1,2, .. .,К, в смысле 1-меры Хаусдорфа выполняется 

д'^Р 

и справедливо неравенство 
ъ 

р 

Т 1-1 
, (1.19) 

где суммирование по г распространено только на те значения г, для которых 
П 7у ф 0. Постоянная Сз зависит лишь от I, р и области С. 

Теорема 2 доказывается в § 5. 
Далее везде постоянные, зависящие только о т /, р и области С, будем обо­

значать С, Сх, С 2 , . . ., причем в различных неравенствах возможно использова­
ние одного обозначения для, вообще говоря, различных по значению констант. 

§ 2. Доказательство л е м м ы 1 

При доказательстве леммы 1 мы будем использовать некоторые комбина­
торные тождества. Приведем их в самом начале параграфа. Далее везде счи­
таем, ч т о С!^ = О, если О ^ п < т . 

Справедливы тождества 

(см. [9, с. 250]); 

(2.1) 

1 = 0 

(см. [9, с. 57]) ; 

(2.2) 

(2.3) 

(см. [9, с. 253]). В тождестве (2.3) сумма распространена на целые неотрица­
тельные г, для которых определена левая часть (2.3). 

Следующая лемма легко проверяется, приводим ее без доказательства. 

Лемма 2. Пусть Н е С°° (Ж) и (5 : Е ^ Ж — такая функция, что 6{1) — О при 
I < О и 6{1) = 1 яри ^ ^ 0. Тогда для любого натурального т можно указать т 
многочленов от т переменных оу — а у ( у 1 , . . ., у ^ ) , 1 ^ ; ^ т, степени не выше т 
таких, что для любого целого неотрицательного г будет выполняться равенство 

где а^^^) = а , ( / 1 ' , / г " , . . . , М " ^ ) ) , я 

Утверждение леммы 1 будет следовать из следующих равенств: 

1,г-к 

а к = Ь к - Е ^"-Т^Г^лу 0 ^ ^ ^ ' - 2 , щ-х-и-х, 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 
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которые мы докажем по индукции. В (2.6) Ьк — это функции (1.11). 
При к — О из первого уравнения системы (1.9) имеем 

« О = Со - Е 
г = 1 

г! 

Таким образом, полагая = Со, убеждаемся, что при к = О утверждение верно. 
Пусть равенство 

- ; = ^ - Е « ^ 7 7 ^ (2.7) 

справедливо при ̂  = 0 , 1 , — 1. Покажем, ч т о оно будет верным и при ^ = к. 
Из равенства (2.7) при ^ = 0 , 1 , . . . , А; — 1 легко выводится равенство 

с», = Д ( ц , + ( - 1 ) ' - ' Х с ; : ^ , а , - ^ ^ (2.8) 

где а^к)^ — э т о функции (1.13). Рассмотрим в системе (1.9) А;-е уравнение. 
Выделим слагаемое, соответствующее т — О, затем в остальных сумму по г 
разобьем на две: по г о т А; — т до ^ — 1 и по г о т до / — 1. После этого в сумму, 
где фигурируют с ^ ^ А; — 1, подставим выражения для аг из (2.7) и выделим 
в отдельное слагаемое сумму с функциями а в других суммах выделим 
выражения, соответствующие т= \ В результач^е получим 

к-1 
"гп „т „к~т 

С 8 Е я: 
т = 1 

+ (.. - ксф')8^-^ а , - ^ + Х: С Г с - 8 ^ - ^ { а ( - ) . 
]^к '^>- т = 2 т^к ^ 

^^^^{з-к + т)\ 

г—к+т 

]^к 

к-1 

(г - к + т ) ! 

8=0 ]=к—т 

Введем обозначения: 

к 

(2.9) 

к~\ 

Е «1 т) 
]—к-\-т 

т = 1 ]=к-т 
1^У{з-к + т)Г 

к-1 

У=А;—т 

к-1 .1Л-к-\-т 

у =А; — т 

Т о г д а (2.9) принимает вид 

Г - 1 

а = т , + (5 - ксф<)8^-' ^ " ^ - ( Т П й т + Е 
З-к '' т = 2 

,3-к 

\-1 . 

а , Л ^ , , ( 0 ) + Л ^ , , ( т ) 4 - ) . 
г = *; 

Ф 
г — к-\-т 

_ т „А; — т 
С 5 

т — 1 ч 

- + 5 ; С > ( ' " ) Л ^ , , ( 0 • (2.10) 
1 = 1 

[т - к Л- гп) 
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Рассмотрим у 4 т , г ( " ^ ) - Сделав замену индекса суммирования А; — ^ — 1 = г, 
в силу ( 2 . 1 ) имеем 

т - 1 

г=0 

Рассмотрим Ат,^^^)• Обозначив г = к+^ и сделав замену п = к—], запишем 
Лт,г{г) В виде 

А, 
^ ^ т - п Г фп+д т ( т - 0 

О т с ю д а и из ( 2 . 4 ) следует (при замене в ( 2 . 4 ) Н на ф, г на м + д, т на т — *) 

т п+д фт+д-} 

п = 1 •̂ = 1 
( т + 9 - ;•)! 

т+д — \ 

- Е ( - 1 ) " Е С ' , ^ _ , С Г - " а . + , - . ( 0 5 ( « - д - г ) 7 Г -
п = 1 х—т — п 

Меняя порядок суммирования по п и 5, о т сюда выводим 

т + д - 1 т - 1 
» = 0 

7=0 « = т — 1 

Из ( 2 . 1 ) следует, ч т о 
т - 1 

так как « — д — 1 ^ т — 2 < т — 1 . Рассмотрим сумму 

После замены з — ] — п имеем 

п = 0 

В силу ( 2 . 2 ) справедливо равенство 
ч 

т=0 

Выбирая р = т - 5 - 1 ^ 1 (так как я ^ т — 2 ) , с помощью ( 2 . 1 ) получаем 

ч 
т=0 п = 0 

т = 0 
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так как з + т- д— 1<8. Таким образом, 

Ат,к+,{1)^0. (2.12) 

Рассмотрим Ат,г{^)- Обозначим г — к = д, сделаем замену к ~ ] = г и 
используем (2.4). После этого имеем 

Сделаем замену индекса суммирования д + т — ] — п. После некоторых неслож­
ных преобразований, выделив слагаемое с 'ф^ и учтя определение функции 
получим 

Ат,к + д(0) = - ^ а ^ Т.(-^У'^и^^Г'~" 

т-1 д+т-1 

- Е ( - 1 ) ' ^ 1 + 7 Е 1уС--'-'<^ч+т-п^-В,-В,. 
3=0 п-д+1 

Рассмотрим Вх. Сделаем замену индекса суммирования ш—1—^ = г. Тогда 
из (2.3) следует 

I д т — 1 , д 

В, - ^ а ^ ( - 1 ) - ^ Е( -^) ' '^ ;+т - 1 - . -С ; = ( - 1 ) - ^ а т ^ . 

Рассмотрим В2- Вследствие (2.1) имеем 
т - 1 

7=0 

так как п — д — I ^ т — 2 < ш — 1. Отсюда следует ^2 ~ 0. Таким образом, 
учитывая (2.5), имеем 

^ т , . + , ( 0 ) = ( - 1 ) " ^ а ^ ^ = ( - ^ Г ^ -

Возвращаясь к индексу г = к + д, получаем 

^гпАО) = { - Ф ' Г - ^ ^ ^ - (2.13) 

Из (2.10)- (2.13) следует, что 

Положим 

Т о г д а 

= 7^^—1Ш- (2-14) 
(5 - сф')" 

фг-к 

г=к+1 ^ ' 
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а это — равенство (2.7) при ] = к. Следовательно, (2.6) доказано для О ̂  /к ^ 
1 — 2. Для А: = / — 1 надо провести те же рассуждения, ч т о и выше, учитывая, 
что (2.6) для А- / — 2 установлено. В результате получим 0!г_1 = Ь\-1; где 

будет иметь вид (1.12) при г = / - 1. Полагая в (2.7) А; = / — 2, получим 
о;(_2 = Ь(-2 — ФЬ}-!- Продолжая таким образом, имеем 

7 - 1 

г = 0 

или, после замены / — ^ = п, 

; -гг-1 

г = 0 

а это , как несложно заметить, искомые равенства (1.10). Лемма 1 доказана. 

§ 3. Интегральное представление для функций '\Ур{Р) 

Рассмотрим область Р (1.7). Далее везде считаем а = I . Функции ^2 
и. — (р2 — ^ 1 принадлежат С^'^^{[0,1]) и удовлетворяют условиям (1.3)- (1.6) . 

О т м е т и м вначале следующее. Используя разбиение единицы, изучение гра­
ничного поведения функций в области С можно свести к рассмотрению такового 
в окрестности каждой отдельно взятой угловой точки. При этом можно считать, 
ч т о все функции, определенные в окрестности точки и на частях границы обла­
сти, попадающих в эту окрестность, зануляются при достаточном удалении от 
этой точки. Поэтому интегральное представление для функций из И^р(Р) мы 
получим в предположении, ч т о функции обращаются в нуль при Хх > хо, где 
Хо — некоторое число из интервала (0 ,1 ) . 

Построение нужного нам интегрального представления следует схеме по­
строения подобных представлений в [ 1 , §7 ] , и довольно подробный вывод дан 
в [7] для случая (рг^хх) = 0. Поэтому здесь мы только укажем кратко, как 
можно получить требуемое представление, и отметим некоторые следствия. 

Пусть К, К, е Со°°(Ж), 
I к{г)(И^ I К1{г)сИ = 1, 
ж ж 

Рассмотрим функцию 

причем зпрр Л" С [0 ,1 ] , зпррКу С [ 1 / 2 , 1 

С1{3,Х) = П1{81,Хх)П2{82,х), 

где 

^ 1 ( 5 1 , Ж]) = 

а ' 

д8[ -1)!У к 
/ « 1 \

\^Р{Х1); (р{х1) 
*1 

0 2 ( . 2 - ) = К, 
/и2 -\- Х2 — <р{хх)\

( / - 1 ) ! 

Для е > о и для Р Е И^р(Р) положим 

Р,{Х) = I Р(х + 8)^П(^^,Х) (18, 
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где з/е - {8\1е,821е). Т о г д а при 8 € (0 ,1) 

дРе{х) 
де 

с1е. 

При ( 5 - ^ 0 стремится к Р в Ьр{Р) (см. [ 1 , § 5]) . Поэтому запишем 

1 

/

дР (х) 
~ ^ < 1 Е = Р,{Х) + К{Х). (3.1) 

Произведя в Г̂ 2 дифференцирование, имеем для Р\е представление; 

<рЦхг) Г,(Х)^^2С,1РЦ)^^^^К[ 
V ^(2^1) ) 

Интегрированием по частям перебросим в интеграле (3.2) производные по 12 
с функции Кх на функцию Р, получим 

/-1 3 ^ 

У=0 т = 0 

Ц2 - Х2У 

X К 
, [^2- <р\{^1) 

<р{хх) ) 
П,(1,-хх_,Хх)-^^. (3.3) 

Пусть И,{хх) некоторая функция, определенная на (0 ,1 ) . Записывая ^2 -
Х2 = (^2 - Нх1)) — (х2 - Нхх)), из (3.3) имеем 

1-1 
г \2 - Нхг). 

Р){Х) = 2^Ьг{Х1) . 

Здесь 

(3.4) 

12 ~ Ь,{хх) 

X Кх 

[т — г ) ! 

(12- ^рх^ххУ (11 

\ ^{х\) 
Пх{1\ XI,Хх) , (3.5) 

'^"•[хх] 

где (1гт постоянные числа. При /11 = О функции Ьг будем обозначать через 
а^. Таким образом, в этом случае 

1-1 

Р,{х) = ^2аг{хх)'^. (3.6) 
г=0 

Обозначим через Г,-, г = 1,2, части границы Р: 

Т^ = { х = ( х ь Х 2 ) : О < X I < 1, хз = ^ , ( ж 1 ) } . (3.7) 

Если N1 — { с г , 5 1 } , где с»- совшг, 5,- = ътиц — единичное векторное поле 

класса С ' , определенное на Гг, то положим С,{1)к = ^т^- Т о г д а функции аг 

из (З.б) удовлетворяют системе (1.9) , где -ф = (р{ ш в левой части равенств 
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стоят функции С(0*- Подставляя в (3.6) выражения (1.10) для аг при Ьг = 
^ - ( О г ( ^ ь С ( 0 ) , получим (г = 1,2) 

1-1 
Х2 - ^Рг{х1) 

г = 0 г! 
(3.8) 

Поскольку Р\{х) есть многочлен по Х2, из (3.4) и (3.8) при к = вытекает, что 
= Ь{г)г-

Лля слагаемого К в (3.1) имеем 

де 
(3.9) 

где 
Кх{х) 

1 

о 12 

1 

Д 2 ( х ) = у е ' - з I 0\Р{1) 

^г-^Л' г . ̂ 1 - а ? Л ^ ( ^ 2 -
е^р{хх)) 

'12-Х2\^ 

К 
е<р(х1) 

Х2 
. X \

X Кх 
/12 -Х2 , Х2 - '^1{хх) \ [Ч-Хх 

\е<р{хх) + Ох 
^97(3:1) 

Заметим, что в силу условий (1.4) и (1.5) интегрирование по < в выраже­
ниях для Рх У1 К фактически ведется по области Р (носитель представления 
содержится в Р — в терминологии [1]) . Именно с этой целью эти условия были 
введены. 

Приведем некоторые оценки, вытекающие из интегрального представления 
и того , что Ре '^У1,{Р). 

Лемма 3. Пусть Л̂ , = {сг, .<?,} — единичные векторные поля класса С', 

определенные на кривых (3.7), Са)к ~ §ф < ^(^)^{xx) - Ь(;)г(а^ь С(о) ФУ"^-

ции (1.11) яри Ск - С(()к. ф = и1Жг= Шг{х1, С(1), С(2)) ~ это функции (1.14). 
Тогда справедливы следующие оценки: 

при О ^ У ^ / — г я 

^С2 Р Щ{Р] 

(3.10) 

(3.11 

яря О ̂  ^ ^ г. Постоянные в (3.10) я (3.11) зависят только от I, р и области Р. 
Д о К А 3 . 4 Т Е Л Ь С Г В О Л Е М М Ы проводится точно так же, как и доказательство 

леммы 1 из [7 . 
З А М Е Ч А Н И Е . Ограничение на число производных функций о^, Ь(^^у{x^X{^)) 

(см. (1.10)) обусловлено только дифференцируемостью функций (рх и ^2- Если, 
например, <рг Е С ° ° (0 , 1), то а г , Ьау{х1Х{г)) ^ С'^ и (З-И) справедливо для 
всех 3 ^ 0. По нашему предположению (рх, <р2, <р = <Р2 — 'р! ^ С''^^{[0,1]). Это 
означает, ч т о все функции а^, Ь(1)г, г — 0 , 1 , . . . , / — 1, дифференцируемы / -Ь 1 
раз на ( 0 , 1 ) , а функции Шг = Шг{ххХ{1)Х(2)) — / + 1 — г раз. 
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Лемма 4. Пусть 1(^1у(х1) - ^(^у{x^X(^)) — те же функции, что и в лем­
ме 3. Тогда при г = 0,1,.. .,1 — I 

Х2 - <Р1{Х1) 

Г\ 

Лемма 4 доказывается так же, как лемма б из [7 . 

Лемма 5. Пусть К — функция из (3.9) и р(^1)к = -§^- Тогда справедливы 
следующие оценки: 

||/- 'О^Я|и ,(Р) ^ С||7̂ ||̂ у.(р) 

при р = {р1,р2), \р\ Р1 + Р2 = к ^ I; 

(3.12) 

с1х{ 
г. ^ С'11^11^у'(Р) (3.13) 

при \р,\ р,1 + р2 = к, О ^ к + 3 ^ I — 1; 

(3.14) 

при О ^ А; 4- ^ ^ / - 1 • 
Оценка (3.12) при \р\ I следует из леммы 4 и из того , что Р Е ^р{Р)-

Оценки (3.12)- (3.14) (при О ^ |//| ^ / — 1) устанавливаются теми же рассужде­
ниями, что и при доказательстве леммы 2 в [7 . 

§ 4. Доказательство теоремы 1 

Используя разбиение единицы, доказательство теоремы 1 достаточно про­
вести для окрестности одной какой-нибудь угловой точки. Более того , из опре­
деления угловой точки следует, что доказательство достаточно провести для 
области (1.7) с а = 1. 

Пусть Р € \Ур{Р). Напомним: мы считаем, ч т о 1̂ 02(2̂ 1) > О при О < Х1 < 1 
и Р{х) = О при Х]_> Х о > О, где хо Е (О, 1) — некоторое фиксированное число. 

Через N1 — {со8а!,-,81пи;,}, г = 1,2, как и выше, обозначаем заданные 
на Гг" единичные векторные поля класса С ' , удовлетворяющие условию (1.8). 
Поскольку каждая точка х = {х\,Х2) Е Г,- при О < Х 1 < 1 является С'"*"^-
регулярной, то (см., например, [1]) почти всюду на Гг (в смысле 1-меры Хаус­
дорфа) определены следы производных по направлениям ЛГ, [с^ = совы,, = 
81П Ыг-) 

дкр 

от г, 
1 - \ 

' 1 .' тп = 0 г = к-т 

1=:1,2, причем если II — такая окрестность, что начало не принадлежит II, т о 

^^^^)кеВ'р-'-'^^'^т,^^^) 

и (см. [1]) справедливы неравенства (1.18) (для 7у = Гх или Г 2 ) . 

Пусть р(̂ ))ь =г X Е Г,-. Из леммы 5 следует, что р(г-)*: € ^ V ^ - ^ - ^ { I ^ ) . 

Включение /'1')*:*'"̂ ^ ^ Вр~^^^{0,1) и соответствующие оценки для нормы 
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в Вр,1р^^^ через норму Р в \'Ур{Р) устанавливаются теми же рассуждениями, 
что и оценки (3.5) в [7]. Отсюда и из леммы 3 следует, что 

тк^К:'~'^'(^^)^ г = 1,2, А ; - 0 , 1 , . . . , / - 1, 
и справедливы оценки 

I^^< '̂')*Ч^^|>7.^"'̂ ''(Г;) ^ 

Таким образом, для завершения доказательства теоремы 1 осталось оце­
нить величину (1.15). 

Обозначим С({)к = И'({)к - Р(1)к, к = 0,1,.. .,1 - I . Из (4.1) следует, что 
*: ,г-к+т 

С(.> - 1, с, 2̂  а\. \^_1^^^у, 
т=0 г = к-тп ^ ' 

откуда вытекает (см. замечание после леммы 3), что Цг)* € С'~*^(0, 1). 
Из (3.8) имеем 

\-\ 
Х2 - >Р1{Х1)У 

г-О г! 
+ Щх), 1=1,2. (4.2) 

Из (4.2) при г = 2 получаем 
/ - 1 

Г-О 

/-1 

:2)г - Е 
( -1 1-1 

и - г ) ! 
(Ж2 - 'Р2У 

Г\ 

+ ЕЕ7 [^( 1Ь -^1^~' ' - (^2-^2) ' - + А 

3) 

При выводе последнего равенства мы учли (4.2) при г = 1 и равенство {(р = 
'^2-4^1) 

( -1 

Е Е 7 [ Ч о . ^ ^ - ч ^ 2 - = Е^(1)^ 

Из (4.3) после дифференцирования по Х2 следует 
г-1 г г ..г-к 

1-Х 
(Х2 - <Р1У 

3'-

г = )к 
г-ку 

= о, О ^ ^ / - 1. (4.4) 

Полагая в (4.4) Х2 = 932(2 1̂)- ттри О < Х ) < 1 выводим 

а я , ( х О = Х(2) . (^ьС(2)) - Е ^(1)7(^ьСа))^^_^^^^, = 0. 

Дифференцируя последнее равенство по хх ш раз, т ^ / — А; — 1, имеем 
/ - 1 

)7 
г = 0 У = /Ь 1 0 - ^ ) 4 

г=0 7=А: 
1 0 " - ^ ) Ч 

~Е^^ Е ^(1)7 

(т-г) 

= 0. 
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С учетом того , ч т о (см. (1.11)) Ь(1)к{С(1)) =.^(г)*(А'(о) - ^{%)к{рц)), отсюда сле­
дует 

( - 1 

1 = 1 

-А: тС"^-») 

+ ЭД;Ь,т(р(1),Р(2)) - А + 2 Я * , т ( р ( 1 ) , Я ( 2 ) ) . (4.5) 

Рассмотрим отдельно слагаемые в правой части. Для А имеем 

4;)/С(1)) 
( т - 1 ) 

Так как при ^ ^ / — г выполняется ^ — А; ^ т — г, т о из леммы 2 следует 

5̂ / -г -У 
( т - 0 

10' -

Таким образом, А = • (р^-'^-^^ где 1̂ 6 1р,^{0,1), и по (3.11) 

Из (1.11), (3.14) и (3.11), записав 

(4.6) 

т — 1 Л г + т - ! —1 

:=к 
1-т-1 

- Е - Е С" Е Сй.)) 
1 = 0 

}-к "^- 1 / - « • - 1 

получим 
Шк,т{Р(1)^Р(2))=Ь-<р'-'~"', 

где ^2 € Ьр,у,(0, 1) и выполняется 

2̂||р,1;) ^ ^||^||и''{Р)- (4.7) 

Из (4 .5 ) - (4 .7 ) , (1.15) и (1.16) следует оценка (1.17). Теорема 1 доказана. 

§ 5 . Доказательство теоремы 2 

Пусть = {^^^(^^)кУк'=о — системы функций, определенных на Г,-, для кото­
рых выполнены условия (1) и (2) теоремы 2. Построим функции Р\, Р2 ^ ^р(-Р) 
такие, что 

^ ^ = / ^ ( 0 * . ^ = 1.2, А: = 0 , 1 , . . . , / - 1 . (5.1) 

Функции Р\ Р2 можно построить каким-либо из известных способов. Укажем 
кратко, как это можно сделать. Рассмотрим отображения 

П, : (и, V) {и-\-у со8и ; , (и ) , 9?^(и) -Ь г; 5^пи!^(и)}, 

где {со8а ; 1 (и ) ,81па ; , (и ) } = М{ оЛ^, Л,- — параметризация и —> (и ,93 { (и)) кривой 
Г,-. Считаем, ч т о векторные поля Л̂ ,- таковы, что отображения П,- являются 
квазиизометриями. Э т о будет так, если ТУ,- являются единичными внутренними 
нормалями на Г,- по отношению к области Р. Отображения П,- будут квази­
изометриями, если для углов о;,-(и) выполняются следующие условия: и)2{'ч) — 
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возрастающая функция, аа;1(г*) возрастает при 9?! (и) > О и возрастающей функ­
ции <р-1 И Ш1{и) убывает при <Р1{и) < О и убывающей ^\ Все это легко проверить 
непосредственными вычислениями. 

Пусть = Щ^Р). Тогдаесли Р^ 6 ^ Г Д Р ) , т о [10, § 1] функции Сг = Р,-оП,-
будут принадлежать \Ур{Р*) и нормы Н^»!!^.! ^р.) ^ эквивалентны. 

При отображении П,- кривой соответствует часть оси {{и, ь ) ЕЖ.^ : V = 0} 
и выполняются равенства 

Р-
= Ра)к(и) ^ ^~оХ^{и). 

Рассмотрим область Р-', и пусть функции /̂ (г•)̂ ;̂ заданы на части границы 
дР1, соответствующей г; = 0. Функцию Е И^ДР/) можно построить, напри­
мер, как в [11, ч. 3, гл. 11]. П р и ? 1 а д л е ж н о с т ь С,- пространству \Ур{Р-') прове­
ряется аналогично тому, как это проделано при доказательстве леммы 4 в [7 . 
Таким образом, мы имеем функции Рг, Р2 € Ж р ( Р ) , для которых выполняются 
равенства (5.1) . Рассмотрим функцию 

Х2 - (Р1{Х1) 

^ ( Ж 1 ) 

У?2(3^1) - Х2 

^ ( П ) 

Функция х{х) является простой модификацией функции 

и = ( « 1 , из) 
« 1 

\ и 1 -Ь «2 (=0 

«2 

V " ! + " 2 , 

из 12, доказательство теоремы 3.2] и обладает следующими свойствами: 
Ь>5"Р>^х|г1 = О при О ^ ш +А; ^ /, >г|г, = 1, ^'^^^^>^\^, := О при 1 ^ т + А; ^ /, и 
справедлива оценка 

С 

'•Р ГП + к ' 
о < А: -Ь т < /. (5.2) 

Положим Р =г Р^ - I - х ( р 2 — Р 1 ) . Теорема будет доказана, если мы пока­
жем, что Р Е 1^'р(Р), так как для Р будут выполняться равенства (5.1). Для 
функции Р и \в\ дх + 02 ^ I имеем 

В^Р = О^Рх + ^2 с^Р>^~^>^' Р'^'СРг - Р 1 ) , 

где ^ /3 означает /̂ 1 ^ /З1 и /1/2 ^ /^2- Таким образом, ввиду (5.2) достаточно 
доказать, что при \р ^ / выполняется 

^ | ' ^ ' - ' Р » ^ ( Р 2 - Р 1 ) е Р р ( Р ) . (5.3) 

При |//| = / (5.3) вытекает из того факта, что Р 2 — Р 1 Е \'Vр{Р). Таким образом, 
(5.3) достаточно установить для случая ^ / — 1. 

Рассмотрим для Р] и Р2 интегральные представления (см. (3.6)) 

/-1 

г = 0 

Г^{x) = ^а^^у{хх)^ -н К,{х), {=1,2. 
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Положим = X е Г,-, С(,)А; = ^^^^)к - Р(г)к, О ^ к ^ I - 1, г = 1,2. 

Используя (3.8) , как и при выводе (4.3), получим 

; - 1 

Р 2 ( х ) -Рх{х) = К2{х) - Нг{х) + ^Шг{хх,С(г)Х(2)) 

Для Кх и Яг из леммы 5 имеем 

Сделаем два замечания. 
З А М Е Ч А Н И Е 1 . Из леммы 2 следует, что 

Х 2 ~ (Р2(Х1)У 

г! 
(5.4) 

(5.5) 

[Х2-Ы^1)] 
г-к 

дх\

[ Х 2 - ^ 2 ( ^ 1 ) Г - * ^ 

дх1' {г-ку 
^ С , г-к<д. 

З А М Е Ч А Н И Е 2. Как легко проверить, если \^{ху ^ 11{хх) для почти всех 
ж = (жь жз) е Р и / г е Ьр,<^(о, 1), т о е е Р р ( Р ) . 

Вернемся к равенству (5.4). Для Шг{х1) •= 971г ( ж 1 , ^(1 ) , С ( 2 ) ) имеем 

/ - 1 

Р>'̂ 5^Ш1.(жО Ж2 - (р2{х\) 

г = 0 
г! 

т 1-г-1 

г=0 г=к 
т 1-1 

• а ^ - ' [ Ж 2 - У : 2 ( Х 1 ) 

. 5 ж Г ' ( ^ - * ) ! 

г - * 

.Е^;.Е^1-'(^о|;:;'"-;!':;Г=^.+^.. (5.6) 
1 = 1 г = ( - г 1 ^ ' 

Чтобы получить оценки для 5 1 и 5 '2, докажем лемму. 

Лемма 6. При О ^ г ^ / — 1 , 0 ^ г ^ / , справедливо утверждение 
< ^ 1 / а - г - 0 д к ( ; ) ( ж ь С ( 1 ) , С ( 2 ) ) 6 Хр,^(0,1) . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . При г-\- г ^ I утверждение леммы 6 следует из (3.11). 
Пусть г 4- г ^ / - 1. Из (1.14) следует 

3 ^ ? ' ' ( ^ ь С ( 1 ) , С ( 2 ) ) = 9Л^,г • ( з ; ь / ^ (1 ) , /^ (2 ) ) " 9 П г , . ( а : 1 , / > ( 1 ) , Р ( 2 ) ) 
/ - 1 

9^' —г 

[и-гу\ 

а-п) 
• (5.7) -Е^г Е ь| ; ' ) . (хьС (1) ) 

п = 1 ; = ? -п 

По условию (1) теоремы 2 имеем (^ '•+ '~ 'ЯЯГ , | (А«(1 ) , /^ (2 ) € Рр,у,(0,1). Включение 
9з ' " + '~ 'Ш1г , ! ( р (1 ) , / ' ( 2 ) ) С ^р,'р(^1 1) следует из (1.14) и (3.14). Если записать 

^^+-'ь;;^).(хьС(1)) Ш-гу\ 

в виде 

<р^+--^^\%{xи^г))]{^'^'-'-'^ 
-г 
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т о отсюда , а также из (3.11) и леммы 2 будет следовать, ч т о и последнее сла­
гаемое в (5.7) , умноженное на 9? '"+ '" ' , будет принадлежать Хр,(^(0,1). Лемма б 
доказана. 

Для величины в (5.6) имеем 

- I 1^2 

( Г - / Х 2 ) ! 

1=0 

8 = 0 г = |А<|-г 

С ) ^ ^ - ' [ Х 2 - У ? 2 ( Х 1 ) Г - ^ -

5хГ^- ' (^--/^2)! 

Отсюда , из леммы б и замечаний 1 и 2 следует, что (р^*^^ 'Зг € Ьр{Р). 
Для 52 в (5.6) имеем 

Й1 1-1 

^ 2 ^ ь ^ , г . (г-р2у. 
1 = 1 г=Г—г 

В силу того , ч т о г — /^2 ^ — а также ввиду леммы 6 и замечаний 1 и 2 
о т с ю д а получаем 

О т с ю д а и из (5 .4) - (5 .6) следует, ч т о включения (5.3) доказаны. Тем самым 
доказана и теорема 2. 
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