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ОБ ОЦЕНКАХ ЧИСЛА ВНУТРЕННЕ УСТОЙЧИВЫХ 

ПОДМНОЖЕСТВ МНОЖЕСТВА ВЕРШИН ГРАФА 

А.Н.Мвляхов, Л.С.Берштвйн, В.М.Курейчик, В.В.Лисяк 

При техническом проектировании дискретных устройств часто 

возникают задачи,сводимые к комбинаторно-'логичвским задачам на 
графах. К ним относятся разложение графа на плоские суграфы, 

раскраска множества вершин гра^я, размещение графа на плоско -

сти, разрезание графа на макс.̂ально связные подграфы. 

Одним из возможных методов решения перечисленных задач яв

ляется анализ семейства максимальных внутренне устойчивых под

множеств (МВУП) множества вершин графа, который , к̂к известно 

[ 1 , 2 ] , во многих случаях оказывается наиболее эффективным. 

Работа посвящена исследованип метода анализа семейства 

МВУП с точки зрения его практической реализации на ЦВМ. Пока -

зывается, что семейство всех МВУП графа является избыточны11,что 

приводит к невозможности решения задач на графах достаточно 

большого порядка. В связи с этим в работе рассматривается воп

рос выделения в графе кваэиминимального по числу МВУП с е м е й с т 
ва и приводятся оценки его мощности. Анализ полученных оценок 
позволяет упростить процедуру выделения семейства МВУП и пока

тывает, что использование эт&го семейства дает возможность о п е 
рировать с графами значительно большего порядка. . 

§ I. О наибольшем возможном числе ЫВУП графа 

Пусть задан граф й = (Х,и,р) , где Х - мв01в<5Тво~вврш1гв, 
и - множество ребер, а Р -трехместный предикат, устанавлива

ющий отображение и на X . Подмножество с х % для которого 

13 



выполняется условие 'Р'ж^. е (х^,и, ж ^ ) ] , называется 

внутренне устоЛчивым. По аналогии подмножество ц/^с^Х ,для ко

торого сс^е. назовем внутренне неустойчи -

вым.Если^̂ .сй̂ )нв входит ни в какое большее подмножество,то оно 

называется максимальным внутренне устойчивым (внутренне неус -

тойчивыы) подмножеством. 

Известно [ 2 ] , что семейство '^ = [1^^\,.^б.Г^[{,2....,к\^ всех 

максимальных внутренне устойчивых подмножеств однозначно.опре

деляет исходный граф й с точностью до природы его ребер.Сле -

довательно, семейство У является способом исходного задания 

графами, как показывают исследования Зыкова А.А. [ I ] , в неко -

торых случаях этот способ может оказаться удобнее матричного . 

Однако если граф задан в матричной форме, а в связи со специ -

фикой решаемой задачи необходимо семейство ̂  , то возникает 

вопрос выделения такого семейства. 

Известны способы получения , которые используют аппарат 

булевой алгебры или непосредственно язык матриц. Например,ори-

гиналы'в способы построения V предложили Магу [ 3 ] , Уэйсман 

[ 4 ] , йльзиня [ 5 ] , Петухов [ 6 ] . 

Возникает вопрос: каковы возможности задания графа семей

ством применительно к современным ЭЦВМ? 

Воспользуемся оценками наибольшего возможного числа МВУП, 

выведенными Дж, Муном и Л.Моэером [ 7 ] , обозначив | ^ | = 6'К 

п_ 

со(0)=з^ при /7 = ЗА , 

ш(а) ^^-3^^^ при / 7 = З Х г ' / , (I) 

ш(С!)=2-3^^^ при п=ЗА:*2. 

Исследование этих оценок показывает, что на современных ЭЦВМ 

можно в общем случав решать задачи, использующие семейство ?^ 

для графов, содержащих не более 2 0 вершин. Очевидно,что оцен ̂  

ки (I) являются завышенными, так как используют один параметр-

чи̂ло вершин графа, т.е. а}(6г)=/'(/7) , . 

Предлагается модификация оценок (I),которая устанавлива -

ет зависимость со(6!) = , г ) ,гдв « -число ребер графа. 
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Назовем структуру графа, которая использовалась при выво

де ( I ) , ? . / ' - структурой, где 5 -число вершин в связной кок -

понентб, р - число связных компонент ( ^ - 5 , - у ). 

Пусть дай граф 0'(Х,и), \х\ п , \и\ г .Сохранив идею?,/?-

структуры, получим некоторую ^' ,р' - структуру, отображающую 

зависимость, со (&)=/'(п,г) . 

Рассмотрим вопрос отыскания 9 ' , для чего запишем.уравне

ние вида ^^"^2.'^^ "Ри наличии р связных компонент, 

2 2 " 2 

где каждый член левой части выражает число ребер некоторого 

полного подграфа, содержащего д, вершин. 

Положим в (2) 1̂ '̂= ̂ ^ = . • . = = 5 , чогш РЧ.' - РЧ.- 2г. , 

при /1 = у , откуда 

(3) 

•^б.Ц. 
Для отыскания верхней оценки в выражения (3) возьмем боль

шее целое. Пусть р= — - дробное число, которое указывает,что 

последняя связная компонента содержит п-<1 вершин. 

Тогда по аналогии о оценками Дж. Нуна и Л.Иозера можно за

писать 

и)(0) ^ 
2г 

2г 
и ' 

] б . ц . 
б.ц. 

при 
(4) 

Г.2г _ V 

б .ц . 

б . ц . 
, при П9*94г . (5) 

Нетрудно видеть, что сравнительная характеристика оценок 
( 4 ) , ( 5 ) и (I) описывается выражением 
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§2. аостроение кваэиминииальных сеиейств Ш П графа 

Основываясь на оценках,привадеиных в §1, следует оказать, 

что представление графа сеиействои всех ИВУП является ыалоэф -

фвктивныи при совреивнных средствах вычислительной техники.Од-

нако такое представление графа часто полезно при решении опре

деленных задач. 

Возникает необходимость построения" такого семейства ^-Гу>;;, 

бе7=1/,^, . . . ,5 I ^ которое содержало бы минимизированное чис

ло МВУП, задающее исходный граф с точностью до природы его ре

бер. Это следует из того, что семейство ^ всех МВУП содержит 

в себе избыточную информацию. Рассмотрим, например, граф, изоб

раженный на рисунке, который имеет 27 МВУП, хотя для его пост

роения по системе МВУП достаточно выбрать из них определенный 

образом 9 ИВУП, 

Приведем алгоритм получения семейства Ф' ^ использующий 

задание графа аатрицвй смежности д./, , 

А л г о р и т м А - 1 

1^ В матрице Л заменим нулевые элементы главной диагона

ли на е..̂ иЕицы. 
2̂  Из строки . « ( . и е / » ! / , 2 , / 7 } выбираем элемент ?^у = (7, 

^ ^ ^ % который определяет отроку . Если все г ^ у = / , 

то получаем подмножество вида ={ я:̂  |, б= /, и переходим к 9 ° , 

итаче к з''. 
3? Определяем поэлементную дизъюнкцию отрок д:̂  и ссу .На

ходим Л/̂ у ос^ V x^ . 
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4 ? Из строки /К у̂ выбираем элемент ^^ = 0 ^ . Перехо

ди.» к 5°. Если все /г7^= / , то переходим к 6**, 

5? Определяем = М^А > Заменяем мн, еко ва 

6 , а ^ на У . Переходим к 4 . 

6°, Получено - { я с ^ , а г у , . . . , л ! ^ } . Переходим к 7°. 
7°. Из строки я:̂  выбираем элемент •г^ ^ - ^ « , причем 

4Тг • Пеоеходим к 8 ° . Если все г^^ = / , то переходим к 

9 ° . 

е'*. в выражении М(,^ = '^^ V заменяем индекс у на / . Пе

реходим к з". 
9 ° . Заменяеи индекс с ш с+', Переходим к 2° . Если вое 

с^п^ го переходим к 10°, 

109 Получено семействоФ = \^{>^ , 

Дальнейшую минимизацию числа МВУП можно провести с поиоцью 

1ЛГоритиа А-2. 

А л г о р и т А - г 

1 ° . Выбираем подмножество ,проверяем, содержат

ся ли вое пары элементов из в каких-либо других МВУП, Еоп 

содержатся, то переходим к 2° , иначе к 3°. 

2° . Подмножество удаляем из семейства Ф . Заменяеи с 

я& . Если I*-/ =ь , то переходим к 3°» иначе к 1 ° . 

3*̂ . Получено квазиминимальное по числу подиножеств оемеМ-

ство МВУП 0 ' . ~ 

ТЕОРЕМА. П о с л е д о в а т е л ь н о е п р и м е н е 

ние а л г о р и т м о в А-1 и А-г п р и в о д и т к 

к в а з и и и н и м а л ь н о м у по числу МВУП о е-

м е й о т в у , о д н о з н а ч н о а а д а ю и е и у ио 

х о д н ы й граф о т о ч н о с т ь ю до п р и -

р о д ы е г о р в б е р . 

Покажем сначала, что, применяя алгоритм А-1, получаем не

которое семейство МВУП, задающее исходный граф. 

Для этого достаточно показать, что по алгоритму А-1 выде

ляются максимальные внутренне устойчивые подмножеотва и что в 

семейство'̂  вошли вое элементы г^^^^ о матрицы/С . 

Допустим, что выделено-подмножество (р^ = [х^ х^ ... х^ ] и 

что существует элемент , который не вошел в подмножестве̂ 
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ср^ , но который составляет с элементами внутренне устой

чивое подмножество. Следовательно,в суммарной строке л?̂у должен 

существовать элемент гп1^ = 0 , который не выбрался алгоритмом, 

что противоречит п. 4 ° алгоритма. 

Существование элемента г̂ у » О , который не вошел в семей

ство , противоречит пп. 2 ° , 4 ° , 7 ° алгоритма. Следовательно, 

все элементы = О матрицы Я входят в семейство Ф , и се

мейство Ф задает исходный граф с точностью до природы его ре

бер. 

Согласно п.1° алгоритма А-г.подмножество 9?, удаляется из 

Ф только в том случав, когда каждая пара элементов (/>̂  входит 

в другие МВУП, следовательно, после удаления таких подмножеств 

семейство Ф' будет содержать вое элементы = и матрицы ̂  

и задавать исходный граф о точностью до природы его ребер. 

Так как на основании п.2° алгоритма А-2 исследуются все 

ср^еФ , то семейство Ф' содержит только те МВУП, ни одно из 

которых нельзя удалить. Поэтому семейство , содержащее мень

шее число подмножеств, чем семейство ̂  ,задает исходный граф 

в с точностью до природы его ребер. 

Приведем оценки наибольшего возможного числа МВУП семей -

отва Ф , для чего рассмотрим матрицу ^ графа с ^ ,я - струк -

турой и применим к ней алгоритм А-1. 

Из исследования мат

рицы Л графа с <1 ,р -струк

турой вытекают следующие 

предложения. 

Для того чтобы за -

дать исходный граф с точ

ностью до природы его ре

бер, достаточно выписать 

все отсутствующие ребра, 

т.е. элементы = о 

матрицы -С всег" таких эле-

ментов ^— . Согласно 

пп. 3 ° , 4 ° , 5 ° алгорит

ма А-Т,может происходить об-ьединенив некоторых пар элементов в 

одно подмножество. Тогда в пп. 2 ° , 7 алгоритма А-1 не будет 
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выбрано некоторое число з элементов г^у = ^ . Следовательно, 

число МВУП 

Значение 5 нетрудно найти, рассмотрев матрицу ^ . Заметим,что 

каждый столбец матрицы /Р содержит-/?-̂  элементов, равных ну

лю. Так как , согласно пд. 2 ° и 7 ° , в «этрице Л не исследуют

ся р-2 столбца, жоуор!*© отмечены на матрме крестиками,то чис

ло нулевых эдементрв в этих столбцах запишется в виде прогрес

сии Сп-<^)^•^п-(^)-/)-|-. . .*(п-^-р-^з) , сумма членов которой 

равна 

Согларцо цп.г°, 7 ^ , в матрице ̂  не будут исследованы 

элементы отроки, содержащей I р-2)( (^,- О нулевых элемента,по

этому 

соса)^—^ „ ^ (Р-2)(^-/), 

откуда 

соСв).—^ . (8) 

Если подставить в (8) параметр ^ = 5 -структуры, исследованной 

Муном и Мозером, то получим оценки, аналогичные ( I ) , для сис -

темы 

^ С ^ ) ^ у п*^ . (9) 

Из (9) вытекает, что, используя для решения задачи систе

му <^ , можно обрабатывать на современных ЭВМ графы с /г 1 4 5 , 

Применяя к семейству.̂  алгоритм А-г, получаем минииизи -

рованное по числу МВУП семейство ф' , для которого соответст" 

вующие оценки равны : 

' - л ; ^ ^ М ^ ^ - ^ ( | - 2 > , | ( | - 5 > / Ч ^ - / Я / ' - 0 , при Р^5. ( П ) 
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Подставив в (10) и (II) ? =з , пслучии 

^ - 7 , при р>3 ; ( К ) 

со» (в) ^ |-п п-2 при р й 3 . ( 1 3 ) 

Нетрудно видеть,что оценки (12) и (13) можно представить в ви-

1^'ас^^^,(&} = и)(в)-си'(в) , ГДв и;(61) т число МВУП, по лучен нов по 

алгоритму А-1. Так как оо(&)>>ш'(0) ^ то практически можно пре

небречь членом о»'<:^) , в результате чего для решения задач на 

ЦВМ достаточно пользоваться семейством Ф , полученном по ал

горитму А-1. 

В заключение отметим,что определение минимального по чис

лу МВУП оемейотва сводится к классической задаче нахождения ми

нимального покрытия, которая в общем случав может быть решена 

путем полного перебора вариантов, что для практических целей 

неприемлемо. 
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