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Новые методы классификации объектов с помощью вычислитель­
ных машин поставили задачу формализации многих интуитивных т р е ­
бований, предъявляемых к классификации. 

В работе рассматривается одно из таких требований - неза ­
висимость классификации относительно наименований объектов.Для 
представления исходных сведений об объектах в виде результатов 
измерений определенных признаков в некоторых конкретных шка -
лах можно использовать работу Суппеса и Зинеса [ I ] . 

Однако не всегда исходные сведения об объектах, подлежа -
цих классификации, представлены таким образом. 

В общем одучае исходная информация об объектах есть про -
токол экспериментов, проведенных о помощью фиксированных при -
боров над данными объектами. Всякий такой эксперимент можно 
рассматривать как модель. 

В работе вводится понятие классификации, инвариантной.от­
носительно наименований о б ъ е к ю в . Доказывается утверждение,что 
указанные классификации исчерпываются ) физической нерав^-
личимостью [3] либо её укрупнениями. Приводятся также некото­
рые попутные результаты. 

I . Обозначения и определи::11я 

<ГА,Л) - м о д е л ь [ 2 ] ; 
•̂  = { Р г } э - сигнатура модели Щ, 
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щ - местность предиката [ 2 ] ; 
- тип модели [ 2 ] ; 

< а : > ^ - кортеж джины Щ из.элементов множества А ; 
{рс^х^ос^...ос^)- подстановка, преобразующая сс, в дг̂  , 

я :^ -*агд , . . . ,сг^—' сс^ и оставляющая на месте остальные э л е ­
менты; 

•x•^> - образ элементах при подстановке у ; 
<а :у> - образ кортежа < х > при подстановке р̂ ; 
В - произвольное множество такое, что |В| = 1А| ; 
зе. - взаино-однозначное отображение А на В ; 
< а а ? > ^ , < ( § а е " ' ' > ^ - образы л <^>1г^ при отоб -

ражениях эе и ае"'^, где <с>.>^ , <1>^^- кортежи длины -г^ с о ­

ответственно из элементов множества А и В . 
Определим щ - местный предикат / ^ < С < ^ » условием: 

"^ФУРжг(<^>^Рк.(<^^'*>)>^ае.'^{Не<]-з • Тогда возникает мо­
дель <.В,бз.^} . 

Если модель < А , Л > конечна, то её можно интерпретировать 
как эксперимент, где А - рассматриваемое конечное множество 
объектов, - наблюдаемое с помощью того или иного прибора 
отношение между объектами, 3̂ - множество имен и < 5 , Л э е > -
как протокол эксперимента. Рассматривая различные множества В 
ш отображения зе , будем получать различние протоколы экспери -
ментов. Под классификацией понимается функция,задающая на каж­
дой модели <,В,л.ге> 9Квиваявнт1(Бсть со свойством, что каждому 
классу эквивалентности присваивается номер (для бесконечйого 
случая индекс) . 

Для каждой классификации возникает вАеч& проверки не за -
висимости результата классификации от вида ааписи использован­
ного протокола эксперимента и выделения классификаций^инвари -
антных в этом смысле. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Эз?ементы а л 3 суть физически неразличимы (Ф-
верааличимы, о с — ^ ) , если 

У<аг>^ ё е 7 «а1(а, ё)}^,) = р. «а:>^,). 

ЗАМЕЧАНИЕ, В 3 показано, что = является эквивалентностью 
на А . 
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На содержательном языке отличие = о т . Я - обычного равен -
ства элементов в модели заключается в том, что элементы, экви­
валентные по Е , при помощи предикатов из сигнатуры отличить 
невозможно,а об Ф-неразличимых элементах можно сказать,чго они 
отличны, но нельзя сказать, где какой. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Две модели называются графически неотличимы­
ми, если элементы основных множеств обозначены одними и теми 
же символами и предикаты в этих моделях на графически неотли -
чимых кортежах принимают одинаковые значения. 

Пусть 0 ( 6 ^ , ^ - ^ , <В , . 52> - функция, принимающая значе­
ния О и I , где 4 ' , 4»' ^^^> /'<'|^1В1 , причем только в слу ­
чае, если в качестве значений последнего аргумента функции 9 
берутся граф!чески неотличимые модели, эти значения аргументов 
считаются совпадающими. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Функция в , удовлетворяющая для любых В яде 
следующим хребовавиян: 

I ) \/^^ О(Щ-Л, <В,Лзе»= &(^^' 4 - , ^, <В,Л^»; 

называется классификацией, интерпретируется как номер (ин -
деке) класса. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Каждая классификация в задает на произвольной 
модели {6,^асУ э к в и в а л е н т н о с т ь ( х ~ ё ф ^ 3 к в ( а , • к , ^ Ъ , 0 . . ^ ^ ^ 1 . 

Пусть <В^5с>х:€/< " множество классов эквивалентности по 

д на модели <В,згя-> ^^^В,^^ - подмножество элементов изА , 

чьими именами являются элементы из . 

яг 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Классификация в называется инвариантной о т ­
носительно наименований элементов, если существует семейство 
{А^^ такое, чтои^^^=А, V^V/А,-ЛА^=Л,У В ае ае-'е^^=>^^. 

Пусть « В - множество имен; ге^ отображает « ^ - » 4 > 
•^уз"*^^' ^*•• ^ ^ " ^ ^ , 4 г . . В обоих случаях Уб"^оС,р> л^-'й^. 

2 . Инвариантные классификации 

УТВЕРЖДЕНИЕ I . <В,^^^} и <3,^^^> г р а ф и ч е с к и 
н е о т л и ч и м ы . ' * 

ДОКАЗАТЕЛЫТВО. По определению У / е Т , х^рс^... сс^. 

Луоть ос^^а^, тогда сх^^(а^,ар)-^ 

Ь подчеркнутых предикатах на г - м месте стоят графически неот ­
личимые элементы. Ввиду произвольности ^ , ^ , утверждение I 
доказано. 

93 



УТВЕРЖДЕНИЕ 2 . В с я к а я к л а с с и ф и к а ц и я 
( п о н е к о т о р о й м о д е л и < В , Л ^ > ) , н а к о ­
т о р о й Ф - н е р а в л и ч и м ы е а л е н е н т ы п о. -
п а д а ю т в р а з н ы е к л а с с ы э к в и в а -
л е н т н о с т и , н е и н в а р и а н т н а о т н о ­
с и т е л ь н о н а и м е н ^ в а н и й о б ъ е к т о в . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, Пусть 4. = ^ и образуют классы^4<...3=8^» 
и {̂ г̂, ••3 = -В/1ае, В модели < В , Л^^>тогда ,ввиду графической н е - ^ 

отличимости < В , й г е > , < В , Я ж ^ > , ДЛЯ < В , Л э^КЛаССН ЭКВ1-
валентности будут иметь тот же вид ^««/'{^•••З и ^ае^'"!^^-]» 

это следует из т о г о , что ^(^;{,,^^,^,<8»^де,>)=^(4'4»^'^^'^я^И 

где •1с='Ы.,р> - индексы классов 8квивалвнтиостя,ноае~ ^ге_^=?^ас^3д.^^, 

СЛЕДСТВИЕ I . Е с л и Ъ^^_^ и ^ г е , - р а в н о -
м о щ я ы е к л а с с ы э к в и в а л е н т н о с т и , т о 
О О О Т В е т е Т В е Н В О '^раг^ и Ъ^^ае^ б у д у т о Тт' 
л и ч а т ь с я о т н и х к а к и н д е к с а м и , 
т а к и с о д е р ж а н и е м к л а с с о в . 

СЛЕДСТВИЕ 2 , Е с л и |Д<5е,| 1 , т о и В ^ ^ ^ 
б у д у т с т л я ч а т ь с я с о о т в е т с т в е н н о 

о т и Ьряе^ к а к и н д е к с а м и , т а к я 
с о д е р ж а н и е м к л а с с о в . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Будем говорить, что классификация 6^ зада­
ет классификацию 9^, если существует такая модель <В,$2ае.> , 
что б-.,С, . , <Ъ,^^У)^е^(, , , < г , й а . » . 

УТВЕРХДЕНИБ 3 . Ф - в е р а э л я ч и м о с т ь в а -
д а е т к л а с с и ф и к а ц и ю , и н в а р и а в т в у ю 
о т н о с и т е л ь н о н а и м е н о в а н и й . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сопоставим Ф-неразотчямости классификацию 
следующим образом: пусть для некоторых В ^ ж классам авввва -
лентности по = присвоены индексы из К и соответственно {В^^]^^ , 
тогда пусть 
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Очевидно, что так определенное б) удовлетворяет определе -
нкю классификации. 

Покажем,,что в инвариантна относительно наименований. 
Пуст* У А е Х \ -зг-'В,^,1^у^А^''Л, У * ^ ; А ^ П А ^ = Л , 

«огда Чзе,1с зе^В^у^^А^- для г.юго достаточно доказать, 

а е ^^В^^ аэе е В^^<=* 9(азе, ах, 1с, <3, = 1<^ 

^ в(аве ае-'гё, л а? « - " г ё , ^ , < В , 5^^У)<^ 7*=* 

6(аж, аж, к., <Ъ,62^» ==• аяё е В^^^асШГ^е В^^. 

Что я требовалось доказать. 
СЛЕДОТ6ИЕ 3 . ' В с я к а я э к в и в а л е н т н о с т ь * 

к л а с с ы э к в и в а л е н т н о с т и к о т о р о й 
н а н е к о т о р о й м о д е л и <В,53а.> с о с т а в -
л е в ы и з Ф - к л а с с о в ( к л а с с о в э к в и ­
в а л е н т н о с т и п о Ф - н е р а з л и ч и м о с т и ) 
з а д а е т к л а с с и ф и к а ц и ю ^ и н в а р и а н т ­
н у ю о т н о с и т е л ь н о . н а и м е н о в а н и й . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим,-ЧТО такая аквивалетиость не 
задает инваряавтвой классификации, то е с т ь , переименовав эле ? 
менты,получим,что какой-то элемент оказался в другом классе , а 
8Т0 означает, что он оказался г другом Ф-классе. Но это проти­
воречит инвариантности Ф-неразличимости. 

.УТВЕРЖДЕНИЕ 4 . Д л я к а ж д о г о т и п а т а к о ­
г о , ч т о У х е Л ^-0:1^ 2 , в о м н о ж е с т в е в с е х 
м о д е л е й <А,2г> э т о г о т и п а д л я к а ж д о ­
г о р а з б и е н и я и н о ж е о т в а А = ^ А ^ , 
А^ПАу=Л с у щ е с т в у е т м о д е л ь т а к а я , 
ч т о в н е й к а ж д о е А̂ - я в л я е т с я Ф-
к л а с с о м . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ^-кеХ^А^^[а^^]^^^ч {Х){А^ ~ 

множество всех кортежей длины -ц^ , содержащих элементы . 
Значения п^дикатов на кортежах, не входящих в <Х>(А^) , не 
влияют на = элементов А,^ в модели <А, ?\ . Это непосрвдст= 
вевво следует из определения Ф-неразличимости. По теореме Цер? 
мело для каждого множества существует отношение, вполне упоря-
дочиващее е г о . Пусть 



где <с1щ, ^п,/р^> - кортеж длины такого вида <о^^^ »'^/г,/-? 
а^^ ,а„^^злеоь а.^^ , о г ^ ^ последовательно чередуются. 

* Определим У<<г>е <Х>(А)>8^ Р{<о^'>)-1 и У<=с> е 3 ^ 
Р((х})=0 . Отсюда следует, что^произвольные а , ^ е А ^ Ф-не-
раэличимы и у - т > 4 ^ 3 ^ # . 

Джажем, что а = ^ . Пусть <эс>б<Х>(А^^) содержит хотя 
бы одно из а и ё , 

Возможны два случая: <эс>б<Х> (А^)\34, и <зс>еЗ^ . Р а с ­
смотрим первый случай. Если 

<ас>, <о= ( а , ё)у 6 <Х> (А^) \^ => Р^<эс>; = Р « х ( а , 6 ) » . 

Если < ^ > е < Х > ( А ^ ) \ 5 ^ , 

то < ^ = С « , ( § » ^ < Х > { А ^ ) \ 2 ^ . ( I ) 
Предположим противное <сг(а, 1^)>б 5^ , тогда <зс(а,й)>=<сзс^„ , 
а ^ ^ > (т>1с) ^ то есть имеет вид либо <« »у^> <з;> »либо Р-т/^^) 

и соответственно <аг> , либо <«л?;;^» ^ > 1 либо (Р-т/-^} '^У • Но 
тот и другой.кортежи являются элементами . Противоречие. 
Доказано ( I ) . 

Остался неразобранным случай <?с)е&^ , Здесь по предыду­
щим рассуждениям имеем <а:С«.0>«%,откуда Р{<осУ)<^ Р(<?:С«,ф). 

Итак, У<зс> Р « э с » = р « г с с а , ( § > > ; , откуда а. ^6 . 

П о к а ж е м , а - ? * » ^ ^ - т ) . * . предположим,а = а ^ ^ , тогда 

Р««,«™;-»<=*РС<а,°^*^};,С«.о^<^»Ло1куда К<а„г„,"»'^Р«^>^'''^). 
что противоречит определению Р( '<а^^,а^^^>;=0, Р(<«„д^,а^^^>)=/. 
Поскольку всякое вполне упорядоченное множество имеет первый 
элемент, получим, что А^ образует Ф-класс, тогда, сделав ин -
дуктивное предположение, что А^ - образуют Ф-класоы,по 
трансфинитной индукции получим по приведенным рассуждениям,что 
А ^ образует Ф-класс. Тем самым утверждение 4 доказано. 

В заключение считаю своим приятным долгом поблагодарить 
К.Ф. Самохвалова за помощь. 
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