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§ I . Постановка задачи 

Онределенив прогнозирующей способности решающего правила 
по выборке, на основе которой строилось саио решающее правило, 
является важной задачей в распознавании образов. При пестрое -
НИИ решающего правила необходимо учитывать эффект, вызываемый 
ограниченностью экспериментального материала. Так,например,мо­
жет оказаться, что квадратичное решающее правило хуже,чем ли -
нейное, либо линейное правило, заданное на всем исходном нно -
яестве признаков,может оказаться хуже, чем линейное правило,за­
данное на подмножестве этих признаков. 

Этой важной теме посвящены работы [ 1 , 2 , 3 , 4 , 6 ] , в которых 
указанная задача решается в рамках статистической модели. Пред­
полагается, что реализации обучающей выборки независимы и из -
влекаются из генеральной совокупности случайным образом в со -
ответствии с некоторым распределением рс ас,со) , где ж-вектор 
наблюдений признаков XХ^^ - номер образа. 

Б работе [ 1 ] рассматривается случай нормальных раопрвде -
лений с единичными матрицами ковариации, но с различными векто­
рами натожиданий для разных образов. Обобщение на случай рав -
ных и неравных матриц ковариации приводится в работе С 2 ] . Вап-
никсм и ЧерЕоненкисои 1 3 , 4 ] получен ценный теоретический ре -
зультат: чем сложнее решающее правило (чем выше так называемая 
его емкостная характеристика), тем больше требуется объем вы -
борки для того, чтобы получаемое по выборке решающее правило 
было близко по вероятности ошибочной классификации к оптииаль-
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ному правилу. Однако эти результаты верны для ;;юбой функции 
распределения р(.х,ш), а значит, они должны быть верны и для 
самого худшего распределения, для которого требуется большой 
объем обучающей выборки. Оценка необходимого объема выборки по­
лучается слишком завышенной. 

Решаемая в данной работе задача определения оценки каче -
схва решающего правила характеризуется следующими особенностя-
ми: 

1 . Распределение рсх,и)) считается неизвестным,и каких -
либо предложений о виде этого распределения не делается. 

2. Рассматривается случай, когда объекты различных обра -
зов описываются признаками, замеренными в шкале наименований. 
Вообще говоря, результаты данной работы будут верны и для бо -
лее общего случая (для признаков, замеренных в различных шка­
лах). Для этого необходимо перевести разнотипные признаки в 
признаки наименований. Один из алгоритмов такого перевода при­
водится в работе [ 5 ] . 

3. Объем выборки N незначителен по сравнению с числом 
признаков г и тем более по срввн<̂ нию с числом возможных реали-

ъ 
заций П 6: , где - число различных значений признаках^ . 
Число признаков может быхь -г; » 100 - 300, а объем выборка 
/V е 20 - 50. 

4 . Не делается предположения о независимости признаков, 
т . е . допускается сильная корреляция между признаками.В тон слу­
чае, когда исходная система признаков разбита на независиные 
группы, а в группах выполнено условие /V>^8 (где ;в -число воз-
ножных реализаций в группе), хо в работе [ 6 ] предложено наилуч­
шее решающее правило. В том случав, когда по каким-либо причи­
нам систему признаков не удается разбить на независимые груп­
пы, предлагается подход^изложенный ниже. 

§ 2. О выборе эффективного решающего правила 
и об оценке его качества 

Пусть дана система признаков Х , , . . . , Х ^ ,обуч8ющая выбор­
ка объема л/ . Признак принимает значения , . . . , х^^. 
Для простоты рассматривается два образа. ' 
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иврвому образу соответствует распредвление/)Га5У>хЛуСаг/д 
второму об'!а«зрСх,^)*рсВ)-РСж/Е) , где а г - ( а в ^ . л ? ^ ; . 

Рассмотрим множество возможных решащмх пщшл^д}ве'Е> < 
построениах на систвке прмаиаковл:/ , - . ,^^ . Рвмавщее правнхо 
Рд есть функция / , заданная на некотором разбмевиж /7^ вро -
странства вознохвнх реяхмааций 1 

ж пржнимаищая значення I , П. 
Дадим определевне раэбхеняя /<7/ к Овредедим ковшнктмввый 

член (к .ч . ) как логическое высказывание уу^ л л . . л уу^ , где 

Тогда 

(В дахьвв1нвм будем овуохахь ввдехо в хан, где эхе не вызовет 
недоразуменмй). 

Приведен прмнер разбиенмя: 

« у / « г / 
«22 « я 

•«/3 

1*5 «= Л^ ЛЛ2 л Л, лЛ^ . 
Если известно расвределевне вврояхвостей на мвожесхве всех 

допуотнных реалкаацяй в вросхрансхве ^ , то на разбненив А^ 
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тоже задается распределениеуО(:>^^//;,/оСу^^//;для 6 - / я . 
Обсзначим Р / I ) через р (С// ) жрЫ^^/н ) через/» С с/Г/ ) . 

Извесхно, что оптиналькое реваюцее правило ври известных 
вероятностях задается так 

| 1 , еслиаурсл^п^а-ра))-рс^с/Пу 
^ ' '{л, всзлр(П-р0^с/1)<С^-ра))-р(А1/['), 

В вероятность правильной классификации 
3 

Рг7К = 2 таж\_р.р(А^/п,и-р)-рисИЛ-
Но, как правило, неизвестен вектор истинных вероятиоствй/0-[/>СД 
Р(1-/1).РС^/Щ й = / , . . . , :8 , а известна лишь обучающая выбор­
ка объема N . Для каждого разбиения определены /7^ - числе 
реализаций завояоме|^ности при условии 1-го образа и -
число реализаций при условии второго образа. &1есто век -
тора^ имеем опе^ку^- [^^ /Л^Сл/Др^г / / } ] ,где рс'/)- ^ , 

Решающее правило ( I ) принимает вид: 
I , если » / 7 7 ^ 

П, .если < , 
Эхо1(у правилу соответствует некоторая верояхносхь правильной 
классификации Рп.к.(Р ^ « которую можно определихь, если бы 
знали векхор вероятностей/э . Вероятность р„^сл/,р) - ^ явля­
ется случайной величиной, так как представляет собой функцию 
случайных наблюдений, составляющих обучающую выборку. Эха слу­
чайная величина имеет некоторое распределение ^С^ ) . Ясно.чхо 
I меньше иди равна р„.х, , полученной при оптимальном решающем 

правиле ( I ) . 
Возникает следующий вопрос. Как оценить качество выбран -

вого раз'биення для того, чтобы выбрать наилучшее при условии 
малой шборки? Ответу на этот вопрос и посвящена настоящая ра­
бота. Рассмотрим примв1;?'4,11усть даны разбиения : 

Для каждого разбиения слева указаны числа , справа 
числа , Для разбиения А'^ число-8 велико (например, 3 = 10*) , 
и слева 100 единиц, справа также 100 единиц, причем совпадаю -
щих единиц для обоих образов нет. 
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1 0 0 0 0 9 0 1 0 5 0 . < о 

0 1 4 ' 
1 0 ></»о 0 < 5 0 

0 ^3 0 
« 0 >»3 1С 

. 0 1*у 1 

• 1 0 ^ ' ^ « 0 

Интуитивно порядок првдпочтония указанных разбиений можно 
указать следующий й*> й\ й'-, Это правило предпочтения мож­
но сформулировать тек. Правило должно быть простым ( заданным 
на малом числе закономерностей) и в то же время хорошо разде -
лять первый и второй образ. 

Попытаемся теперь получить численные статистические оцен­
ки для установления порядка предпочтения для таких разбиений. 
Казалось бы, что просто и естественно любые два разбиения срав­
нивать по следующей оценке 

& 
' 2 та.хХрС:1)-ри11)Л^-р(.1))Р<<-1й)Л. 

и1 1,1! 

где оценки для Бвроятностей получены по той же выборке, по ко­
торой строилось решающее правило. Но с точки зрения это оценки 
разбиения й^ и й' эквивалентны. Неудовлетворительность этой 
оценки объясняется тем, что, несмотря на то, что оценки Д с / ) , 
рс<-/1), рсо/Е) несмещенные и состоятельные, оценка/0„ д. для 
вероятности правильной классификации является снещвнной. Нокво 
привести пример, когда это снещевие очень 8вачи1ельно.Пурхь Я 
очень велико (Я = /о'),рЦ) - ^-рс1У =•»'/?. Распределения/>сс//; 
ТВ. рс<;//; равнонерны на / / , . . . , , объен выборки л/ = 50,Ве­
роятность/>/7;,г-!^^, и в то же время очевидно, что мс^^^') » / . 
В этон случав идпользуют известный^ эвристический приен для 
оценки качества решающего правила, ;ютирый сводится к выделе­
нию всех реализаций поочередно в контроль. Но в атом случав по­
казатель качества не различит разбиений й' ^ й" из приведен -
него выше цринбра. 
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лябо о 

Далее,возникает еще один вопрос. %о*ь давы два разбиения 
й* ж й^ известно, что р„^ (.й*) > р„^ ( ^^'> ' Всегда, ли 

предпочтительней разбиение й ^ по отчоиенив к /I тот пестрое -
вая рвпеюцего правила на основе выборки малого объвна? 

Расснотрвн П1пнер. Для первого разбиения 

^;-{^;, Р-/-Р-//2, 

1/500, 
либо о, 

р<с//) рСс/1)'0. 

Для второго разбиения 

р(//Л '0.9, рс211)'О./.рс^/10-О./, р(2/Ь-0.9. 

' Ясно, ччо Р„^(/?^) - л Рп.к.( > " и в «о «в 
время для построения решающего правила по обучающей выборке ма­
лого объвна (например, /V * 20) предпочтительнее второе разб>-
ение. Таким образом, при построении ренавцего правила по обу -
чающей выборке качество разбиения не определяется Рп.>^. , ко ­
торую можно получить, зная истинные вероятности. 

Для сравнения двух любых разбиеввй ж должны со ­
поставляться оосгветстззуняую им распределевяя и/"^ для слу­
чайных величин I/ и Хг (вероятностей правильных классифшжций 
при первом и втором разбиении). Рассиотрин это подробнее. 

Если для всех I ( О ̂  I * I ) ^ ( | , > | ) * ^ ( ? г * ? )э 
то 'распредоление / ' / предпочтительнее распределения /'^ з ' ^ ' 
порядок будет линь частичный на нвожеотве возможных функций 
распределення. Для задания полного порядка можно предположить 
два подходе; 

1) /1^>/^<=> АГ^.^>^М^2^ т . е . в среднем получаем больцую 
Р/т.><. для раэбиевмя л' , 

2) / ^ . $ « ' С | ^ : » / - г > Р < ' ^ ^ * / - б ) , Т.е. для разбиения й^ 
с больней достоверностью получаем р^^^ , преялвюцей некоторый 
порог /-есо* е*/) . 

Занетин, что обычно, если заданы распределения выигрына.то 
использует портдок I , но это оправдано, если игра повторяется 
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достаточно много раваПрн построении хе реиавщего правила мы 
раем только один раз. Поэтому далеко не очевидно, что всегда 
нужно польаоваться порядком I . Однако если й^ много лучше 
по порядку I , то А'' будет лучше и по порядку 2. В данной ра­
боте решавдие правила будем сравнивать по порядку I . Рассиот -
рим статистический аппарат, который потребуется для решения за­
дачи. 

Пусть случайная величина 7 имеет непрерывную функцию рас­
пределения 9, х^,...,ж„- выборка, соответствующая в е л и ч и н е , 
8 х^,) , Х(^^ - упорядоченная выборка. 

-рС31)^в(Х(^^у) - асх^1.^,^)-о - я доля. 

Тогда сумма любых к долей из п* •/ имеет бета-распределение 
Ве1к,п-кН) [ 7 ] . Для любого отрезка [ а , м о ж н о указать бло-
%ж В1..,,В1,.. .,В/^,Вк*/ такие, что 

и в, с-[л,б Л с и 3,. 

Откуда следует, ччо ^^^4 р1ех.. 6 
где 

р[а., 6 ] = ^<г^) - Р(л), 

Следовательно,можно определить маргинальное распределение и 
и их совместное распределение, что позволит оценить/7[а^4]. 
Аналогичный результат был получен Тьюки [ 8 ] для дискрет­

ных распределений. Приведем краткое обоснование оценок для дис­
кретных множвств.Пусть на событиях ^/,...,1%/'^^/7^-=Л,^'<?^ - ^•; 
задано распределение {Р^,...,Р,Г, ] . Задана выборка п(.С^) = 

= / 7^, . . . , /7С(^)=/^ , соответствующая этому распределению^'^ п; - " Д 
Для любого множества {^4 ,--,с^ необходимо оценить/'^Л . 

ЛЕШ1А. ' * 

7/ 6 Р<.Сс,'^СС^)-п1)б 
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г д в ' ^ ^ и 7 2 - с л у ч а й н ы е в е л и ч и н ы , о п ­
р е д е л е н н ы е в ы в е . 

ДСЖАЗАТЕЛЬСТВО. Зададим на отрезке С0,1 3 сжучайвув вехв -
чниу следующим обрезом. Производим испытание с распределвнввм 
\р1,— ,Рт если происходит событне , выбираем зна­
ч е н и е н а отрезке [ 2 2 я*] (/'̂ -'̂ ^ в соответствии о рав-
номерным рвспределенжен. Случайная величина 7̂ вмеех раввомер -
вое распределение. Если сделать выборку объема , то зтой в » -
борке п(С,)-г7,,...,п(С„)~п^ будет соответствовать числовая 
выборка х^,..., х„ и ей упорядоченная выборка х^^)гг, > . 

Событие эквивалентно ( 2 рк^'7^Ъ Рм Ь« по ириведен-
ному выше утверждению 

Откуда и следует требуемое утверждение. 
Пользуясь вымеприведенныаи замечаниями,оценим предпочти -

тельность одного разбиения перед другимЛусть разбиввие{А,г-7^] 
задано. Для уставовлевмя качества этого разбиения применим лем­
му, доказанную ранее, к системе событий 

{•( ^^,п,С^^.1^),•••.(Ля,I),СА^^,]^)]. 

По ренающещу правилу (2) для каждой па1ы{гл . Л . ^ Л . } 
юделяем то со&хне, для которого число реализаций на серчающей 
выборке больно. Обозначим его через , а второе в паре собI^-
тие через 1^ . Тогда 

Рп.к-Р<•^^^^У 

Чл ленны следует, что 

где есть объединение р долей. 
Величина А 

И- 2 у;̂  , (3) 
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где 
'гпаа:ст^,п^)-/ при тассст^, п^)>^ /, 

О при тахст^, )</. 
Величина 7^распределена по гтащ Веци,Ы-1хН).^^ есть'объеди­
нение р*2Я долей (некоторые из этих долей могут входить пов­
торно). Для установления предпочтения используем нижнюю оценку 
7 / . Для упорядочения будем использовать порядок I , т . е . по 

величине матожидания. 
Тогда показателем качества разбиения А^ будет 

Рассмотрим порядок, устанавливаемый этим показателен для 
примера (стр. 102) . 

откуда 
> /I > А > А . 

Этот статистический критерий качества позволяет выделить 
систему конъюнктивных членов для построения решающего правила 
на основе малой обучающей выбери при большей числе признаков. 
Заметим, что он учитывает как разделяющую способность системы, 
так и надежность решающего правила для нее. 
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