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Практическая реализация задач с бояышш объеме»! вычислений 
на данной вычислительном средстве часто оказывается невозможной 
без замены сложновычислимых ^^нкций более простыми,аппроксими -
рушцини исходные функции с некоторой заданной точностью. 

Такая замена связана с решением следующей задачи. Указаны 
классы Ф(с) быстрошчислимых ^'нкций. Для любой усх) = 
= (^сху .... .х„)еФСс), хеХс^^рбьеи вычислений 

где с - заданное число операций .Требуется длягпроизвольной ф/нк-
ции ^С'х) из некоторого достаточно широкогв класса (|!унвций Р 
и для заданного числа € найти алпронсимирующую её ф̂ 'нкцию 
<^> С х)€ Ф(с) с мерой уклонения 

Я С̂ , у) ^ 8 . сг) 
Балыжй практический интерес представляют классы Ф(с) с наг­

лыми значениями с и среди них - классы табличных фунщи&. Таб­
лице может быть представяена любая вычислимая фикция,но для вы­
полнения условий ( 1 ) , ( 2 ) , как правило, требуется запоминать боль­
шие объемы ш^рнации, если с и & малы. Появление вычисяительных 
систем и рост объша памяти ЭШ значительно расширяет возможно -
сти использования табличных методов [ I ] и делает весьма актуаль­
ны!̂  их дальнейщув разработку. 

Известны сложные задачи, имеющие большое практическое зна -
чение, решение которох стало возможным только благодаря исполь -
зованию таблиц с быстрой шборкой [ 2 - 5 ] . 
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(3) 

Построение таблиц для основных функций,х^фактеризущих эле-
ментаршй акт рассеяния в задаче "Моделирование н^упругого рас -
сеяния электронов метсда* Монте-К«фло" [ 2 ] , вместе с табулиро -
вашем элеиентарных функций, вычисляемых в основном цикле, поз -
волило решить эту весьма трудоемкую задачу даже на машине налой 
производительности "Минск-22" [ б ] . 

§ I . Определение и Ю1ассиф1кация таблиц 

Цусть ^^Ж^е.Ф('с>штроксимирует заданщ^ю фунЩ11т/(3:)схеХ) 
с мерой уклонения (2) для всех х&Х .Упорядоченный набор чисел 
и = ( ,...,ир), дяя которого указан алгор4тм ГСм,0,вычисляю-
щий по набору « значения с ж;,назовем т а б л и ц е йГ^^^лГ/*) 
фунщюл ̂ (х). Сложность & (П алгоритма Г ( « ) сщенивается числом 
реализующих его операций, 

[фи 

•р(-Г, у>) =-• т л с с 1/(51) - ср(се;1 

абсолютная погретность таблицы 

относительная погрешность таиЗлицы с?̂  ^ & 
Объем таблицы равен минимальному количеству двоичных 

разрядов, необходимых для записи набора чисел и , 
Р^мврностьЛА/;^ таблицы равна п , размерности вектора , 

аргумента функции ^р(6с,). 
Для функции одного переменногр ^(^) при фиксированном е 

можно построить различные таблады с ^'^^ » обличающиеся пре -
дельным временем выборки табличного значения. Рассмотрим некото­
рые ввды таблиц, для которых с&Т . ^ 

• Пусть таблица Т^^с(0 монотонной на (Х,1 функции -РСсс) 
задана набором 

для которого 
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Здесь 5 у - суммарная погрешность аппроксимации и ма -
шинной реализации функции ^ ( х) ; - погрешность, связан -
ная с табличной реализацией. Предполагаем, что 8^ < Е^. 

Алгоритм В ('и) состоит в определении промеяутка [сс,^сс^.^^)ех 
и шборке соответстщущего значения '/(гс) = <^^аг,> Если мера укло­
нения р определяется соотнсяиением (3 ) , то для заданной таблицы 
при г ее ^^ (1 ] 

На классификационнсй схеме представлены различные способы 
вычисления адреса табличного значения в зависимости от шага 

изменения ^гумента. 

I . Шаг задания аргумента ж постоянен. 

1 .1 . При постоянном шаге'^а,= а>«^г:=^ адрес табличного зна­
чения X = у ^ определяется соотношении! 

4 ? = ' ^ . - ^ ( ' ^ Л (5) 

где Г ( ^ ) - округленное до целого число ее, й^^й^^^у- ^(^). 

Соотношение (5) может быть реализовано тремя машинными операция­
ми, среднее время выполнения которых на машине "Минск-22" -
589 мксек [ 5 ] . При этом в оперативной памяти машины необходимо 
хранить Л/+2 числа 

1 У = ('уГагДу(л:^),.,,,у('а^^)Х с^,Са , (6) 

где Ьс^^а^х^^В, с^, - константы. 

1.2. При '^сс-^ ^ ̂ ~ целое), определяется соотноше -
нием _ ^ 

где мантисса числа х , представленного в виде ас = ^_^-2 
Выборка табличного значения в этом случае может быть реали­

зована одной-двумя операциями (224-296 мнсек ) . Объем информации, 
хранящейся в (Л, определяется (6 ) . 
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2. Шаг есть фцнкцт св. 
Из общего случая, когда есть некоторая ||ункцин оо , 

=• (ос) , интере? представляют те частные оаучаи, для кото -
рых эта зависимость реализуется простыми соотношениями. 

2 , 1 . Чкг ^ е с т ь кусочно-постоянная (|(униция. Точками аз*= 
= «:,сг*,... , а:*^^=^ отрезок ^ ] разбивается на -промеяутки 

ОС*- - 1сс*, а ; / ^ ^ ^ такие, что для се ^ -^^^ . 
В этом случае адрес табличного значения определяется соотноше -
нием 

(7) 4 = 

Пусть й 1, есть некоторая функция от а: /1^=% С^) . 

Если а^ *^ -а^=/г . , у = ^ . . . , ^ , то значение /'Х̂ » определяет­
ся с помощью констант С^, за 2-3 операции. Выб^зна табличного 
значения по формуле (-7) требует 7 операций (1250 мксек.). Б па -
мяти машины необходимо хранить N+2^+2 чисел: 

-и = (</(оа.), У ( Ч ) . • •, с^, с,^, с^^ , • (8) 

N 

2 . 2 . В частном случае, когда х*'_^^~ ас^^1г^2^ ,а =/2"̂  , 

значение определяется за 1-2 операции, а выборка таблично­
го значения может быть реализована двумя-тр^ операциями (504-
зте мксек.). 

2 .3 . Когда у мало,иногда бывает ЕИГОДНО разбить таблицу 

так, чтобы адрес первой ячейки части й^* соответствовал зна­

чению ос , равного степени 2.Тогда распознавать ндмер части мож­

но по - значению порздка ас , для чего требуется всего лишь 

одна операция [ Г ] . Выборка табличного значения /?у осуществляет­

ся за 2-3 операции (320-392 мксек,). 

3 . Произвольное изменение шага Я^. 

3 . 1 . При произвольном разбиении щкме/кугт [а, $] точками 
а;̂  в СП машины хранятся числа-а-^л:,-а,аг^,...^а;д^=^; у^св^> 
(рсл^) ^РГгс^)) и адрес /1^ шределяется зависимостью 
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где й^^^-^ - адрес первой ячй1ки массива ( у ( ^ } > , 
Нас - номер того промеяутка «которому принадлежит . 

3 . 2 . Бели 5Г=,^р^Л .не убывает (сС==1 } или не возрастает 
( о ^ - - / ) на [ « , и 

то есть 

значение функции в точке сс определяется равенством 
= у>(с1) ч- иг^сс- (10) 

Таблицы, для которых выборка табличного значения реализуется фор-
1^лой (10), назовем таблицами минимального объема с заданной (аб­
солютной) погрешностью. 

Ниже описываются некоторые способы поиска величины Ж^,вхо­
дящей в соотношения (9) и (10) . 

П р и м е т о д е п о с л е д о в а т е л ь н ы х и с ­
п ы т а н и й (переборе) общая схема поиска реалидуется 
последовательностью трех операторов 

, ( I I ) 
где последовательно перебирает табличные узлы ос^,-1=1,2.,...,^^ 
и проверяет на каждом шаге ншолнение условия зс^^ас. При выпол­
нении его управление передается оператору ,который выбирает 
необходимый набор узлов и отсылает их в рабочие яч^ки оператора 
/7̂  • й^ - оператор интерполяции. Если для таблицы (/̂  
условие (2) выполнено заданием набора , схема поиска со -
стоит из одного'оператора /1^ . 

П р и м е т о д е ' с у ж а ю щ и х с я и н т е р в а ­
л о в отрезок [«,^3 разбивается произвольно выбранными точка­
ми сс*, ос*,., на примерно равные (по числу содержащихся в них зна­
чений аргумента) интервалы. Оператор й^ ( I I ) сначала ищет про -
меягуток Ос*, ^*^^) э 02 (грубый поиск), после чего на этом проме­
жутке применяется перебор (точный поиск). 

П р и м е т о д е д е л е н и я п р о м е ж у т к а 
п о п о л а м (дихотомии) промея у̂ток последовательно делится на 
две частч, содержащих одинаковое (с точностыо до единицы) число 
арг -межоЕ, и выбирается часть^содержащая л : . 
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П р и м е т о д е с р е д н е г о ш а г а для за -
данной таблицы вычисляется средний шаг "7^= ^ , по котороцу 

находится начальная точка поиска ^Ср' , где к=Е^^^^. Проме­
жуток [рс^, сс^^^)э.сс. находится перебором^начиная со старших или 
младших «з?̂  , в зависимости от соотношения между сс и лг^. 

При поиске и упорядочении элементов некоторого массива по 
признаку р длину перебора можно сократить, если значение призна­
ка несет в себе дополнительч/го информацию о возможном адресе эле­
мента массива. Дня этого определяется некоторая функция ^(р) -
ф у н к ц и я р а с с т а н о в к и [ 7 ] , которая для каядого 
возможного значения признака р вырабатывает значение,прямо или 
косвенно связанное с номером элемента, обладающего данным значе­
нием признака. В этом случае помимо массивов ^•^^.^р {УС^-^)} » 
^ = ^у2,...,Г/, необходимы еще два участка памяти для оглавления и 
списков [ 7 ] . 

При /У 4 320 наиболее эффективным является метод сужающихся 
интервалов, при /У>ЖО - метод дихотомии [ 8 ] . Применение функции 
расстановки позволяет со1фатить поиск по сравнению с дихотомиче­
ским [ 7 ] . В некоторых 'случаях эффективным может оказаться и пе -
ребор. Имашо, если известно, что значение аргумента изменяет­
ся монотонно, то можно начинать поиск для очередного х с найден­
ного перед этим промежутка , ас^^^) . Для таблиц с незначи -
тельной в среднем в^иацией шага метод среднего шага оказывается 
наиболее эффективным. 

Дяя функций двух переменных (и более) используются различ -
ные комбинации описанных шлпе способов разбиения интервалов изме­
нения переменных, некоторые из них рассмотрены в [ I ] . 

Для вычисляемой функции ^Сос) может быть выбран один из 
трех способов её представления: 

а) алгоритм (/) , реализующий аналитическое представле­
ние / (х ) с погрепшостью , сложность которого О^СП/) ^ и 
объем запоминаемой информации - \ 

б) таблица ^ С-/^) , Состоящая из такого набора зна­
чений некоторой близкой к -^(ос) функции (^(х) и соответстэущих 
им значений аргументов, что алгоритм Г^. выбора табличного 
значения состоит в определении промежутка, содержащего а; ,и вы -
боре ^уС^) , при этом <т(Г[)^с^; 14-= V^ 
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в) таблица %^,с^ (О , для которой алгоритм Г^(илр) реа­
лизует некоторую интерполяционцую формулу, такую что с:̂  , 

Как правило, величины §^,^г, ^^•^"^^з.^^ связаны мвдду со -
бой следующей зависимостью 

йй5ор одного из трех способов представления диктуется условиями 
задачи, в .которой вычисляется Н^) . 

При наличии свободной памяти (не обязательно только опера -
шввой) намболее быстрое вычисление ^ос) достигается с помощью 
табляц без применения интерполяционных форшул.Специальная струк­
тура саякх таблиц позволяет сделать выборку табличного значения 
ва 1-7 операций. 

§ 2 . Главная последовательность табличных алгоритмов 

I . Дяя дальнейшего удобно говорить не о таблице, а об алго-
1«тмв Г , который по данной" таблице с /•) вычисляет требуемые 
значения /* С ж ) с заданной точностью 8 .Табличный алгоритм Г бу­
дем характеризовать д^т параметрами V и 6 ,где 7 - объем таб­
лицы (затратами иа програмц/, реализующую Г будем пренебрегать) 
и! - средний объни вычислений, необходимый для получения одного 
зв&чення ^ (X), 

Г^сть { - множество эквивалентных по точности таблич -
ных алгорттмов \ = 0,1, . . . ) . С их помощью значение заданной 
фушщин /(^) может быть получено с точностью,не меньшей 6 . Из 
8Т0Г0 мшжества аналогично [ 9 ] вцдеяим главцую последователБность 
табличных алгоритмов (ГП), составленную из р а ц и о н а л ь ­
н ы х алгоритмов, которые по обоим параметрам V и 1: лучше всех 
остааьшх, не вошедших в ГП. 

Укажем два П1жнера псшоянеиия и оптимизации ГП: 
- изменение интерооляционных формул. Можно упрощать интер -

полицию (уменьшать ? ) и ксашенсировать потерю точности повыше­
нием точности таблиц (увеличивать V ) ; 
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- изменение процесса выборки табличного значения цутем из -
менения структуры таблиц. Например, в таблицах с кусочно-постоян­
ным шагом можно уменьшать число участков с различным шагом изме­
нения аргументов (за счет увеличения объема V" ) и тое самым 
уменьшать ? . 

2. Ниже описывается алгоритм построения главной последова­
тельности (рациональных) таблиц с кусочно-постоянным шагом, упо-
радоченных по убыванию и возрастанию Уу- й .Абсолютная погреш­
ность таблиц не превосходит е и определяется заданием самого на­
бора табличных значений. Дпя преобразования таблиц применяется 
весьма общий итерационный метод возможных направлений, используе­
мый при ретешш задач оптимизеции [ Ю ] . Исходным решением явля -
ется таблица для которой , Ч^ае^ (где - погреш­
ность таблицы, - минимальный при заданных точности и структу­
ре таблиц объем). 

Для следующих приближений справедливы соотношения: 

\  .  

(12) 

Пр<щесс построения таблиц обрывается :т некотором значении 
1 = 0 , для которого « «=" . В последовательности возникаю1Щ4Х 
при этом та1бяиц 

^ X V / - / л ' С З ) 

щя заданном ограничении на число операций выборки с^(-1='0,1,...,'з) 
объем \к к нинимально]^^. 

Рассмотрим зтот алгоритм подробнее. 
Пусть (/>(о^) - монотонная на [от, ̂ ] функция, аппроксимирую -

щая /(ос) с точностью до ё^«г : 
тпа-хг I Яа:) - (/зСл) I « г . . 

Последовательно находим наибольшие Р * ( - целые), 
'к=' ^,2,.., ,К , _удовлетворящие условию 

133 



Вознйнавщий 1фи этом набор чисел 

вместе с алгоритмом Г^ц) выборки табличного значения (^(^) = у>(ос^ 
прт а: образует таблицу Т°^^ и) , для которой 

При заданном ограничении на шаг 'к^(\=2 *) таблица Т^С^) 
имеет минимальный объем. У^о . Последовательно объединяя смеж -
ные отрезки [сс^., ос^^^^ одинаковой дайны, получаем участки с 
постоянным шагом. Для преобразования таблицы Т^^ (/) используа! 
вспомогательцую таблицу 7^ , в которой кавдоцу участку Ы.^ , 
г=/,2^...?С'отводится ячейка памяти для записи необходимой инфор -
мации - веса участка ; П {Ь.^) - порядка шага 'Н.^ =^?^*; кон­
стант, характеризущнх тип участка. Вес участка определяется со­
отношением 

-П^^ если % , > ^ ^ < ^ ^ - . . , 

где -п.^ - А 

Ь--^^^ если 

или ^ / < ' ^ л г < ' ^ - е / / ^ 

или 1г^^^/^V^< 

длина участка о(^. 

При преобразовании таблицы используется Ёсвовюгатевьная 
таблица 7^ , в каждой я̂ е̂йке о '•^) которой содержатся величины , 

1^ 
• М - адрес величины,указывающей ,к м и где ? ^ ? < ... 4 ^ 

ксшу из смежных учаеяюв молет быть присоединен участок Ы.^^ ; 

ЛЦ .̂ - адрес ячейки в таблице % , из которой взято • 
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Так как исходная таблица Т̂ с̂ С^^У - таблица с 15гсочно-по -
стоянным шагом изменения аргумента, то минимизировать время вы­
борки ?уо можно уменьшением числа участков оС̂  с различным ша -
гом в пределах свободного объема памяти Д'У'^^-Л^в.Алгорита ми­
нимизации числа участков состоит из следующих этапов: 

Э т а п I . Построение таблицы % . Проверка условия 

Т.'^к^^- (14) 
к 

При выполнении (14) - этап 2 , иначе задача не имеет решения. 
Э т а п 2 . Построение вспомогательной *аблицы 7^ . 
Э т а п 3 , Преобразование таблицы % : в зависимости от 

типа очередного участка таблицы %̂  присоединяем этот участок к 
участку таблицы 7^ . 

Э т а п 4 . Проверка условия (14 ) . При невыполнении его -
этап 5; если % вся использоваш, то этап 2 , иначе - этап 3. 

Э т а п 5 . Дпя таблицы 71^ р(.^)<^ кусочно-постоянным 
шагом строим таблицу констант, с помощью кото1аа шоорка таблич-

^ного значения реализуется минимальным числом операций [ г ] . 
Программа, реализующая этот алгорттм на машине "Минск-гЗ", 

выполнена в дипломной работе А.С. Березовой. 
3 . Табулирование фикций может стать источником значитель­

ного сокращения времени счета и увеличения эффективности различ­
ных вычислительных алгоритмов. Использование таблиц для заданной 
функции связано с оценкой выигрыша во времени. 

Выигрыш во времени 18 щж пршенении таблиц,вместо непосред­
ственного счета ^нкции равен 

где "й-,;^- время вычисления функции без щяшвнения таблиц; ± ^ -
среднее время выборки табличного значения; '^та^гг среднее время 
вычисления одного зшчения функции для таблицы; N - число зна -
чений фунвдии в таблице; к - среднее число обращений к таблице 
при решении задачи. 

При размачении таблиц во вспомогательной памяти 

(16) 
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где 2^ - среднее время ввода одного слова из вспомогательной па­
мяти, - среднее число обращений к таблице за один ввод всей 
таблицы. 

В практических задачах [^2-5] нередко «1 ъ ^^«±^^, 
то есть д» 1 (15). Это поэво]яяет применять не только таблицы 
с кусочно-постоянным шагом, но и более сложные по структуре, а 
также размещать большие таблицы во вспомогательной памяти. Ис­
пользование больших таблиц значительно упрощается п;ри ||рнотонном 
увеличении аргументов. Вводится очередная часть таблицы, выпол -
няется основная программа, пока значение архумента не превысит 
наибольшее значение аргумента данной части, пчеле этого вводится 
сле^1^щая часть и т.д. ВЕЛ1грыш во времени (16) при этом может 
быть увеличон совмиценивм некоторого числа в^фиантов, то есть 
увеличением . При произвольном изменении архумента без одно­
временного счета вариантов размещение таблиц во вспомогательных 
памятях может оказаться целесоофаэным только щм очень больших 
значениях -б^г • 

Л и т е р а т у р а 

1. К(Х;АРЕБ Ю.Г. фимеры использования таблиц для сокращения 
времени̂ счета.-"Вычислительные системы", Новосибирск,1968,вып.30, 

2. КОСАРЕВ ЮХ.- Моделирование неупругого рассеяния электро­
нов методом Мсште-Карло. -"Вычислительные системы", Новосибирск, 
1968, вып. 30, с. 34г-40. 

3. КОСАРЕВ Ю ^ . , НА:'М0В В.А., РОЭШ С.Г., ЯРСтИЧ А.А. Ре-
вение задачи о рассеянии энергии ионизирущего излучения методом 
Монте-Карло на систет̂ е "Минск-222".-"Вычислительные систвмы",Н0" 
восибирск, 1968, вып. 30, с, 41-45. 

• 4. Е Ш Н М.А.. ГУШСе В.П., ЗАХ/1к}БА И.С., КОСАИБ Ю.Г., НЕ-
СТЕРЕЖО В.Б. Термодинамический расчет газовых АЗС циклов на дис-
ссциируищих газах на систше "Минск-?22". -"Вычислительные сис -
теин , Новосибирск, 1968, вып. 30, с. 22-25. 

5. ПИРОВЙЧ А.И., КОСАРЕВ Ю.Г. Исследование колебательных 
тзоцессов автопоездов па систше "Мю1ск-222".-"ймислитейьнне си­
стемы", Новосибирск, 1968, вып. 30, с. 12-14. 

6. ГОЛОЕШШНА Л.В., НАХО.ЩШЙ Н.Г. Прямое модслироваше не-
упруг"го рассеяния электронов. -"Вычислительные системы , Ново -
смйфск, 1972, шя, 32, с. 5-20, 

7. ЛАВРШ С.С., ГОНЧАРОВА Л.И.Автоыатмческяй обработка дан­
ных, )фанение информации в памсти ЭВ1. М., "Наука", 1971. 

Х З б 

8. ШАРСКИЙ Я.С., ЛОЗИНСКИЙ Н.Н., МАКУШШ А.Т., РОЗБН -
БЕРГВ.Я., ЭРГЛИС В.Р. Отравочник программиста, 1963, т. I . 

9. КОСАРЕВ Ю.Г. Об информационно- и пространственно-говмен-
ных преобразованиях алгоритма.Настоящий сборник, с. 149-1607 

10. ЗСЖТШДЕЙК Г. Методы возможных направяений. М., 1963. 

Поступила в рея .-мая. отд. 
18 апреля 1973 года 

137 


