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О МЕТОДИКЕ ПРЯМОГО МОДЕЙИРОВАНИЙ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ Л.В.Головшпкина 
Статистическое моделирование (метод Монте^рпо) широко ис-пшьзуется дня исследования сложных стохастических процесоов.При решении задач анализа методы статистического моделирования позво­ляют проверять,уточнять,а также заменять дорогостоящий или труд­ноосуществимый эксперимент, получать сведения о свсйствах объек­та, недоступных прямо|(у наблвдению, проводить исследование в у с ­ловиях отсутствия помех и полной определенности начальных состоя­ний . При решении задач синтеза эти методы могут* служить гибким инструментом, позволяющим проследить влияние тех или иных исходных предположений на характеристики исследуемого прсщесса. При статистическом моделировании случайных процессов реали­зуется некоторая совокупность траекторий ("историй"),которые со­стоят из последовательности шагов. Каадый шаг, в свою очередь,со­стоит из элемеотарных актов, разыгрываемых с помощью случайных чисел в соответствии с заданными законами распределений. Простейшая вычислительная сха1а при этом заключается в сле­дующем. Вычисляется К независимых реализаций случайной величины и оценивается ее математическое ожидание с помощью среднего ^ и ф -метического этих реализаций.(среди линейных несмещенных оценок среднее арифметическое имеет наименьшую дисперсию). Каждой вычислительной схеме (алгоритм) может быть поставле­на Б соответствие некоторая шчислительшя процедура Р , сложность которой 5(Р) оценивается числе»! выполняемых при ее реализации операций (в пересчете на типовые). Для многих реальных случайных 
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процессов при непосредственной реализации схемы статистического моделирования сложность & (Ю на несколько порядков превыиает предельное число типовых операций (±р) , которое может быть выполнено имеющимся в распоряжении вычислительным средстве» М за предельно доцустимое для данной задачи время -Ер Математическое содфжание задачи статистического моделиро­вания заключается в преобразовании вычислительной процедуры Р , ведущем к уменьшению величины <^(Р) , по крайней мере, до разме­ров _ 
^ср)^с„а^>- ( I ) 

§ I . Оптимизация вычислительных прсцедур статистического моделирования Сложность прщедуры, реализующй* описанцую вше. схе1«у, опре­деляется траш основными ведичинами: 
а{Р)^к-^-^(П),^ (2) где ^<'- число моделируемых траекторий. Л' - среднее хисло шагов траектории, ^ Р о ) " средняя сложность реализации одного шага траектории. В соответствии с этим существуют различные направле­ния оптимизации вычислительных процедур типа Монте-Карло. С о к р а щ ' е н и е ч и с л а м о д е л и р у е м ы х т р а е к т о р и й Л .VI этому направлению оптимизации относят­ся все методы уменьшения дисперсии, поскольву при фиксированных точности сГ и уровне доверия ^~сС 

Ж^р\ос.).8-''. Ъ^, (3) где константа, зависящая от уровня доверия, - дис -
Персия случайной величины Рад методов уменшения дисшерсии [̂ Х] основан на использоваг-нии аналитических решений (когда они возможны) для некоторых от­ветвлений случайного процесса. суть "весошх" методов [ 2 ] уменьшения дисперсии состоит в построении Активного процесса, при котором увеличивается часто­та ("вес") появления интересующих иссдедовахеля событий. Эффективность применения атих и других методов уменьшения дисперсии {^З] зависит от спвди^еских особенностей задачи.При -менеыие их требует специальшх исследований и обоснований. Как 
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правило, 8ТИ ыетоды.удобны для исследования отдельных частных ха­рактеристик процесса и весьма слошш, когда необходимо получить достаточно полный набор характеристик процесса в целом. С о к р а щ е н и е с р е д н е г о ч и с л а ш а ­г е в л7 . Методами этого направления описание реального случай­ного процесса огрубляется "укрупнением" шагов, ведущим к значи -тельному уменьшешю /1/ . При этом возможно некоторое увеличение 
^ (^о) , связанное с учетом более слооншх распределений для пе­реходных вероятностей "укрупненного" процесса. Различные сх^ш "укрупненных" соударений получили широкое распространение при моделировании прсщессов переноса излучения ~4]. Схйш "у1фупнвнных" шагов - удобное средство расчета интег­ральных х^актеристик процесса, однажо погрешность, вносимая в описание реального явления "укрупнениа*" шагов, ограничивает воэ-кождаоти получения дифференциальных характеристик. "Оба рассмотренных направления оптимизации вычислительных прсцедур статистического моделирования допускают те или иные от­ступления от пряной охет моделирования, что приводит к потере простоты реализации метода Монте-̂ {арло и ограничивает возможно -ста получения полного спектра интегральных и дифференциальных ха­рактеристик случайного процесса. С о к р а щ е н и е ч и с л а о п е р а ц и й ^ (^о) . Яго нахфавление оптимизации наиболее слабо представлено в лите -ратуре, хотя именно оно дает возможность со^фанить прямое моде -

Л1ф0вание, применяя чисто вычислительные эффективные иряеыа со -кращения числа операпий процедуры Т> , не искажающие существа моделируемого процесса. Естественно, что добиться эффективного уменьшения сложности <? (?) таким щтт можно лишв в теш случае, когда велико. Это имеет место, например, когда шаг тразк-тории случайного процесса рассчитывается с помгацью сложных фор -
пул для вероятностей перехода, зависящих как от параметров срв -ды, так и от координат траектории. рассмотрению методов существенного уменьшения величины д (Л) и посвящена данная работа, которая представляет аоб<А развитие вдеи, выс2сазанной •в\_Ъ], Пре;члвгаемая методика прямого моделиро­вания случайных процессов основана на детальной разработке основ­ного вычислительного цикла. При этом существенную роль играют табличные методы ускорения счета и прежде всего использование 
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близких к оптимальным по Щ)елеш. (рациональных) таблиц [б ] слож­ных (|5̂ нкций, определяющих основные характеристики прсщесса. Как известно, при отсутствии ограничений на объем памяти, таблицей может быть представлена любая вычислимая функция. Если шаг изменения афхумента постоянен, то получение адреса таблично­го значения занимает 1-3 операции [ 7 ] . Для сложных функций Г небольшого числа переменных практически удается построить рацио­нальные таблицы 7̂  ^ . * ^ «очорах при заданных реальных ограничениях на точность (Е)_и'объем (У^) ,̂ среднее время выборки табличного значения < , где 1:^-^-ограничение на вре­мя выборки, зависящее от параметров реализуемой пр<щедуры. Тщательная разработка основного вычислительного цикла вклкь чает также использование таблиц с быстрой наборной для стандарт­ны:̂  функций, вычисляемых в основном цикле; групповую обработку траекторий относительно данных значений функций распределении; применение экономного датчика случайных чисел и использование его для образования случайного адреса. Рассмотрим особенности применения данной методики на приме­ре ршения достаточно сложной задачи прямого моделирования про -цессов взаимодействия электронного излучения с твердым телом.Вы-, бор этой задачи для проверки эффективности методики объясняется таш особенностями ее, которые делают реализацию соответствующей вычислительной продедурм практически неосуществнмоЛ с помощью со-вр-, леняых шчислительных средств. § 2« Щшюе моделирование рассеяния алектронов средних энергий Большинство работ исследованию рассеяния электронов от -носится к области внсоких энергий С > 40003- эв, где ^-атом­ный номер материала мишени). Доя этой области обоснованно приме-няв*ея модель ншрерывиых потерь, справедливость которой подтвер-вдёна многочисленными экспериментами и машиншм моделированием. Весьма важная практически и интересная теоретически область средних энергий (220 Ж эв ^ ^ 4000 2 эв)** пока мало изу­чена. Для этой области нет теоретически обоснованной общеприня -' Достаточно сказать, что именно эта область энергий ис -пользуется во Б1Ч»ричио-&мис(ЖОниых приборах, приборах для записи И11|̂ ормации, электронном микроанализе, тепеввдешш и др. 141 



т<^ ыодеяи ^зического процесса, слоокш пряше ^зические акспе-ршенты (особенно при иселедовании прозрачности) и встречают вы­числительные трудности 1ЮТ0ДЫ-математического моделирования. В И было высказано предполокение, что при соответстЕопощвм подборе (аппроксимации) ко8ффицие1Аов в форцулах дня свчений,но-* деяь непрерывных потерь может быть распространена и на область средних энергий. Для проверки данного гфедположения, а также уточнения коэффициентов аппроксимации необходимо подучить возмож­но более полный набор интегральных и дифференциальных характери­стик процесса. Оущественвая особенность данной задачи - большей объем ш -числений. Трв<%гется многократный счет большого числа трявягов для проверки и уточнения физической модели. На кавдом варианте цужно промоделировать большое число траекторий, которые, в авою очередь,состоят иэ многих шагов. На каадом шаге приходится рашг-р1)1вать акта взаимодействия по весьма сложным форцулан, которые зависят не только от параметров среды, но и от пройденного цути. Все это делает д а н ^ задачу удобшш объекте» для щх}верки воз -можностей методики прямого моделирования. Моделируется следующий прещесс. Эпектрон входит в прямо -угольщгю расти!^ вещества толщиней О <о(^ I в точке 2,,= О под -углом &о к оси Ог. , нормальней к поверхности пластины. Заданы параметры вещества и , начальшя энергия электрона, ха -рактеризуемая параметром 0^ . Предполагается, что величина от -носительной потери энергии электрона в момент п. -го стоякнове -ния однозначно определяется длиной цути , отсчитываемой вдоль его траектории. Траектория электрона идеализируется как зигзаго­образный цуть, состоящий из свободных пробегов, прерываемых вне­запными столкновениями, в которых изменяется энергия и надравле-ние частицы. Для экономии времени однонраенно считавотся ттг тол­щин, то есть в пластине ваделяется т слоев с границами с1^= О, 
, Ы^,...,с(^ I . моделировании фиксируются параметры электрона в момент наступления одного из трех событий: отражения ( 5= < 0 ) ; прохож­дения ( г == ) ; поглощения ( б ^ , когда энергия электрона становится равной энергии электронов вещества). В соответствии с алгоритмом [бЦ процесс разыг|Ж1вается с по­мощью случайных чисел ^ , равномерно распределенных в [ 0 , 1 ] . 'Эа-
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даются начальные координаты {6^, ^и,1со, Х"», Уд ) электрона и на 
п- - « шаге (п^ 1 , 2 , . . , , Л/) вычисляется пять координат: -длина общего пути, 2 ^ - проекция на ось Оя , тот&р слоя мишени, Х ^ - угол мезду вектором скорости и осью ОЙ , У^т угол мецду плоскостью падения и плоскости выхода электрона'. Конечные координаты ( ^ / У ) л̂-» л̂/) вФраженншс, нрсвед-ших и поглощенных мишенью электронов запоминаются, что дает воз­можность поручать затем любые распределения, определяемые комби­нацией 6,%,1С,Х,\) . Щ>сцеяура дня розыгрыша одного шага траектории в данной задаче реализуется на машине "Нинск-122" за ^ (!>*) » 3000 опера­ций (по 200 мксек каащая). Если учесть, что в среднем траектория электрона в веществе состоит иэ 600-700 шагов, то при X = 1СЮ00 

^(Р*)^ 10000.700'3000«»2.10^°. Это примерно на два порядка больше числа операций, которое может быть реализовано на данной машине за 10 часов. "Таким образом, 1 ^ -иы эффективные средства уменьшения велнчиш . Главным КЗ этих е^едств явилось табличное предстазваевае функций. Для таС^лирования основных функций - длины свободного пробега - Л:5 ( 5 , ^ ) и квсичуса угла рассеяния - ^(6,^) й и а ис­пользована методика построения рациовальввзс хабяиц [ б ] . При этом (^ествешо использовалась особеваость еадач на рассеяние часпщ, заключающаяся в монотонном увеличении вехачнш 5 в ходе недели^ -роваиия траектории. Это позволило исяюньэовать табящы большого объема,размещенные на магнитных лентах (МЛ) .При одноврменмсй об­работке с помощью введенной порции табличных значений достаточно б с л ^ й группы траекторий элентренов гремя ввода таблиц состави­ло 2-356 общего Ера1вни -вчета. ^ кавдого участка значений & в соответствии с [^б] построены рациональные таблицм,позволяющие ш -
б1фать значения фикций '^(^,т) за 900 шсеек вместо 0,5 сек для д з С ^ , / - ; и 30 мсек для Р(з,у) щя счете по соот-ветствущим формулам. (Шагод^фя упефздочению табличных значений функции 1^^(.5,^) по 3 и /-врети пояучеши одного табличного з ш -чеикя в 1,5 - 2 раза меньше времени, которое необходимо для вы -числения лф,^) при с^лдайных значешшх . Так как каждая таблица строится при фиксированных значениях псфаметров вещества и начальной энергии для многократного нсшояьзования в различных варнантах расчета, добавка Ер^ени счета таблиц к оСцеш^ вреивнн реаевш задачи составляет 10-20$). 143 



Дальнейшее сокращение ^(^о*^ достигалось заменой стаадарт-ных программ -(СП) для вычисления функций 41^^ , Созсс табли -цани с постоянным шагом, хранимых в оперативной памяти (ОП) ма­шины. Это позволило реализовать вычисление кавдой алааентарной функции за 300 мксен (вместо 6000 мксек при работе СП). При организации быстрой выборки из таблиц используется прт-ем, позволякв̂ ий образовывать случайшй адрес из некоторых разря­дов случайного значения аргумента. Использование такой возможно­сти основано на проверке статистических свойств группы разрядов псевдослучайного числа, выполненной для целей наших исследований в [ 9 ] . ПЬрокое использование таблиц и тщательное р̂ танов программи-т)0вание процедуры Р* позволило добиться со1фащвния числа опера­ций д ('Р*) приблизительно в 10^ раз и сделать реальным решение задачи прямого моделирования рассеяния алектронов. Погрешность реализации моделирования включает в себя пог|»еш-ность статистических испытаний , приближенно равную -Ж „ и, в нашем случае, погрешность, связанную с широким испопьзова -нием таблиц. Поскольку все сложные вычисления, требующие высокой точности, связаны с вычислением функций Л4 у-),'РС^,пост -роение таблиц для этих функций позволяет реализовать всю прсце -дуру моделирования по простейшим формулам. Анализ этих форя^л по­казывает, что предельно доцустимая (абсолютная) погрешность вы -числения основных параметров может быть 0 , 0 1 . Сйтимальные зна­чения в ,8^ ДЛЯ таблиц Т]^^'^.^,у (^=5);. %,г„с„р ( Т) подбирались путем экспериментальных просчетов с таблицами развой структуры. 
§3. Результаты моделирования, уточнение физической модели Шбота по отладке вычислительнсй процедур* и уточнению мо -дели проводилась в три этапа. На п е р в о м этапе хтроводились грубая проверка моде -ли, отладка методики прямого моделирования и оценка точности таб­лиц на основе сопоставления интегральных характеристик для отра­женных, прошедших и поглощенных электронов с известными (экспе -рнментальннми и расчетными) данными }щугях авторов. 
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На в т о р о м этапе продолжалось уточнение модели и ме­тодики моделирования по дифференциальным характеристинам,для ко-торах имеются надежные экспериментальные или расчетные данные.На этом же этапе окончательно устанавливалась требумия точность таблиц. На- т р е т ь е м этапе проводился сам машинный экспери­мент по моделированию и'сследуемых процессов. Результаты моделирования, реализованного для трех веществ -
Ье,М, 'Р^ ~ при различных значениях начальной энергии и угла па­дения &^ , представленные в [10,11] , обнаружили достаточно хо­рошее совпадение расчетшх характеристик с экспериментальными для отражения электронов в исследуемой области энергий. Полученные по прохождению характеристики качественно совпадают с аналогич -ными экспериментальными данными для больших энергий. Это свиде­тельствует о догустимости распространения модели непрерывных по­терь на область средних энергий и позволяет с определенным дове­рием отнестись к тем характеристикам (по проховдению и поглоще -шш), для которых нет прямых экспериментальных данных. Для неко­торых дифференциальных характеристик (энергетическое распределе­ние прошедших электронов при. различных (± ,толщинные зависимос­ти ИСсС) для отражения и др.) обнаружены расхоадения с соответ-с̂ гвующими экспериментальными характерис5-иками.Наблюдаа1ое несов-падеше щ>ейположительно связано с тем, что в модели непрерывных потерь не уштываются флуктуации в потерях энергии отдельными электронами. Уточнение физической модели, заключалцееся в допу -щенни, что первичные электроны имеют различные пробеги, распре -деленные по закоцу Гаусса с некоторой дисперсией, позволило до -биться лучшего совпадения с эксперименч'ом для ряда характеристик, хстл в этсяс направлении получены лишь предварительные результаты. Работы по прямому моделированию в рассштриваемой области энергий интенсивно ведутся японскими исследователями. Несмотря на различие сечений и алгоритмов расчета, многие характеристики рассеяния, полученные в наших расчетах, совпадают с аналогичными данными, опубликовашшми в [12 ,13] . Методика нашего расчета позволяет получать большое количест­во разнообразных ха^кистеристик рассеяния, многие из которых (рас­пределения по числу упругих соупарений, пространственные распре­деления протедшнх л поглощенных алектронов, энергетические спект­ры в фикс1фованннх областях хфостранства и др.)цолучены впервые. 145 



Предлагаямая методика ррямого моделирования рассеяния элект­ронов в многослойных мииенях, состоялрк из одного вещества, по -зволяет перейти к дальнейшеа^ развитию и усложнению задачи, свя­занному с расчетом характеристик рассеяния алектронов в много­слойных мишенях, слои которых состоят из различных веществ,к рас­чету характеристик рассеяния в сплавах, сложных соединениях и др. без существенных изменений в сам(й методике, однако в этом случав потребуются более мощные технические средства. На примере моделирования сложных прсцессов рассеяния элект­ронов показано, что предлагааюя методика пряного моделирования может успе1Шо применяться для решения задач анализа и синтеза Л о-пояьзование таблиц для основных функций позволяет локализовать изменения и практически не менять основц/ю прсцедуру щях. экспе -риментбшьн(»1 подборе форщул для сечений взаимод^ствия. / Реализация задачи прямого моделирования рассеяния электро­нов средних энергий на "Минске-22" связана с потреблевиа! пре -дельно доцустимого Бр^ени,и дальнейшее усложнение ее потребует перехода к более мощным вычислительным ^редстЕам, хотя методика моделирования сохранит при этом свои основные особенности. При переходе я мяшиням с большим быстродействием следует учитывать, что основнсй выигрыш во времени при реализации проце­дуры был достигнут благодаря тощ, что при задании «фгумента в щце числа с плавающМ запятой адрес соответствукцего аи^ таб -личного значения функции получался за 1-2 комавды. Операции ад -ресного обращения занимают около 1/5 части от общего числа опе -раций основного цикла,и возможность быстрей их реализщии на ма­шине "Минск-22 (32)" играет существеицую роль в совращении обще­го числа операций. Для некото1аис машин ("БЭСМ-б" и д р . ) , имеющих определенный уровень совмещения операций, образование адреса из разрядов аргумента *южет существенно (на порядок и более) уве -яичивать враю счета. В этом смысле более эффективными и удобными мохут оказать -ся однородные вычислительные системы [ 1 4 ] , состоящие из машин,ко­торые подобно "МИНС10Г-22" эффективно реализуют операции адресно­го обращения. Особенности задач на рассеяние позволяют легко по- . строить параллельный алг^жш с почта идентичными программами во всех машинах сжстемы [ 1 5 ] . Наиболее простая схема параллеяьнсй 
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протраммы получается, если кавдая из ^ ^ машин системы считает 
В/^ групп испытаний,где В - общее тасло групп испытаний .В этом случае в каадой машине системы выполняется та же програшаучто и в одиночной машине.'Е;цинственное отличие состоит в обьединении (перед печатью) таблиц результатов, полученных в разных машинах. При всех реальных значениях б временем на пересылку и объедине­ние таблиц можно првнеб1)вчь. Поэтоцу Е р ш я счета на системе 

^/ё , где г^- общее время реализации процедуры Р . В дан­ной схеме Программы была эффективно использована только объеди -ненная мощность вычислителе. Можно также предложить и другие схемы, исполь^упар[е другие возможности системы. Например, можно рассредоточить таблицы результатов и массив констант меаду СП ма­шин и за счет освободившегося места увеличить размеры групп ис -пытаний либо размеры вводимых частей таблиц, что приведет к со­кращению . Созданная и проверенная на примере ранения сложной задачи моделирования взаимодействия адектронов с веществом мето^^ика п р я ­
мого статистического 1Юдедирования позволяет получать интересные для практийи результаты даже с помощью машин с небольшим быстро-дейстшем. П1>едв^ительшя оценка показывает, что переход на . более быстродействующую машнцу, например "Минск-32% заметно р а о -шир«т круг решаашх задач. В частности, вполне реальным станс -вится расчет многослойных и многокомпонентных мишеней и др. 
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