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,

Пувь WeLp (t<p---;Z= L,l,._r.} - класс функlдий ,/ . опре-
деленньD( rtа _pcefi оси, у KoToImx /:F-"l локаJIьно абсолютно непр_.
ршвна, и l_f 

n'|, < l ( шесто fl.fl будаr писать в дальнеilше,t

|,|rl, й! ь.*]1 *"o*u"rr,o п"ппо^lj"ских функtш й цз \l еL * " 
n"-

рпЬд*, а.; W*H'- класс {,ункtцй J l у которшк модуль непрерывно-
стп 'h -й произвjдrой не превосхOдит задднного мод/ля непрершвно-
стп обl) , u Й: НЦ- подлножеетво Mнo]fiecтBa W'H-, состояцее
из функlц.tй перtrода а, .

0ilPiЦДiШiitE ([i]). Фунrпцю S, (е,r/) навцвают интерполяIи9ннщ_
сплайном степени 2 lця функtуп/(е)-на равномерноfi сетке b={bh}
dlc= g, l i, ...), если:

D S:Ъ4)(Ф,,r/,/ вепрершвна на i-e, <*r );

2) s!){z,sj-Zо ,rpn ьА"ГЧ1- Ц . z<(ь+l)Д+LЯ-У
( tu - некоторое число, fe] обозна,{ает целую qасть ,rисла @);

.з) Sz (ёA,/)-JF/, (b-Qty',...).
iiз определения видrоr. что сплаfiн не зsвисит ст змчений функ-

щм1l(4 меlкдr узлф{к ЬА, ё=_Сl, t_t, .... Такшr обрзом, если за-
ддшI цаI' l, l набор tцlсел F=lr.l ; то интерпOлrrцпон}шй сплайн
sz(e,tr) , рlп которого sz (,еАr7):Fр;опредедяетсяr как и вшше.

Сплайнов, интерполпрущих ф,ункtlию JP) в узлах 9916ц А' ;бес-
конечно много, однако из рабсiты i..H. Субботина [z] следуетrqто ес-
м |aiS Fill- yl IbZ х 1Ь 

hJ|<o. то сJпцествует едднственннfi пн-

терполяционннй сп;таfiн,с огр8ниченно|t:Z --й 
цроиэводЁойr и если

|*f/lrcL./l= 'О , то суцествует единствёнчй интерполяф{оtшнй

зI

{



Bz|4,/) спaпý z , rсщt оrтдлqаrвэ cr:al[ol z -fi. ц)о-

В лдrrой tпссIацtrвaDrся !оrъпо фп спI
це усrоrш |

iaEoдrol. l.B.

sъ(Е,!) . Есrr tслр
аФrо sz e,J) бул4
мя]

гл

(4)- Е

||.n-Z.|- *р|l.,i- Z.l- -
(I)

r улрцетвоIýь

час!rц сФпвоi сltла!Нов
спrаfrr пaрqдчэскяИ, то
ВlqдЁr crqдýrщte сбо9rвqе_

)l-- , r шfiqЕоrЕпоЕIl€ сtцэfif,r. опреде-
.псрощrrасtflб cпtalbrr в. рrlсброп ceтxo.Iвc-

cцofpolfiltв. Batt[шбpr в [ 3], явrштся
пqлчsрй{уть. qrо
пr.anb ý, la10 .

Ео, 
'4 1!ff€"-|lt,l- "n 

@,/)| ;

ё 
ц 

", 
о ё)ffi; 

r_1.1 
|О- Е, G,J) | @ < ё < 2 ; z- /, 2,.,. ) ;

( Е.., 
r, t,, )t_, = tffiф 

О@ - s |r* s\, ( о < ёз Z; z- 4 2,,.. ).

llр6.шаtцо й,шпгП к rx цюrgrqд л( ctt athlшx sz ё,Jl) нэ

раЕrdеЁоП celio рссIrцхвадосъ в 1вболос Iхогях авторов, особен-
но подробно п8!пrалось rrрiблrаflб перодtlчgскtо( ф!пrкцaП. 0дп ш
lЕpir( ,Еlтп,Гrl trваулъ/лалов прпrqддшif В.:.!. Пцошiрву Е4].Ilрrвqдаr

рвaне!ва А.А. Цаrсrдtбаева [а]- t6]. которце Hаlr понадо-
бя!с, в л!лшrёltла. Пусrь ФtшIвs//Л,l l_аgрqдrrqвская к периодt_

чесrпI сп!а!lн q Р,Р ст€пеЕl z шrтарподrрlr€т ое в уэrах
,|lr(|)'7/4п1:, fu + I,2,... Будаr обоэнаt|ать епо

ý",о {а,/) . Тбfiдii пр пз2ё n,лов.

s.ff-"^V 
rЧ - ý". rz, 7 l l= | ?7,z, l 4 l,

t
Z

qерэз

(2)

+

rл|а+Ц*-!!у7 LУ
(2z +t) У+|nl,u 4

i

Ид ?rl rf,) - вryклrfi щп/ль ttспllорrяосrп. ло

з2

?



(з)

.а rlа пtrюcтI)аrrcтBa нвЕреFшrо( I-порrодriчэсrхх Фпкцt прк 4-4Ь
шоет Iбсто соопlшбl э

Jllp
./.Ц'н

_l у /-) - ýr, 
о @,l л, -. ( !".) * о ф, l 1"еL- t

ор lZцпlо- lqл@,лlо
в

(4)

- коIlстаfi!а д€6ога.

Iвссr!атIжва€тся Iцх6.шеше ФвхIЕП, sqддя-
Im не Bcan оспr I rх цроrgволнrо( tlllтgроляIЕонtltш спrаrlнsш| Rа

равrщбIlrоl сетке. ДJи HeKoloIE ( классов ifoвшцi noýMollн Torшrae

зваqанхя ве!m х пранеi !плонеtrlП.
Цусть 44. /а,/ - ФддрrапалшМ спла н степФц t2 , !.6.

спл8Ля опръДGляаtf, усrовп п:

f f - ttъ-ь
L_ _ltаt)- 1 ^"- -' lly-Q t l,.:.2,Е, . L О, хrr+Е,
ПроrэвоrыI сплаfiп sr @,/) лфо црqдс!ашть в. вlдр

з, (.,/)-Е__j|(ЕА)Lъё (4) . (б)

Ьэ попqrr общrос,м будfl вцлаtь i,,-y' . OarBTюr нвкоторще trrrвecт-
Е$ своf,ства iЬпцлФrталыflх спJrаЛнов [?,81r

Lr,;/d- Lo,o 1z-49 Lo ?al, LL @)- Lz /-4) ,

|Lz@)| стр.|хт9я к lýrлD экспоlввtца.пъно ц)п l-|-- . И"цв
сIqдует, qто эхсdolrфтцаrыrо

Wb^-oret lr|-_ (o<L<,z). (6)

, | Р)iЧ е-l,э, , ,
1t9z Lob-q:{ о<а1/. (7)

L r-O: b-4-/,...l
Поrщш

/+l4z-Z-, l u",
- t,,

з
Ц+

ЦrО,

цaо,
8 -4 r',2,.. ,
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,axol, qо tH|
|l+M-} J

llд оiракэ

lн-|,

глýю.aсII шaa!ся пOоIqлоlа!ёлыlос!ь

*оlь|!.l
sI P,J),

л/, колоgfi
,!) . lя/эrо-

!аIаяr

I.п
чеI
л а ! ь я о с !.ь t а б о р о в JД

sqlдсл салlв
- q t /,,..

усль вадан набор trlca!r прr-
l'- .Paccro Еос!вдов3-Ion'/. ,рII

*U-Bl ,t-111,t,,
tt*1,1 гАJ l п о с л a д о в а l с , ь н о с ! ь по-

х сп!аfiнов Sr(z4!|), о р эдв-
Il набораrl. Тогда

сходt!ся r \la,P на лDбоI
рrодrчасlrr
tgнввх этl
равноIэрно

доц,адlЕlюtв0.

ý, (с,!")
конбчноl. проIбIу!iэ.

ДOКШАlЕЛЪСlВ0. 3аtцф!ая SLlr,!)_п S2 F,jl") в щда (5) r
уtптЕвая (6) , поцусасr., qо Sz (p,J) - S, (aS9- О rрl ,l/-* ,
прчаa. о!вшдliоr сfiqдlaос!ь р ldaрrая нl Bcrld Rонalпtfl проrс-
цл!кс.

I.Дr,я лDбого ос (-о, *1

ё"," ld - ft!*ё", ", 
ц t.), о < к <а .

wcrb Jr€ WЕ fl
Е€ со,,7 . Тех мl, Vj Н

4-!Е о lас W"Ho
3lfirсшрr ryclb

лл
ё2

qto

ёс

r!O

7-{,!"!: тсreэ"

|fФ - Sr?, рl <ljfi6) -S"саlд *lý"rл,1.1 -qслуl l.ё".,"GiJ*е*,
гдa lý

lal
\Fрl

/Е)< ёъ ё (а). с
J-e ; !аirяr чrо jr, ( 4)-/ /4) ,

Trliir.lTTTTпj! L9. с.з06].

I. Уrппlьаr
Пrai. ё\ 1а) <

rraшI
(2),

СДýДЕ{tslB I (q. Е?]).Пr а эт I.cro раЕбнс!-

*ffф Bl- gь (z,ilA- | ?4 
"- 

(q| .

во

m



В с е с ! н о с ! rr

".fftъУ/,)- 
в, tе,s)|о-фi| lu,

" о. *"=#E_"-fý#-x о н с l а в, а Фа в а р е.

в обоrr сIуtIалх равбнсIlо до9лlгь

"' "*-!tЧ{!fr.,i&rry,{i''- 
"o.clatlla 

лобаrз. в рботж

Е0, II] поrзэапо, во
йl"-!Llz", 'lo- } ln 7z.,4* } (zсп j , п* oll) ,

гдо r - постояяr, Эrrора. 0tсцдд с !пл.}!d (3) r (4) поЕпчо!ся

С8ЦДЕ{ВlЕ2. Ecr s allf,1 - вцпуr дцf, I одул ь
нaпрернвностt, !о

*an"- $ {'l - s, lэ!l.- oф + а" 1 h),

в tl .crцocll. осrl, arZd.r.t .lo

*ffzJfl'r 8z F,!ry|а- l\l" 1

,z;
2

ЦЦДЕlВlЕ 3. lla IHoI.clBa P.rxorrcPrro
шa!1iaрцвнцr ф5rпlцrl спэавэдtl!.о Gо-
orHofaHla

ч -lz'l",i,o (J, )
2. Пус l ъ o|chlcl, |l<2<,-, liC<zlt) l
-aa rItaрпоLцIопхцl cпr,rlB+Ia

(ц-/)
cal r. Д. Iопдr

Z) rc,а
t/0-gZ(чJFJ- fu)"'/to|, at dt,в,

!l.
Е.l4t)-!2rЕ""-а*-F___1с-t-SLць ]

гJ

[о) (0)



Прп э!оI д!я
соотпоlенlя

Е 2 ц ц: + гr, -t-л t-E-J,u-.p)! L,," Pl), <tol

Е" (а t)- (-|2! Е" 1tа2р,2) (II)

ДОltltrЗlШДЬСlВo. Фсть l. I п.д.llя опрqдалаfiостtl, 2€|О,l1,
HzbO - Hottololrrв rflcra. Ilo форrуло Те!tлоф,rпеап

я ар а Е, (е, t) lIэ]г Iэс!о

/r4 -Я I? р ".v l 
;,,|rlj,rl ц tn - r'-'at (12)

Уtппrвая, tпo опортор пrт€рпоrrрованr, лввtt, пs (2) r (I2) поlцl-
чдаa

z_,, .lJ)s"rе,р-Б'ёff /a,,ulj а

Фýnbtli-Lr. (4) d t +€п р) + €л/ /4),+hft (I3)

', о' яLh it nb ь- о'ъ rfъ".,,l,
-л]

.,orli!|i.f "',rl*-rl*'"t).
lb (6) слапlет, qто

lla в_ 7а1- lz:ta е .. 7а1 - О,
ta+-a '1 ,v+- -а

rцпrа схоллlосль lвЕrсЕ[lая на Bc.rtrc trонэtд{fl rцflryп(е.Оtсццд
х rB (I2) r (l3) поцltш

у ral- s, rчуь fi ilЧа|" -aj l ý ý- Ц'L".Bl)ar .

3деняя в пl!.цяла оfi"rор п уtп"flвая (9), пощпаfl (8). Рас-
фоIро. (9) rрп bl (l- 0, tI. ...). ýюtrця (z-i-f)| ,

ati



Rаr (hпкtпlя оп !Е r ость спдаlh{ на сатЕб Д rrв cti{r qдяясrвФхо-
сяi rlнтslлоляцФоtого с!лаi&lа EL|z,i)=o ( l = 0, !I,...1.Ц6"r*
ФнtI+tя

"(il 
-Е__.(с-t-rь)| t о,о tz)

гпп

7a-t7) . С дllrrоl cтopotm,
z эсть rсlтбIлоляцоЕrrп спдаrЕ{ по l лля фдtцiп

y(t)- Е lа-F/)*2/2,.G) ,

Фсцда по.qпrаап (I0). }lэ (

а Фхштlя f":Wl
.Щохш* (II). УЕi!цвая прqдстаЕЕtllя (9), (I0) r qдлlствdоlость пн-
!срюляI|оЕtого спmftrаi по.qдrаfl

Е 
" 

/о, t,1 - 7- l1 
L *' 

н" { t * zrо,. 1 - 4 {|r, -t -l [ - r r,t'1 Ь-,лt ]-

- Е_W -"-rЁ t|'-G--уt]t,. r ч) 1 о,

лк хаr. (a-t-lB1!-P12" (t-.rр_! - 1t-a ,р)2 . .Дца докдsлlа.
ФlЦСТВ,lЕ 4. П р п.дrёСоri ), t B_(t,i*t ) с п р а в б д r r а о

giyz K.(a,t) . (-|)L u-о,!|,... ) .
.ЩрlевrлалЁхо. rB (8) шва 

.о

лffiп.ъ_l.t 
r'l-",r,,sl|:l | 

н, r,,t)|at ,

С дц/гоП саоронц, в _слФi сIqдствllя I, флrхця Z,_ ta)
tаrьная, r павбс]Ilо L9, с. Ф_L mо

фп "4У 
G,2-н/! terl, ilt) (i-Ql/,,.. ).

пgсаь 7еW2ЧLa (/<р--) , }ta (8) с учетс (I0)

7 
Qt l - s !а t.,з л- / t 04{ ty1 @, k, t)at,

Q о F,t) - (z- t-2)j- ý___ r. - п -р1; L 
2,. Ё ё ).

JIЦIЛ 3. Пус!ь 4.€Ф,iв+l).Тогда

6) П (l0) СДQýr€П, tпб ttpi фпкgровдrrrq

эIспоltgrrцlадшlо !бнвае? прп |l|* -э

arc!po-

(l4)

sfl



r41 k(.,i+l) (ё--/,-z,... ) i
l, fu(qL-/):*gа\(а,/)-

лщrвАшtl61в0

IФl0 Gаrпcalb

4ra,t) -
о

Ьслд| Nя ЧВt)

Чr.,tl -

фlшl вэраrоrсrш

p,l":

E-4-,"tt),

l, ZlпЙ ,
О, t,}dJV,

tе,|е -rв, t) ;
Ь(i, a+l). (о-t,э,... ).
qло

.|_L"" (t)= /,

-l te(--, а_72,

tc|a.-iB, < ).

?_, Loo (t), ё(- ф,2-у) ;
(In)

-E_L2,ECt), tс.|в-р,

z=ot/,,..

|t<2<+),

(16)

с пэрqдлl
|Lrtzl|>|t 

"le+l)|,
.z>o.

Пувь L*n (а)-
lt , т.о!

L,nGl =

bBocTrro [ 6], что | Z ть(2)l>l л| (.*.)| $, О<l <t(^/+/У27 .
( 16) дд

t
0лсцдrвrшrI

( Е"ц ъr,r)"- С", (1н)hф'

Bocrrorbayflcя сооtIrfiаг.ш (7) , (Iб) , (16).
rЦША 2. СпрrвсдtIво рrвснс!!о

оър/4- (ilа,r.,оl"ИЙ"l; *; -n).
!дa

Fв



ДOЩrаШЕДЬСlЪ0. Щсль tL- tr, ц Q,.д,4.
раDдlс!во Гiiлцсра, traЦ{. с!о

ства. НаЦfl
очевпдltо.

(о) . Пусть ?(t)-E

Дроrоrпв в (I4) не-

Lz,c ( t)

s.ff.ц.l.f 
О)r,l-s'.Ц {z,-r)|< |z," rcl ,

п .tr6гtо цло!ь. tl!о на саa(х доIе qдвсь шсет lecтo 8нai I)аBбll-

2 L-o (t): 2 Lz_o o-t), ёеLqtl . (I?)
ь'! ' с-,-

Иэввстно (or. t6] ) , rпо_ IвродиrвскхП cпIлалн ý, {*, ?") rrre* 
"лПеРОДе н€ более 2W21 пврflвн внака. Отсцда i из лапн l слqддr_

вт, mо ф}пкия ?(t) воврвсtот от 0 до l вя о!реgкв [О,tl.Поэтоly
flв соотношеЕifi (I5) - (I?) поJýва€с

оЩ,э,rlСь? Р)-ОърФ'4-:s аz,р /2), (Is}

Теорепrа при А-/ допавsм. ОбщП сJryчаП сводптся в прqдццшl€ку эа-
raеноf, незаtисrЕдо порбrбнноfi.

IlPFДOiiiJillm I. }lхеэт Iэсто cooTHo!IeHRe

( Ео-,"",-L- il!ff*"J 2..,-Z.|- t|bo rаl|, ,

ДОtФЗАl'ЕlllgТВO. ftlределшr Флr"rпrо /* так, rпо

ll2rJl I L4"|, tё(Е,Е+l7, с -42,.,, ;
t |t*P=|6l', 

te,(b, c+t), Е-о,-/,..,
lla л€iоrЕ 3 ll rэ (ie) tдleёl

[ 1*n'tnyo-r --(Е""r,r,2,-)о
1

P*'r'rr#l - Zin : ( Еrц r,", * )",
С trrчетоr нэпIврвнос!и f ?ч *nv'.n-

( Е"-,,,,,- )о - t &|,", - Z|, 1,

Тоглё,

э9

{19)



цж этоa в спФ. (I4) tцеа. ц)qдсгавленrе

z rn - z. - -"[ J |"n){ty) La 
" 

t t)at,

Отсцр я rB собЙооаrrя (?), оrrрqдвлашя фжвцп S*@) l (I9) по-
Jyca трбуФс IDBaHctBa.

L"rol|r-} Oz (z, +l1ЗДlЬЧДrПЕ. В рабоrа [8] пшазаlо. ,по t +

+ С} o(n) i цгqaa Bllпlcaнo !очное gначэtllо Ko||clallrк
ПРЦДlШЕlИВ 2. Пусль Уар< i"l -i, 7^,|9<ф,

/< Z <z,+7, о < L< !_ / То! дt

9аd2ц

( Еr,r,, о,, )rr- ( Ez-"*t, z,z.-a,l, 2' )Lr,
ДШезАТЕllьсТtso. I]yc']b ?1а)€Lр . ЬвесЙо trz, с. Зоrl, ,по

|rrо|о-ур,, irr.lgc.la-. (ю)' |?le,<t _,
Обоапаш g(t) -S te,/1t+la1. УllrвIвая (ii), (II), (20) r cBol-

с!во хнварая!нос"r ноIIн оlltосltaIыtо сдвIга, будаa пaеfь

( Еr, 
r, ar Lr-,,ffъУ to1o 

- s t' la,p l, -

rйц Jlt?
|"|ef

futЧ,л-s!dr,,р)"в)dа:
-!

I
rBt)

- 4цp *!'
Лэl).t 1ёlr,

at<r'

iц-,,t#t[!Р-
а tц
al 9Фdl=

-о.ff 
о! 

+Пltl, sr-Ч l фЛ 
р, 

- G 4 а,zц 7 )1r,,

ч!о r ц)вбовалось доrаsать.
40



с.lЦДЕlш б. Il!rсrL lBp<a,f */,-|,ТЪпда

(Еr*rr,о,)" , l&l"' д , 
(Etz,o,r)L; - Счr, Ф,l)l/' ,

' (Ez*,пo,r)"-fua'u tali

Оtlrвяоr, rrTo ря 2l -поулорчвсrк ifuDшtвl &rrлог рэулъЕаrа (eI)
поlучаr H.Il. IlolП*ryr* [I3].

Лпт9ратура
I. ствчlсrн с.в.. суББомн I}.H. добавrвнrя п rоцпg: lh.lбспп.

?сН:**. !д.Уолл, rеоря ctдsl&toв jf сб lrрпrо&.нrя. - lt., Шр;

2. суББоIин D.H. 0 Dа3носr. п l сооlвэт-'1965. т.?8,. с.2,L,l2.

"*r*.fflýh: 
lhlbcol{ Э.. Уош.Qr. Тэоря iпrа!нов п gэ цх-

4.

ý

?

rC.

с.

@д
п

2
I.itr. O.лаtцl

п rl.
Фttдо Iд,

нa-
. за-

8.D. o.!at!a].
t ltt.!atb.ir. ,

вJ.
Balf,,
1968,

А.А.

6. lцrcшGлЕв д.А.

.,цп o.a.i
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