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Ваедение
изучение лобuх обlектоЕ или npoi:ec! предлоrЕгает поиск

и вuяlr€ние связаннtх с ниr4и зак.:но!lерфостей (cTpyt<Typнýx, ди-
наr.ических и т.п.). В настоrц{ей работе объе(том иссrЕдоtания

выступает научная (I9a тематиче ская , Физ1.1ческая, биоJIогическая и

т.п.) теория. Пр; ,.том о}lа р : '_Lматривается как слопное поли-

систеяное обD€эование, облаяарцее иерархичaскиi строением. Со-

гласно стр)п<турно -ноraиr.а i ивнову подходу [3] в теории вчвеляот-

ся пять подсистеra.

Ьг ико -лингв истtаtе ская подсистеraа обеспечиaает Функциони-

роgание теории как концептуально-дескриптиaного средЕтaа пред-

стаlrЁrtия и организации знания. Ее разлиaнuе уровни иерархии

обра3уaт: l) понятия, лредставлrеr.че разлуa]фDaи сli9ёнфUм,, с

ниии стрJлтуtвмиi 2) тевqинu, яэляlоциеся именаr.и пофятий;

3) алФавитu и сювари язUков теории, которыq строятся из систе-
}aI те рциноa и рrда aспойогательнIх эrtеa,tентоa; Ч) праrила пост-

роени, в!ра||€ний; 5) сеr.ейст!а ,зgков теории; 6) праrша вьl-

вода (в oc.roвHor.r дедуктиlнче) одlих вUражений иэ другихi
7) аксиоrаu (эаконьl) теорrи; 8) логическ}.rе исчисления, построен-

нrё из исхорluх аксио,l с поirоцьо правил вlЁода.
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llодельно-репрезентативна, подсистеraа сr|)rtiит дл, концеп -
туального п9едставлени, в теории внеш}€й по отноцrенио к ней

фальности. Различнче уроЕни иерархии этой подЕистемr составля-

от: l) экспе pr+reн тальнUе моFли обr€кlов из пDеметной облас-

т, теорииi 2) поrнче r.одели объектов, при поlстроении Koтoprx

использ)rется концелтуальнuй аппарат данной теории; 3) области

воэвох(нчх прихенений теорииi q) моFли объектоa, для которuх

вuполняк}тся законл теории; 5) законu пер!ого и более auсоких

уровней ('Ъб!a{нr€" законu, ог рани{ениr, 9ероятностнl€ закояr,
прr0iц}fru и т.п.), предстаэr!еннre опредеrЕннв.и мнохествами мo-

Frtй обlектов, цноreства|llи таких iiнoпecт! и т. д.

пDоблемно-эвDtстическая подсисте}iа обеспечивает постано8-

ху и реlllение с помоlцьD теории caнilx различнuх познавательных и

практических 3адач. В качестве ее основнвх элемевтов вUступаот

задачи, проблеrý, вопросu, задания, rилотезш.

прагr.атико- подсистейа pacкpllBaeт научнуD тео-

рио как совокупность концептуальнцх действий (выводов, процес-

сов интерпретаций и решений sадач, различraцх t{атеватических

преобра9ований и т.п.). Гла9нуо роль в неЙ играDт понятиi опе-

рации, проqедуры, алгоритr4а, а Taкlxe разлиqнUе оценки (истин-
ность, эФФектианость, робастность и т.д.).

Систе}iа связей отрахает Факт целостносrи теории, состоя-

цей в Tol,t, что обучно ее подсистеaiц иrtерт обцие элеi.ентu и

объединяшlие их компонентu.

Последние три подсистеиta, как и первuе две, такце облада-

рт иерархическиr. строениеra. Вцбор перечисленнUх подсистеri осу-

цествлялся таким образоя, чтобu ка|дая из них могла в опреде -

ленной r.repe прqАставлять какуо-либо сторону теории в цело}r.

Рассirотрение raеньч|их подсистеl. не дает такой возt'к)llности.

полисисте}tная прйрода научной 
"еории 

сцrf,rт объехтиэнш.

основаниеri для arцВипсНия сa!!х различнUх обра3ов теории.ДеЙ -
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ствительно, стандартвuй падход [l7] повиl4ает научнуD теорир

как некоторое ассерторическое Фор}rальное ( дедуктивное) исчис -
ление,т.е. как Форr.альнуlо теQриD.Теrr самul.{ он отра!(ает ряд ас-
пектов логико-лингвистической подсистеiiц, хотя и не исчеоль.вает

ее полност bD. дналогично обстоит дело и с другиra раз9ит!lи lieтo-

дологическим подходоra к реконструкции научной теории - струк -

туралистскиl, [lЗ,tЬ]. В Her,' теория расс..iатривается как развет-
вленная система !iоделей объектов из пред.,iетной области теории.

Такиl,i образоl.i, и структуралистский подход полностьо укладUва -

ется в }rодельно-репрезентативнуD подслсте}iу струкlурно-но!lина-

тивноЙ i{одели научноЙ теории.

Предлоrенннй р.л.Еш!овв}. и к.Ф. самохэаловr" [5] "ов"и 
под,

ход к строгdrrу представленир научной (..rатецатической) теории

рассr.атривает теорио со сторОнц ее проблеrано-эsристической под,

систеl.ч. Разработка н.г.загоруйко, К. Ф. Самохваловьш,r и Д.И.Сви-

рпде"ко [6] !rатеi{атических иоделей элiпирических теорий пока -

зuаает, что более полное представление научнuх теорий требует

а$хода за границU одной подсистеi,iв структурно-ноriинатиgной мо-

дели. А иlrенно каноническое предGтаЕление эraпирической теории

h и"еет 
""д 

(v.оЬвVrтV) , " "*"no""rr"ec*oe 
- вид (v,

obBvrSQ). ,где v - мноцество премкатнuх Glцволов (имен) i
оЬЗV - и*струкции о Toм, как и че}i проводить наблодения,что-

бu они относились к теории L ; l!т - тестоaцй 
"rraopnr"; 

ý9 -

аксио}iатическая систеraа сигнатурu О . Последняа вклDчае' V
и состоит из терraинов теории h . В силу всего этого компонен-

тьa V rr gQ э"ппрar"aской теории относятся к ее ,югико-лин-

гвистической, а компонент!l ОЬВY n ТV - к ее прагilатико-

процедур}lой подсистелiаr..

В цело}r структурфо-ноraинативная 1,1одель позволяет не толь-

ко объединить эти и Аругие образu теорий ! едrrное целое, ука -

зав одновре}rенно те сторонu теории, которче отрахаоrс, различ-

нul,iи обраэа1.1и. 0на, во-первttх, с)дественно ра9вивает ка|дцй из
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них, и, во-вторшх, устанавливает rtекду ниraи глубокие связи, не

подвергаылиеся до сих пор строгоr{у анализу. Это дает в совокуп-

ности более адекватнуl} и Bliecтe с Te^i точнуо картину того, че^,|

же являlотся реальнuе научнuе теории, и по3волrет вскрыть llнo -
гие закономерности их строения и развития.

l. 0сновные конструкции и результатu теории

именованных raнoxecTB

Возмо)хности для точвого и строго анализа ваучной теории,

ее подсистем, коriпонентов и элеraектов дает теория именованных

r.нопест8 [Z]. В 
"a 

pal,iкax исследуотся саl.uе обцие и универсаль-

нtlе свойства отноlдения имено9ания, а такпе развивается аппарат

для выра,хени, конкретных свойств именования в каждо1.1 отдельно}i

случае. Прийенение теории именованнuх ltlнo!(ecтB к анализу науч-

нчх теорий основцвается на Toll, что "понятийнуD основу побой

науки состааляет сло)lная сеть иrrен вецей, имен идей и ил.ен

имен. 0на эволоционирует ca}ta и меняется ее проекция на реаль-

ность" [9, c.lý]. Поскольку все элеr.ентu теории: понятия,лiоде-

ли, законц, 9адачи, алгоритr,н, оценки и т.д. - имеот структуру
илiенованного мнохества, то теория именованнuх множеств лозво-

ляет анализировать как сайи эти элеr.ентц, так и связи мехду ни-

ми, как статические, так и динамические их аспекты. При этол,i

вахно подчеркнуть, что имя здесь пониiiается весьйа llrироко, на-

пример, как некоторая знаковая констру(циi, являццаяся си1'во-

лом, обозначениеi{, названием, описаниеr., определением или л{о -

дельр объекта t атериальноЙ или идеальноЙ природу. С этоЙ точки

зрениi понятие ]i€нованного }illo|{ecтBa Фиксирует то, что в по-

знании имена са}aоrо различного вида используртся не са}iи по се-
бе, а как иr.ена ca!ýlx различнUх суцностей, связUваеraд|х с по-
9нанием и представленнчх эленентайи носителя соответствуlоцего

иiiенованного liнoxiecт9a. В качестве таких сjдlностей эuступаDт
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познаваеiiце объектu, Форrru и способu их представления 8 знании,
когнитивньlе и практические действия с объектаliи , преобразования
понятий, iiоделей и 1,л, и т.п.иraенем мо ет в!lступать не только

некоторuй концептуальнчй знак или коr,tбинация таких энако9) но

и чувственншЙ обраа объекта, результа' вuполненнUх над объек-

Tor. количестаеннuх изiiерений} качественнце и количественнце i{o-

дели объекта и прочее. Причеra определеннце элементU теории в

одних отноlдениях r.огут вчступать в качестве имен, а в других -

бuть объектаl,|и, которUе и}aенуотся с поющьlо других иt{ен.

Для введения понятия иraенованного }aноцества заФrксируеt.

три категории |,iнoxecтB (или классов) и их отобрашений (отноше-

ний) EDS , Set , СО1 , для которýх вчполняется; l) 0Ь ШtS ,

оЬ Set Е оЬ со} 2) шоr Епý,!lоr ýet gлlоr со1. в со1
внделим некотарrцй подкласс llgшоr со1 . при поiiоlци различ -

ннх условий на класс l[ MolrrHё определять конструкции, неоохо-

ди че в каlдоrli KoHKpeTHoll случае.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ l. Именованнuli (по классу lrt ) (!Tu-"ror""r-
вои) liнoл(ecтBol,| назв9ается тройка 1 = ( Х, а, I) , где

х€ оЬ &в; I€оъ в€,t, с: x{r (eýXxI) и с€ }t

llнoxecтBo Х назчвается носителеrii и обозначается ý(Х);
мнокество I назuвается llнo,{ecтBor.t иtqен и обоэначается Ш(Х);
,,tножество Пl(х) = (а€ I lЗ:.€ s(Х)&((х,а)еа)} """"r""r-
ся MнorecтBoti непустнх (Фактических) и}rен; отображение (отно -
шение) с назн9аетс, отобраlениеii (отнощениеr.r) именования ,
обозначается n(X) ; эле"еrт а(х) с Т (для однозначного

отображения o, ) и йно!(ество с(х) = tae r|(xra)ea) См"
отноц|ения с ý xxr ) назьaвается полнцli и^iенеra элеraента х€ х
в N-множестве Х . Элеr.rент а€ с(х) назсваетсв частнвli

иlrенеri х в Х . Если полное имЕ элеraента :С состо.т только

из одного эле^iента, то этот эле}aент на9цвается иrrенем ! вХ .

Прrмераци этой конструкцrи rioпeт слуrить совокупность всех

N -r,rHoшecTB (классов) з а(сио},lатике Церlrело-Френкеля (Бернай -
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са-Гёделя), где ll =l[oa Со1 состоит из всех отобраiений мно-

ttrecTB ( классов) .

Еце один прп"ер [4 ] класса именованнuх цноllеств даот ну-

мерации, т.е. отображефия некоторого подиноrества натурального

ряда lT на исследуемцй класс конструктивнuх объектов ( Форrrул,

сло9, цатриц и т.п.). В этоrr случае EDE состоит из ![ ,
всех его под!lнох(еств в качестве объектов, а такке асех отобра-

жений мехду этиr{и объектаt,lи;8еt состоlт из прои3вольнuх клас-

сов конструктивнцх объектов; Ш содержит все частичнце Функ-

ции со значениями в классах конструктивнuх объектов и опреде -

ленных ва натуральных числах. [lолучаоlцаяся категория ý -мно-

)IecTB в точности совпадает с изучаылейся в [Ц] категорией нуме-

рованнuх ll'oшecтв 'll , еслп l.iорФизмал,tи в категории ЕПg бу-

дут все общерекурсивнuе Функции. Ваr(нур подкатегорио при это}t

образупт вýчисли|{це ну}rерации [tr]. В них l! состоит только из

вычислийых частичнЕх Функций на !r , а объектаrаи в Шlý яв-

ляlотс, только перечислииьlе raноr(естэа.

llонятие иi{енованного Mнo)recт8a при своей дальнейшей специ-
(Икации охватшвает изаестные нестандартвUе понiтия raнопеств.

Так, tlультиtlножество является iiатематическиr. объектоl,i, вполне

аналогичныt!| liнoxecтBy, но отличацllимся Qт него тем, что содер-

r(иT повторЕпциеся элементы, кратность вхоI(дения которцх в }lуль-

тил,rношество оказывается суцественной [8, ".r,98]. 
Нультиrtнохе -

стаа в сiluсле этого неФорr.ального определения получаlOтся, если

к определениlо 1ý-r.rHoшecTBa добавить аксиоllу, требушцуп, чтобu

элеr,iенты носителя Х были различиi,iu тогда и только тогда,ког-

да их образы в irнotecтBe имен I при отображении иraенования с
различнu. При этой во 9сех трех семействах EnBr8et и СО1
.,юрФизr,rаrrи будут только отобрашения. Согласно fl] "ул"rп""о*е-
ство на liнo{ecтBe 8 - это r{нoшecтBo ý Br.recTe с
а: в фц, задашlей кратность элеr,rентов 8 , где

1,2,... Нультимноrества в этоri сr.нсле получаlотся,

Функцией

Шо - о,
когда в ка-
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честве объектоа сенеЙства Еа8 берутся произвольнuе мHorecт-

ва, а сеr,iеЙство ý€t содерrит только один объект - |,lнoxecT-

"о \ 
всех целlх неотрицательнuх чисел. }lультиl.tнопества в

с}rьrсле [15] получаl}тся, если в качестве объекто9 семейства

ЕШ берутся произвольнuе llно ества, а семейство ýёt со-

дерr(ит в качестве объектов произвольнuе }iноцества кардинальнuх

чисел. НооФизraаilи в Bls будут произвольнче отобра)rения, а в

Set - проиЕвольнче отношения.

Соrласно [ 18] нечеткое подr.ноrество универсального r.Horle-

ства U является парой [Д, h] , где }rA ! g +[Ot]- буrк-
ция принадле ности. Нечеткое подiiнох(ество л цоrкет бuть пDед-

ставлено а виде r.HoKecTBa nao (u,цп(u)) |UC U }.
мнокества в этом сr,iысле получаотся, если сеraейство

стоит из произвольных рцrжеств и их отобраrений, а

нечеткие

Вs gc.-

семейст,tо

Set - из одного объекта (оrрез*а [1,1]) и произэольнчх бинар-

ных отнощений на этоl.l отре3ке в качестве ,lорФизllов. Если в оп-

ределении нечеткого }lвожества вместо отрезка [0,1] "зrт" про-

извольнуD решетку, то получиti Ir-нечеткое подraножество raнo -
жества ! . Если U не Фиксировано, а произвольно, то получа-

ем нечеткие или Ir-нечеткие ,.ножества [ll, ll]. Последние по-

лучаDтся как частнUй случай lf-r,iнox{ecTвr если семейство EtrtB

состоит и9 произвольн$х lrнox{ecтB и их отобраriений, семейство

Set - из одноrо объекта (реrлетки I.r ) и произвольнuх бинар-

ных отноцlений на ! в качестве }aорФиз}rов. В приr,rерах, связав-

нuх с нестандартнчr.и повятия!rи мноrеств, кпасс lf, состоит из

всех отобраriений объектов семейства Bls э объектч се.,iейст-

ва Set
0ПРЕДЕЛЕНХЕ 2. П-мноuество Х назчвается: э) норriали-

зованнur4, если вuполняется равенство Ш(Х) = tTt(X) ,т.е. если

отвощеilие иrrенования n(x) отобрашает все Х на все I i
б) одно9начно иr.енованнч!l, если отношение иr.еноаания п(х)

является отобраr(еr|иеr,.;, в) одвоrменованнц|,i, если мя ,tбuх двух
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эле,{ентов Х и у€ ý(Х) выполняется равенство С(Х)=С(У) 
"

с = n(X) является отображением1 г) индивидуализированныrtl, ес-
ли разные эле}tентн из S(X) иrrеот разные полные иrqена в Х .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. I[-MHolKecTBo Y= (У rРr7) назчвается име-

нованны!t подrttножествоl"t (слабым именованныtlt подt4ножеством)

Iý-MHolrrecTBa Х=(хrс, I), если YgX, ТgI и

р=св l(y,}.)- оrр""ичение отношения cg на У " } ( и Р ýс П

П (у, })).Такое отнощение мешду I[-множествами Х и Y
на3нвается вклочением (слабым вклрчениеii) и обозначается
yсх (ygw х).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. НорФизrtом IТ-л{ножества Х = (Х ,С, r) в

![-множество Y= (уrpr}) 
"""r"""rся пара О= (f ,g) , где

f- морбизм в ЕПg из Х в у , 8 - морФизlr в Set из I в

Т и в СО1 выполняется равенство О8= fP , т.ё.коl.lйута-
тивна диаграмr.rа (1)

(l)

Если о=(frg); х*т и F=(hrl)i!+Z являlот-

ся r.rорФиs}rаr.rи Ii[-MHolKecTBrTo их произведение определяется естес-
твенныl.t образdм: gP = (rhr8].) : X+Z .

0ПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Пусть Р : Т-о }, yi Z + Х - некоторuе

морФизш (срръекции). Тогда левым (консервативным) t-расшире-
нием N-}lножества х= (х 1с!9r) называется ý-l.rHoжecTBo Z =

= {ZrYСJ), а правь.м (консервативным) F-расlлирением - lI-мно-

жество I=(ХrсFr}).
Пусть Х - произвольное именованное множество.

ЛЕММА. а) К а жд о ltt у п од lr{ н ож е с т в у YSS(X)
однозначно соответствует норlиа-

лизованное ý-мношествс IgXr для
которого S(T) = У ; б) кашдо}rу подрtно-

т -L}
"| f l е

х-У

l

lll



пеству 7sШ(Х) однозначно
стаует н о р ri а л и з о а а н н о е

ство Y9t для которого

соответ-
-rrноrе -

ш{т) = }
Jесли при этом Ш-цноltество Х яв-
ляется Функциональяuм (одноимено-
9 а н н u i,t, и н д и в и д у а л и з и р о в а н н ы м) , т о

этиr"t же свойствоl,t обладает и I
С поirqцьD этой леr.мU устанавливается следупцая

тЕоРЕиА r, а) Есл" Х9 (Х/ -правое (ле-
в о е) р а с lл и р е н и е и Y S Т , т о с у -
ществует едифст9енное r{инималь-

Ilвое правое (левое) расцrирение
(т.)
го

лiется полнцм прообра9о}r Уо
=to<zl зrсхr= p-117f

"rИ Il ," Ye относиrель

lf-rrHoxecTBa L для которо
вuполняеlся бклочение xlgxo

0тметиr., что консервативность п9авого рас|Uирения неФор -
riально о9начает, что при расlJирении ве появляется новнх пустчх

иr.rен. консервативность левого расlлирения неФорвально означает,

что при расllrиDении не появляется новчх элементов в носителе,не

ийеоцих имени.

Для доказательства первой части теореt"ý в качсстве l бе-
perl оrраничение r{орФиз}.rа О на iHorecTBa } и ! (которое

является полнн}r образоr. }р= flt) относительно О , т.е.

IF{k4l]J€ }р
Zа

ное расllrиэение, то и t
ЛЯеТСЯ К О Н С е Р В а Т И В Н ia r,r

е l..

(Ye gXT ); б) е " , хО iXr)

Т, в Е .. В случае левого расl!иренr,

^ {t.) я в-

расцlирени-

в качестве е бе-
и Y (которое яв-

Т , т.е. V .
(zTy)}l. инимальность расlлире-

- консерват и 9

относительно

= Р(Y) (Jok) 1,а в качестве б - влоrение

pera ограничение }iорфиg}.а Т на I{HoжecTBa У

Ш-мrоrеств и вто-но вкr!чени,

l12



рое утвер{дение теоремц устанавливаотся непосредственной про-

веркой ( c!r. диагра}.му (2))

(2)

Действительно, пусть аa, = (УrРvД) - правое расlrlирение

N-r.нох{ества L мя которого выполняется вклочение 

'l 
SXO,

Это означает суцествование }rорФизr,rа Р: Н . К, пля которого

pYp = vco }{ которuй является влоlкением, т.е. Н является

rюдr.ножество1l к. lloкar(eм, что лбой элемент 1€l принадле-

шит Н . По построенио Ir для I с)пцествует элеr..ент J€ }р,
Iия которого n"eeT "ecro 

j(po)l . 3начит, суцествует У€ I,
для которого справемиво у BJ и Terr са"u* у( F po)l . То.да

из определения ý-под,rнопества Вр = Vс, из чего иr.еем

y(vco)1 Но по предположенир \rсо = BYp ,т.е. получаеri

у( wр )r . Так как р - вrюх(ение, то лобой элеr.rент из К ,на-
ходящийся 9 отношении (9тр) 

" 
Heкoтopuri элеяентои из У,при-

надrrежит fi.
В силу проr.rзвольности вьa6ора элеriента 1 получаеrr, что

IJ g Е , т.е. с]ллествует влошение tt: IJ ф Е, для которого

6 = тр . Так как б - r,rоно1,1орФизr., т.е. на него моr(но сокра-

щать справа, то получаем и равенство Y= ЛТ. Te.,i ca}+ara до-

казана ко!lл,lrтативность всрхней части _диаграlrrrr (2) .

Консервативность расlдrрения YI 
"п"ду", 

из тоrо, что

в В по построснио вообце нет пустчх имен.

Y

р

р

е

1
I

lr

llэ



Рассr.rотрение ниl|ней части диагра}a}Фl (2) проводится анало-

гично.

ЗМЕЧАНИЕ t. [lри доказательстве иеявно испольаовались

предположениr, что все irор(Из},Фl riнoпecтB в рассriатривае!чх ка-

тегорrлх определяртся свои}.и граФикаtч1,1, категории Еllý и Bet
заraквуту относительно подобъектов, а класс Ц - от}осител5но

произведений и ограничений.

слЕдстВиЕt.Если в диаграйr'rе (2) о-
отобраlенrе (инъекция), то и Л -
о , о б р а r е н и е (и н ъ е к ц и я).

СЛЕДСТВИЕ 2. Е слl. ХО (Х] - однозн а чное
(и ндивидуали9и рованное) ý-мноrес т-
во, то такиr. пе будет n tl(Т")

Воз}iокности для продолпениi расч!ирения -подиножества

до расlлирения всего ипенованного мHor(ecтBa дает след)м|lая

тЕоРЕtЦ 2. а)пра9о}.у рас|l,ирениФ Yl
П-пвоrесr.а Y -сХсоотве тств ует пра-
9ое (к о н с е р в а т и в н о е ) рас|llирение

ХО IT-rrHoжecTBa Х, содерr{а|цее II
тогда и только тогда, когда диа-
rраrr.4а (3) в категории Set вкла -

Ачвается в коraвутативнуD диа -
гра..rиу (4), rде 6-инъекция (и

6 - п р о е к q и ,)
6

I'_K!

^l,
(3) л l.

I
(4)

I т
р р

Р а с ш и р е н и е IО Ё и н и м а л ь н о, е с л и

(q ) - у н и в е р с а л ь н ц й к!ад9ат .rz];
6) л е в о,а у р а с цl и р е н и D Yе и м е н о ь а н-

I l4



с

но
ет
ре
ще
да
вк
гр
ек

г

н

е

л

а

ц

о множества Y gx соответству-
л е в о е (к о н с е р в а т и в н о е) р а с lл и -

ие Хт N-множества Х, содержа-
Y_ т о г д а и т о л ь к о т о г д а, к о г-Е

диаграмма (5) в кат€гории ýet
аДЫВаеТСЯ В КОltt"|УТаТИ BHyKl ДИа-
M,-ry (6), где Е-r"ъекция (и З-про-
ия)

Y

ч

Y

т

xv

z.I
\|

\|

Е ,(5)

х

"l
z

v

т

Е. (6)

Расtлирение
квадрат (6)

для любого
рата Bv= фп

Х_ миниl.,lально, если,U

универсален снизу, т.е.
kol,|ltty т а т и в но го к в ад

сущест вует,"!орФизм 9,
для которого
му (7))

9п= т и Е9=ф(сr.r.лиаграl.t-

\ .фт_-ci оч 
l-

(7)

g бl

Y е в I
Мекду свойстваttи N-множеств и их расlлирений суtцествуют

определенные связи, часть из которых приводится ниже.

ПРЕДЛOilЕНИЕ. Е сли ле вое консерват и в-

ное расцtирение Хт N-множества Х

l15



является и н д и в и д у а л и з и р о в а н в u л,r

( о д н о и !l е н о в а н н ьt !|, норriализован -
нuц), tо тем ше свойствоl.t обла -

дает и car,ro Х
СЛЕДСТВИЕ3.Если Х - и н д и в и д у а л и з и р о-

в а н н о е (о д н о , м е н о 9 а н н о е, н о р м а
л и з о в а н н о е) Ш-r.r н о ж е с т в о, т о т е r, )х е

свойствоl"t обладает лобое его
консервати вное ра сlllи рение.

ЗМЕЧАНИЕ. Без требования консер8ати9ности эти реэультатц

ух(е l!югут бuть невернu.

ЗДЁЕЧДНИЕ. УсJювие второй части теорелiU 2 вuполняется,ес-
ли категория ýПВ заr,rкнута относительно разности и объедине -
ния l.lнoпecтB.B этом случае йожно в качестве носителя Z взяrь
r.ножество (х\х)uv и полоцить тЬ=е и '|х\х = Iх.

2. Некотооые законоi.ерности раз9ития а9иФr.rетики

83яв в качестве научной теории ариФметику, пDиr,iени}i рас -
сllотреннuе конструкции и результатu к анализу ряда исторических

ситуаций ее развития. 0соэнаваемое в плане противопоста8ления

"истоgии развития" и "логики раэвития|| точное и строгое описа-

ние этих ситуаций Фактически означает вскрытие ряда сторон h

законоr.rерносrей того, qто }ошно наз9ать дейст9итель}lой логикой

развития арифirетик, как части l4атеiiатики. Другиa'lи словаr.и, уке
caмit возl,iокность и Tera более реализация такого описания делает
несостоятельныraи вtaводч о "нелогичности" развития }tатематики
r-'l
ll) .

Прежде sсего отraетиa,l, что, начиная с Еаклида, лобое }raтe -
йатическое понятие Фактически вýступает (как правило, неявньlt

образоr,r) в виде именованного riнot(ecтBa. Действительно, raaтe}ra-

тическоr4у повятиlо дается некоторое иraя, а затеи его содерl(ание

раскрuваеlся в определении, которое является ничем инuи, как

llб



описанием riнoxecTBa элеrrентов,фразукхцих носrтель cooTBeTcTByD-

щего П -r4но,i(ества. Это хороlло видно из д9нного Евклидолr опре-

деления понятия целого r.исла: "Единица есть (то) , через что

ка,fiдое из суцествуццих считаетсi единuл,ti чисrю же - iiнoxecтBor

составленное из единиц" [tO]. И"а"е говора, число пDедставля -
ется в виде некоторой совокупвости единиц, которая иr4еет опре-

деленное обозначение (имя) из выделенного класса слов - так на-

зцбаемчх "числительнвх" (например, "два", "три" и т.д.).
совокупность всех чисел, каt{доц/ h! Koтopýlx отэечает

свое имено9анное riнox(ecт во, Taк,re лредстает в виде N-MнotxecT-

ва. Еrо носителей ябляlотся совокупности единиц, а эле}tентаlrlи

r.Hor(ecтBa иr{ен - названия (иr,rена) чисел. в своФ очередь, и это

N -rrножество иl,iеет свое иия - "натуральнuй рrд". слеАует отие-
тить, что в данно!| случае, как это реально и происходит на

лрактике, на38ание числа с помоlцьlо числительнцх (наприrrер,

"три") выступает одвовременно и как ивя совокупности единиц и

как иця N-r.rHoжecTBa, соответствуlоцего данноiiу числу.

Современное представление натуральнuх чисел в теореrико-
ннох(ественной матехатике TaKlle имеет ст9уктуру l[-MHorecTBa.
только при это!r ивя числа |,iожет быть заАано как на естествен -

Holll язнке ( "числител ьное") , так и на матеiiатическоi,| язчке (в

некоторой систеr.{е счисления). Носителеrr при TaKoм представле -

нии понятия числа является класс эквивалентных друг друrу ко-
нечнUх liнo)|(ecтB. как и рань|цg, на9эания чисел вuступаФт одно-

времённо как имена классов эквиgалентнuх MHo)recTB и как и!iена

тех N-мнояеств, которче соответствуDт этиri числаra. Jlри этоr,t

у ка)lцого числа ил.еется много имен на разннх язtal(ах, в качест-

ве Koтopux, кроме естественньaх язчков, вчступаот разлrчнuе си-

cтeriu счисления.

[|еревод чkсел и3 одной в другуо систеrу счисления являет-

ся |.loplиg}rolt П-иноlrеств; при}.е9ой слуtl(ит диаграriма (8), в ко-

тороЙ слева стоrт Ш-^rноrество, соответств)aпlее десrтичноиу
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Представленио числа "3't, а справа - его двоичнову представле -
нир

{з

t
({., 

", " 
},{", 

", ")

} (l l)

{ 
""rrr""'"l

{,.n.r," ) ' { 
"n"nb

(8)

{ велl"п*" },
(9)

{",";"},... } - ((а,а,"),{",",в}, {",","},. .. )

Эrот tr(е переход 1.1ожно рассматриваrь как расlлирение ý-мнохест-
ва, представлашlего данное число в исходной систеr.е счислеtlия.

как известно, определефие числа, Аанное Е вклидоц, полност blo

удовлетворяло l.iатеriатиков до тех пор, пока они не столкнулись

с проблеiiой, оказавшейся непреодолиl"tой для античной науки.Бы-

ло обнарушено, что вполне ecTecTBeHHi.e отношения между геоиет-

рически!lи объектаirи (налрииер, цешду длинайи гипотенузч и ка :

тета равнобедренного пряноугольного треугольника) непредстави-

rru в виде отношений иежду целuми числаl.iи. 1,1е,{ду тел{ в силу то-

го, что в пер9uй период развития античной математики понятие

числа отопдествлялось с понятиеl,| величинв, то предполагалось,

что лобая величина iioreт бUть представлена либо некоторuл,| чис-

лой, либо отноlлением чисел. Когда же оказалось, что l.iеIду гео-
иетрическинr. объектаl,,iи (отрезкаl,iи пряиой и т.д.) суцествуtот от-
воlления, которче хотя естественно и вклlочаотся в лонrтие вели-

чинia, но при этоra непредстави}aы отношениями irехду числами, то

воэник определеннцй кризис. По сути его разрещение потребовало

перехода от численнь.х представлений величин к их геометриче -

скиl4 предсtавлениям. Ъкономерность этого перехода aчраt(ается g

по},iоцьtо диагDаrrr.u (9) :

..r, }r

иlпропорции ) - -.{ .ео"етричЬские объектн }

х



Действительно, в начале расс}rатриваеиого периода имелось
r.нo,iecTgo названий , которче трактовались как величйнш и образо-
Вывали ttHoxecTBo {"aлпrr"u}., , т.е. мноrество имен соот9етст -
вуццего именованного l.iнor(ecтBa. это raнoi(ecтBo с поrrоцьD биек -

ции t отохlдествлялось с |,lнotlecтBoi. {"псла " пропорцп, }, со-
стоявlлиь{ из названий чисел и названий отношений raеt(ду числа1.1и.

3атем оказалось,что l"tнoшecтвo (велп""ru )., вклочефо в боль -
0rее ra'oxecтBo { ""nn*n"r}a и при этоi. в большем мно естве
суцествурт пустuе имена, т.е. названия таких величин, которчr,t

ничего не соответствует в носителе } П-rrножества величин,
понимаемых как числа и пропорции. Приiiераi,iи пустUх иraен явля -
лись "число, квадрат которого равен 2'' или ''длина окру!{ности с

радиусо}r 2l|. Такилr образолi, если раньще It-MHorecTBo (YrOr

{.елп"rrь, )., ) о*о нор'.ализованнur., то теперь условие Hoplla -
лизованности ol<agarrocb нарушеннцм. Илiенно это и вu9вало опре -

деленнчй кризис, преодоление которого бuло получено на пути за-
менч носител, У в X-MHol*ecTBe величин. Носитель У ,состоя-
ций из чисел и отноlлений меr(ду ниии, был 3аменен на носитель

Z , состояций из геоr€трических объектов (отрезков, треуголь -
никоэ, окр!аrностей и т.п. ). В результате П-r,rHolrecTBo ( ZlT1
{ величиrtr }a) ""о"a стало норr.ализованнtl.i и кризис в какой-
то степени удалось преодолеть.

По другойу пути пощли ,нлййсн, е и вслед за ни1{и арабGкие

raатематикиl 0ни длЕ нормализации Иltlеновафного ,.ножества вели -
чин не стали строить носитель из объектов, достаточно близко
приllUхаDцих к rarpy чу9ственного аосприятия, а ограничились по-
строениеra }юсителя из абстрактн!lх выраllений. Эти математики

"использовали целце числа и дроби, но они, не колеблrсь, оле -
рировали и иррациональнчми числа},tи. Иценно они ввели новчеrвер-
нче правила слоllения, эцчитания, уннФ(ения и деления иррацио -
нальнчх чисел. кaк ше и}цийцаr.r и араба},{ удалось приrчr4ать пра-
вила, лиlленнче логического обоснования и Tell не iieнee оказав-
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0rиеся верншliи? Заrадка рещается довольно просто: индийцu и ара-

бч рассупдали по аналогии. так, правпло@ =G aIT они счи -

тали BepHBti для лбuх чrсел 8 и Ь , поскольку оно вuполня -

,rocb, например, 
" "ny*".VJ7,йfd" [z, ". l3O].

Tern не менее и 9а исполь3ованиеlq инлrйскили и аоабскиraи

математикаlrи иDоационаrrьностей простейщего вида так'xе скрuва -
ется определенная закономерность, которуо Molrнo представить

следушlей схеr.rой. В течение длительного времени сj/цествовала и

бuла обцепризнанной операqия уlrнохения рациональнuх чисел (пDи

этоra вряд ли мolllнo говорrть о ее логическоtr| обосновании в ан-

тичной математике, как это предполагает l.t.Клайн).Этой операции

|.o'Ho поставrть в соответствие N-мнохество Х = (Q' ,' Я).
С появлевием простейших иррациональ ностей , имевших вид корня

из натурального числа, для них также потDебовалось определить

операциlо уr4нопения. Если MнolxecтBo таких иррациональных и всех

рациональнцх чисел обозначить через R' и учесть, что оно

содерцится 9 KнoriecTвe всех дейстаительнвх чисел R , то зада-

ча заключалась в поGтроении I[-мнопества Х., = (В| ,.r Лr) ,

аналогичного IT-r.rHolKecTBy Х n содaр*aцеaо его в качестве

Ш -подllнокества. Его наличие означало, что, наприяер, произве-

д.""е.JlЕ.tJt' долшно бь,rю раэr"r.""\66? . С другой сторонч,
та* *a*VTd = б иVТ'.2, то это произведение в силу вклlочения
Х s; xl долt{но бtIть paвHyr. 6.2. Таким обра9ом, определение

по аналогии оказuвалось вернuм, т.е, иia{)ло llecтo вклDчение

ý -мноtrеств, что и давало возa{оt{ность распространения этой опе-

рацrи и на другис ирраqиональнче числа иэ R.,

Строгая реконструкци, этrх и других ситуаций показьlвает,

что лDбоЙ этап развития ариФr.tетики как научноЙ теории реализо-

aалсr, как правило, через взаи^lосвязанньlе изменения во всех

ее подсистел.ах. 8 логико-лrнгвrстической подсистеr.е это !чра-
,(алось, по крайней liepe, во 9ведении новьaх пФlrтий и язчков, в

rФдельно-репрезентатианой подсистеr,lе - в поiвлении ноa9х !юде-
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леЙ понятия числа, 9 прагнатико-процедурной подсистеr4е - в раз-

работке новчх операциЙ и расlлирении действия старых операций

на новые объекту, в проблемно-эвристическоЙ подсистеriе - в по-

становке и решении Hoвux задач и т.д. Структурно-но|чlинативное

опrсание таких и3aqенений поэволяет в кФ{до^i (oнKpeтHol,t случае

вuявить и строго проанализировать соответствушие иr.i законоi{ер-

ности.

Покахе!t еце на одноra содерr(ательной примере, ках изиене-

ния в подсистеraе 9лияlот на изиенения в объеr.лЕцей систене, в

качестве которой возьr.ем всь raате}4атику на определенно}i этапе

ее развития. Представиli ее иненованныr. raнoжecTвoi,l 
"пд" ,(Х

с!t , rt) , гае Xn - мнокества математических объектов, Ia -

i.Bor(ecтBo яаи}{енований этих объектов, Сt - отношение иrtено -

вания на некоторолi историческом этапе развиrия матейатики. В

этоr. lil -MHolxecTBe с помоцьр ле}r U ecтecтBeнHura образоra ввде-

ляется Ш -подмноr(ество, соответствуDцее ариФaaетике и иr4епцее

вид (уt rРё,7t) , гАе yt - лlноrrество всех чисел, исполь -
зуеriuх 9 r,rатейатике на этапе t, }a - iiножество именованиЙ

этих чисел, Вa является ог9аничениеra (tt .

Как свидетельствует история l.{ате}iатикr, расцrирения поня-

тия числа внач€lле происходили только на уровне иiiен, т.е. мно-

пество }a вкладuаалось в более широкое riнotl(eclвo Н При-

}.ерами для } "огу, слупить названия натуральнвх чисел,а для

Е - названия целчх чисел. Расширение l,|ношества и!tенований чи-

сел приводило |( рас|!ирениD совокупности наииеноааний иателiати-

ческих объектов. 0днако использование ноаого матеriатического

aюнЕтия на уровне ToJrbKo ""a" "ооr""rсr"упlеrо 
этоцу понятию

IT -мноr(ества приэнавa]Jюсь неудовлеrворительнчм, что ставило за-

ДачУ Построения отвечаюOlих Hoвtti иriенаr4 raатеra€|тических объек -
тов. Иначе говорr, необходиraо бчло построение всего l[-нноже-

ства для данного нате}filтического лонятия. Такиr,r образом, если

вернуться к рассr.iarтриваемо}rу приrrеру с числашa, l[-rrнolrecTBo
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,{rrсел Y вкладlrriлосr r болrrее Ш-rrншество (t rYl Е).это
оказчaало элиrниa на aсD liатенаYrку в целоa.{ и иll|ело рсзульта -
Tor. расllирсниa Fх}.оцества I до больrцего t{-"ronecTBa (Т,
6 , К) , П-mArrHorecTrorr которого явлraтся Ш-r,rHoшecTBo

(Г,т, Z). Эти прочGссu и9обр аlотся диаграр.ой (l0), в ко -
торой спr!ошнraе стрелки опrс9ваот свiзи, с)цествушие на эта-
пеt , а прерuaистуе - oTpatlaoт процессu развития

й --_-/ Е
l
I

If=
( lo)

aт

oтхетиra, что верхнii грань естественно ассоцtируетс, с
процессаa{r, происходи8lлиNи ! логико-лингвистичесхой подсистеraе.

Ниrня, грань oTpataeт тот tr€ аспект дrrr модельно-репрезентатив-

фой подсистецr. Бокоэче ребр€ устанавлиaаaт взаиitlосвi8и ,iежду

этиrit подсистеriаlra и Tera сэ!ýlн вхомт в систеt.у связей. С дру-
гой cтopoнýl, эти рсбра прсдставлаDт отноltениr, полученнче с по-
.,iоцьо операцhй, aходflцих в прaг,aати(о-процедурнуD подсистейу.

}lecтo и роль пDоблеи}о-эвристхческой подсистс}ru закrючается э

том, что, пре!(дс чся получить окончательнUй на данноц этапе ва-

риант raате}aатических понятtй, создавался и ис]uтUвался цеrчй

Drд предаарительюlх aариантов. Каlдону из таких вариантов со -
от!етствует Gво, дiаграниа вида (|0), отдельнraе ко,,lпонент9 ко-

торой носиrи гrпотет}llaэскхй raDaкTep. Пр]+€!Еrи югут слуlить

различ}Uе гипотеач об интеDпретаt|ии отриqательнuх чисел.

В заклочение похаtlеa{ на конкрстной aaатсraатйческой конст -

рукциr, как ,з сaойств расцирений lФжно пол!/чать с!ойст!а ис-

ходнчх N-мнопеств. 06qee расснотрение этой ситуации даDт при-

веденнuе вшде результатч теории именованнrх мвоrеств. 8озьнев

a
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f,-нножество, представлrпlее натуральнrй ряд lf = (lt,6rD).где
ý, - это сано raнolecтBo натt раль}lUх чисел (его ltоr(но пониllать

в соответствии с рассrairтриэаеiчй периqдолr ра3arтия хате}iатrки

либо как совохупности едrниц, либо кэх l(лaccu эквиaалент -
нчх друг другу конечнчх }rнoiecTв); I) - представление натураль-

HUx чисел в десrтичной систеraе, т.е. набору десrтичнuх циФр;

6 - отобраяенис, которое каждойу числ), ставит в соотзетствие
!го иra, - его десятичнуD 9апись. Естестaеннчц условиеr. здесь

является однозначность отобраlениr б , т.е. индrвидуализиро-

ванность П-rrHorccTBa Ш , Дп" докааательGтва этого использу-

ется право€ рас]ирение Ш_= бrТЛ) n-lrrorecTBa Х .8 fra
D,

rr*ее* В={ i 1Оr.пt3п. - деслrичнrlе qифрц,Р€П};Y= бО,'*=1 t- t
O:D-B,*" ЪЪ_., ... цlпо, гАе DL - десятtчнуе

1Or. п* :циФрн 0,.. .,9; О ...11
.рJ= Е

}=о
l

l _ 
-В 1о*.о

t=o }
(ll)

6
о

!rЦо

э

Доказательство индивиIуalлrаированности na пDоводится обuч-

нlltiи l€толаi.и Фор.afiюй ..лй неФормальноl аDиФ}rетики. после

этого ва основаниrr предjtо{ения приходих к эчводу, что П так-

же tЕлrетса иlц}rsидуализированrur.r lFr.rrюHecTao}.. J{наче го!орл,

,mбое натураль}iое число, как и9вестно, предстaвляетсr в деся -
тrчной сrстеl.е €чl€лGния, и это прэдстаaление единственно.

3аклоченве
Структур}ю-}юшrнативна, r,tодaль на!,чной теории лозволяет

эUдслить и строГо ОПисать 3аконоNерности ра3вития в таких Си -

туацrях, которце обrчфо считаотся алогичнчrи и случайно aоз-
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никll]lи^.и в ходе исторического проqесса эарождения и ,эволрции

ваучнчх теорий. Создавая iiногограннuй образ теории, эта riодель

предоставлsет более щирокие возмо,iности для всестороннего ана-

лиза строениЕ ,l динаaiики научнýх Теорий, а Также позволяет

объедaнить в единое qелое различнне направленrя точной рекон-
сrрукции наукr.
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