
дпIl ,] vKi, и|rдцуя с пJil:iiнАttИ
(Е$.испrlельнве a ис те,.ф\

Вrп},ск l28

П)Еть на отреэке [аrЬ] в yзrrax равно.rерной сетки \ :

х.= e+ib.l =ОJ,...,Nr с лвгоr h -(Ь-а)./Ш эаданu

*b.rn" f.= f(xa) некоторой (Ь-а )-п"рrод"."ской Функ-

ци.f,(х)€ TL+r, О <k S 2п+1 . обоз,,а"* *.с"" S.,,*r(x)
интерполrцио.lнgй периодп.ес(ий сплайн степени 2D+1 деФек -

19ь8 год

удк 5l9.65

Агоритн пOллЕния тOчн ых кФiстАнт

в оlgкдх птрtuлOсти приБлихЕния спrцимни

нЕчЕтной сIЕпЕни }lA рАвнOнЕрнOи сЕпЕ

п. У. калиео

та ! [t,2 ], удоэлетворJчий t€rlфиrl
- 0,!,..., Ш.

фльр данфой работч явлiется построефие алгоритна э$.ис -

JЕни, знаqений бункций С (t) nprr шоо. t€ [0.t] вn,Еrа
оценках a яда

t s !;}., t*l_t( ") {*) 1 scn,",,( t ) Щk Jl з 
(**' )ll .,,,,

k=OJr..., 2n+l i в=о,1 ,..., k,
гдe t = xa+thl1= оr1 ,...rN-1 .

0цgнку (l) бJaдрrr на9rэать асrr.птотlа.еGхи точной,если она

спраaвдлиrа для вссх ý , но достrтается, lообце гфорr,тоrlь-
ко при I[ +о и Ter.l Gаaвa она не r..or€T бчть улучшена однф Ё-
..teнHo Ал, всех Ш , в частнllх слJч.tях оценхб xo'leT достиrать-
ся при HeKoToPux Ш , напрпrер по.t Itr "ег"о,.. t: это.. сл),чае

g.o*.(*r)=f.,i.

,



оценку буае}r Haзr.aтb тоr.ной. из оц(!нок (|) вýтекаDt точнче
Gсиr.птотrческ, точфr€) оцеFки 9 ,loiпe D- 

'

ш s!;]rt*l-r(")1*) l1.s 
"л ,",о 

Ц#lЕ(**r) -. ,2i

k =ОД,..., 2п+1; r =ОД,..., k,
гдеС=дrахо(t)

О ,k r! t€lo,r] а,к,г,
В Hacтofllee ape.r, araсс,нч far{Hrё оценки приблиtrения

сплайнаяи произвольной степени луlllь б фекоторцх частнuх сrчча-
ях. Такrв [2] лриводятсл т(ннuе поточечнче оценки при четнuх

N = 2д для Функций из *mсса Ш}+2 и r. = О , при этq.
cn,an+1,o (t)= lga.,ro*.(t) [, гае

ров идеальнuй спJrайф, оarреАсrlеннuй на

приaодятс, то{нre оценкr,r в ноtrее lla
янн$aи

Ф;'o,.n*.(t) - эй,Е -

[a,bJ . Кро.е того,

для 1.0,1 с посто-

llo., ,.n*.-. ii- =

К 2o1 z-t

-_,

n ,2п+1 ,rс
(2пт) ао+ z-,

гАе Кarr*a_о - постояннuе Оавара.

Аrrоритl. , излагаемuй в ctaтbe, позaоляе, получать acliln-
тот}i.ески ,о{фьЕ потs|ечньё оценки длi Функчии KrBcca W!+r

при лрбоrа k =OJ,...,2П+1 n np. всех !=ОД,...,k . В

явilо.. в иде найти Функции Cor"rr(t) и постоiннr.е Соr,.rоуАа-
ется только в редк их случаrх. 

'|оэт 
о,{у посrроение алгорит!tа

проводилось так, чтобu обеспеч ить вьa.иgленlЕ значениЙ ФуфкциЙ

с (t) с no.roJlb, Ф}t. 8опросч, свrlзаннuе с реализациейП ,k,r'
алгоритr.а на s}ir 6удут paccr.oтpeнu в GледуDцей работе аaтора.

В nepвq.r лараграФе данной работч собрань| необходlr.lь€ вспо-

цогательнь€ ]Езульlатц о сh.метри,iеских ци[жулантньaх матрицах

АN
лученЕ Форiуrra для элементов обратной яатрицц

поряд<а N Z 2n+1 , нетодоl, использованньrr в [3], по-

4

ý, . 8о aто-



рФa параг раФе строитi.л аrrориll. ввaислени, аgп.птотичеgки точ-

Hlx пото{ечнчх оцефок п9иблиrения Ф)пrкций из KrElcca TJ:" ,

k =о,1 ,... ; 2n+1 . OT"eTr.rr. что на оснФе полtцGннtх ре9уль-
татов HotlGT бrть построен такl€ аrrоритi,l нахопаения асиrпто'
тически точнчх оценок дл'
claтр}аается a ýJ.

ýl. Вспоlогат€лl нЕ резуьтатu

ъссr.отрlл (2п+1) -дп""о.,"пgнуD c tа.нeTpri.ecKylo цир{у -
лянтн!m цатрицу поряд<а N 22П+t, П} 1

f (х) е Can+r . Этот эопрос рас -

,(1.1)

(l .4)

Дш=СlrО( Ьп rb,.4.1 r .. . rЬar, rО, . . . rО,Ъо, . . .,bn_, )

гАе

ь.= 
.io{-1)'c;o+a(l+t-E)a"+1 

, i =oJ,..., 2n. tt.z)

Takre натрицu aоJlикарт пр'r построении инrе рполlционнчх сплай-

нов аЁоекта l kа равно4еF{ой сеrке ,Ц]. Пlасть

ýi = сirс(аТ,"), ... , ,ý) - (l.з)

r.атрицаrобратна, цир(улrнтной иатриче Ац l} дальнейчеrr Har,r

потре6),Dтс, явнlt 8r9аl€ния дл, эrЕr.ентФ ý' n" ураaне _

нlя ý'.Ч, = 
", 

.* Е - едrrничrая,атрича порrяка N ,
,нёев с}tcтeray l

.!]ф.,-.-r- r!r{-'*.Ъr-.,= 
1,

.Ё]{О"-.-, 
* "-{'"ý-,*.15_1Ъ1_1 = О,

J = 2r3, ...1 tl 9

5



2n
Е

t=,l{+s-,,-rbzn+r-t = о '

2п

J = пdrп+2 r...; Ш-в,

фs+t*п-r. ЧЭ;-'":_,tr_lь._r- 
о,

J-ш+п
Е

l=1
J = IT-n+l,t{-n+2 ,..., ш.

Сопоставшr Nатрице Аý характеристr+lеG(ий полиноl

(х) Е Ьх
t=o l

tр

которUй известен ! литературе как полинФ. Эйлера. Корни 0t

1= 1r2 r... , 2д , этих полиноr.ов вецестЕеннu, oro"u"*n.'"r'
и Dазли{ну [5,6]. Пусть lol, [ <1, 1 = 1r2;...; Ц1 и

-1a arr a ...( Фi (О Tol'Aa Фt .Фаr,+l-t g 1 . С эозрастань
eri Ц все эти корни сд!rаDтс, вле!о по направrЕнир '( (-l),

п

1in
п-DФ

оr,= _1 , оIиако .сегда tц l _1 . ,... p.(-1)lo
п

[5 ]. булем исхать elt
1

в в rrAe

.ш = fi"ош..-l.l l=.| l l

где 
"| 

- 
"о"оол*"тu, 

котооýе необходбrо определить.

Подртаt ив это tцраl€ви, э (l .4) и учитýая,что Эr(Оlr) =

- 0,пол5наея систе..у из 2П trtрввнений с 2а 
"е.зв.стr*"" сN .

J=1,2,..., D-l .

* 'n?o._.ury-,n+t+J_l
!.=l',,

J = nrn+1 r..., 2п-1 1

,fl{г -'t 
rE]o,_'4-,,+r+1-1] 

= о,

"I ГЭ:Ъ,.,,_,.*,.,,-'

6
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.,'r'-'

Далее, учиruaаяrчто Ьa_1= ban+1-t ,
Dазуе aцраriсния в rЁaой части перв9х

TeMU х Ёиду |

,i:{[i;""_*
n

+ ЕЬ
l=l

-.ш-п+t-t
t-tOt

+

L =L l2 ,. . .;D . пр9916-

(ц-1) у!в.нений сrс-

i"ош
r =,t l

i'ош
r=l l

b+J+l

Аналог и. но

-_t-t
n-t+J+1Ul

J

,i-'],

Еь
+l+l

- 
лЭ]о._r{.''+ 

r+l-r - 
o-EJbz,,* 

r_r"]'*'*J-'

(1-,,{)
п-'
ё.,о'-'

J-n
l

ап
Е
=.ll

Ро (ol, ) -сNl ,

l = Lr2 r..., п-1 .

Г};'о,_._.*.,.,i-,'

2!+ t
+ ЕЬ

l=l ._.,ф'""*,_,_

an+l
Еь

l=rtr-J+l r-r{-'o+r+r-']=,i:{ [о{-'"*Jэ" 
{.,) *

}l'o,"*._,_'q--'] =
J-a+l+ Еь
t=l 1_a_t+l0

1-1
1

=,i""|tl-n{l iior_"_.*r.i-',
J = i,д+1, ..., 2п .

обо!rrачи. ar= oT(t- {) , оо,о* пол)NаG.. G,llcто.!i уaЕ.нений

}1.. 'i'o._.0t-r]oJ-n =or J =1il...; п_1 ,
l=i д д=l - t Д . 

,



2п
г [а.

l= 1

аl
ап
Е
=.,1

Е
1=l

J-п+'Еь
t=t

п*l
Еъ

J_o_r+rorl-r] =О , J = nrn+1 ,..., 2п-1 ,

,*r'i-' = 1,

J = 1,2 ,... , 2п-1 ,

l=l n-

которая, как ф€тр)aво вr,!яеть, эквlааrвнтна сl.rстеaaе

2п
arojn = О,

2l|
Еа

1=l
шРll

(l .5)

(1.6)

(1.7)

0преFлитель полдлrенной системu предстааляет собой опреде-

литель ВаrlдеF.онда, а ее рaцЕнйе запrсьaается в a]+le

_i
а l 1= 1J.....2n.

2n

,9r('r- ',
rlr

п

)

+1-2

TaKtni обра3о,.,

"Т = ",/(1-,I),}l поэтоr.),

"Ш=,.

an
Е

l= l
. i=1,2 ,. . .,!| . (1.8)

(1-{) 2n
п

J=l
lit

Учитraая ра!енст!о 0lt Ф

"|= ,!n{trr''* r|

( 0r- 0l
J

п

)

aa+l_! = 1, нетруд,о по(а9атьl что

-t+r) . 1= 1 
"2, 

...,ш. (l .9)



в дальнейлвм будет удрбlо ввести аелrнинч { при

1 = -п+2 r-д+З l . .. rO rt{d,Ш+Z, . . . л+п+1, определяG}|uе тах -

l.e Фор,rуJrой (l .8). Тогда из (1.5) и (l .9) поляаеr след)ф0ll€

свойстэаз

uT= 
"il_.*r, 

1=-п4!,-а4.3 "" р " " л+ц,

аN=

"Т..,

а{.* , 1=-n+2 r-B+3 ,. . . rO , . . . Д ,

{*r.о

(l . lo)

1

ý2. Аarоритй пол)Nефия т(fiнь.х поточечнчх

оцено( п9иблиlёния периоднеских бункции класса u}t
Запш|ей иэ!естнье соотноuЁния [q]l связrвапцие значения

сплаlна ýrrr*r(Х) и его производнь.х 9 узлах сетки со значе-

нИЯиИ ИнТеmолирjёЦоЙ Функцииз

,1оt"Ъ!:?. 
t*.*,_ 

"l='"i 
jъtЦ

где

1+ J-n .1=o,..., l Q,l)

a=о
т = оД,...,2ц+1.
brrJ =О11 ,...r2l, г7е Ь, onp.A"n"-
}rrноtttая уранения (2.!) сооraетстаснно на

ъ("
J

)
= э!С!,,1r

J
Е (_1),+ос;,,+е (J+l-э) 2, + t-o 

.

3mcTr+r, что

отся фор,rуrЕй

2ц

6(о)_
J

(t.2).
tЪt/rr, t€[Orl]rFO Д r...r2Ц+1 ,и зaTGr. Gкrlадgап их,
получаеrr

a!+l
Еь

J=o J
)8.о *.. 

(*.*r-r+th)= (t)f

1 = 0r1 ...., N-1 ;

9

l+J-n ' r2.2)s Ь.(о
l=o,



bJ(t)= 
.Ё 

(-1)"c],,*.(J+1-B-t) 2n+1 
,

J= оД,.,.,2п+1 ,

0тиетп4 сrЕд]Dцие с!ойстваi

Ьr(о) = bJ+1(1), j = о,1,...3п,
b.o*._,(t)=br(l-t), j = o,1,...r2n+1.

Равенство Q.4) непосредственно 9чтекает из

гАе

D
ап+ t

Еь
J=0

х +th) = (t f
J l+J-n

2i
- Е b.(o)f(x
j=o "

(2.3)

r2.4)

(2 .5)

Фор4ульl для

что haegт

t-n+J+th)

bj(t) . Даrrее, используя

иесто рааеНСТВО ban*r-'
о.3), rвгко показать,

(t)-ЪJ(l-t)=b.n*.(1+t-J), nca-
вая часть Koтopo|-o, так!€ определяевая ФоФrуrьй (2.3),есть раg-
ность (2п+2) -r" поряд(а от полино.а степени (2д+1) n no-

этоr4у тох(rlрстsенно равна HyrD, 8 рсз)aльтате r+lееи о.5).
ввеяен обоgrtаченияi

R.,, 
* 1 

(Х 
1_o+,+th) =8.о* r 

(Ж 
l+ J_,, 

+th) -f (xr-n 
* J*tr),

(2n+l l

В дальнейцвя, с цельD со(рацения записи, инд€кс степени сплай-

,а (2п+1) опt€к ire тся. Из (2.2) nreeB

,]r]Оrtоl"t"l 
t*t_n+5+th) = р(") 1x.+tb),

t= о,1 ,...Д-li r=о,1 ,..., k,
иrlи ! liатр,,.lноi..,.лв.аоп(')= 9(") , где лo - цrрк),лянт -
нalя llатрица, задаэасr.аr Фоtrrулой (1.1),

)(

)

(хо+tл) r... л(") (a_..*tb) f ,R а
[п

(")

l0



(
D О) 

= 1о(") {*o*th) l..., п(") (xo_r+ttr) ]' .

0тсOда

Ql (t,T) =

R АN'D! )()(
t з = 0r1 ,...Д. (2.5)

гАе

2,...,!|,
АN аадаетс, Фор..улой (1.3) 

" "rr"."r"r., 
е{ , t - r,

опре&лrcйЕ.и Форйулой (l .8). coor"or"rn" (z.6) 
""-

лфтс, исходнrоaи для !Еода aсех ol|cнoK.

ТЕОРЕ}iА l. ПUсmь S.плr(Х) uнп.рполuруеп
п€рuоёuчес,,чp ФuwсцuD t(iie П}*'[.,Ь], k = О

(ь-а) -
,1 ,.. .

Тоеёа...r 2n + 1, о Uэла4 сепкu \
lц4qоп леспо нвч4ачцаелае € хафой почхе
te [Оr1], J. =Оr1 ,..., Ш-1 , асuлппопuческuе оцвнкu

t в!;}. t*l-з( ") 1*1 sсо, 
", 

o(t; 
trk]]+ 1 

р 
(к+,)lц,,r.r,

r = оr1, ...1 k ,

zOв

c,,,*,o(t)= }t nj,)tr,"l lёrt'JiG(")(1-t,T)|dT +

0о

х = xa+th,

(2 r8)

il

+
Ф
Е JF!") tr,rl 1а, * JF!") tr-t, т) |dт

1
0

ф,(t,т)OТ-О, 1= 1,!,..., n;

Go(t,t) = ,!r.rar{a,")+ 
q,о(t,t) ,

Gr(t,т) = .}r"rQ,{r,r)l,l|, 
t= !,2,....о ;

2п
Е

!=о

!l



Ф, (t.T) = {-r) **'r]во [ъr(t) (n-J+T)I-

- br(1)(n-J+l-t+T)h], ц= ol1l ... lni

Ф. (t ,т) = (-1)ktrФаот(l_t,l_t) _

- Ъ.о_(о) (t-T)k, п= паt,ш2,...12п;
ЪJ(t), J=Or1 1...'D1 и 8tr 1=1,2r...,л| эаОаоп-
ся Фор!rUла!4ч (2.3),(1 .6); ol.,1=1,2, ..,.а,- Koptu ,а,-

рахперuспtlчвсхое о полuнола Р,, (х) = 
.Э"оОa'Оrr',

UОов Jепв оряоцuе асiфлю lol, ]< 1.
дкд3АтЕьств0. 8начаJЕ pacc..oтph. сл)tчsй r = о. в си-

лу периоrl}i{ноgти f (х) нах достаточно рaссвотреть qдну иs ве-
лиrин R(хл+ th) . Иg О.6) nreeH

R(xo+ th) = } .ШР(rr_r* tb)
" ,=,, "

Разmкп,r sначения f(xa_o*r+ th)
дяl1€ ! !чраtl€ни, ялr D(xa + tlr),

(2. 9)

" 
ft_o+, ,!хо -

по Фор.iуrtе тейл,ора в

точ<е х =х.+ th с остаточнlri чrl€но{ в ивтaгральной Фоше.1
посrr тоrlлвстrенньц преобраЕований и при9едени, подобннх в

П(Х, + th) осraнутся только интегр€rъньЕ сJвга€}rr€. В ре-
gуьтата

-1
kl

D(:c th)+l

п
-*' (*r_n*r-o1 ц( r+r ) 1v)aT _

aa+l
Еъ

J=o J
(t)

п

l2



х +th+Jn-1
- Еь

J=0
(о [ (xr_,,* 

r+th) -v]rf (K+r)
J J)

bJ (о)

k

(x+r)

(v)av -

(п+r)

х
х +th-n+J2п

-,
J=n+ 1

=1,k!

2а,
+Е

r=п+ 1

гl

[ (х._о*r+tь) -чlК1( r+ r) 1ч)сч
х

п +th-п.l'

.l(t)(x.-,.*,

ýо[Оr{')t*л_".,
)r

п

п

п
Е

i=0 п

х
-п+п

г.l!-п.aа

l-n +!+'l

п
Е[ь -v )

J=o
l-!{,.

- ьr(1) (x._n*r_r+tb-v)k)t(k*r) 1ч)dт *

+th

'li tor.*r-rtt) (х.*п*r_r-ч)L -

- Ъ., (о) (х.*о_r+th-т) L]r (v)cv_

Е
=о

2n
Е

f

- ь, (о) (x._,,*,+tb-T)k ]f 
(k+' ) 1rr;сr, *

х +tlrl-п +i

il

+
2пt

Е
J=o

[ь **.,_, (t) (xr+n+ r_5-v) 
k -

+th
'.-n.}rr'

п

- ь, (1) (xr.n_,*.+th_v) k Jf

a

|,

(v)cv



С,РпЭен в интегралах заr.ену пере}iеннuх V-iE = th-l-n+n
То.да

гАе

?л
Еd t*t rr*lD(x.+th) =

(t

(t ) , i= 0,1l...;ý-1,

d t+l ru+'|
hk

Ih,",", +Ttr)dT +)
(K+r) (х

kl t-п +i

+ 1-п +п

д = oJ,..., ai

[brn* r_, ( t) (zп-ц+l-J-т) L -

JT," 
{t ,")t 

( **' ) {* + th)dт
.l

t

ф, ( t,T ) = (-1 ) 
k*' 

rlo 
[о, {, ) {r-j+T) k-b (1 ) (B-j+l-t+T) k ],

Ф, (t ,т)*
2пъ

Е
J=0

- bJ(o)(zn-д_J+t-c)k], д =п+l,п+2,.,. ?ъi

ff" {t,")={-1) **'rЪо [ь, {t) {r-J+T) k-ъ 
j (о) (n-J-t+T) k] 

,

fr,{t,") = ':I tor,,*1_r(t)(2n+l-m-J-T)k -

в = o J,..., п_1;

- ЪJ(1)(2D+l-п-j+t-т)k], п = п,пql, ...,?д.

Or^reTr+l сrвдmцtс с!ойст.а Ф).нкцrй фr(trт)

l4

E"{t,r):



Ф"(t,т)= (-1) "+rfir"_ (1-t J-T) r п=о,...,2п,(z.lо)

Ф"(t ,т)= ({t,r)* (-1)k+lb"(o)(T-t)k ,

д = Q....r 2!1 .

ъвенства (2.10) для всех Е и (2.1l) для цfп

венно BrTeKaoT и9 Фоr.ул м" Фr(t;Е) , frr(trт).пеи Е =D ,

подставив вчраll€нил Фr(trт) " Tr{tr") в (2.tl), лол)наев

(-1) k+ 1 

[ 
jзr'rr 

'"-r-r) 

**,ioo."*'_r(t) (i-r-n+T) *]=

=(_1)}+r ý o,(o)B_;*-t]k_ Ё \EXn-J+1+t-T) k.tz. 
l z)

J=o J J=o '

(2.1l)

непос редст -

Учитнвая (2.Ц), пЕобразуем прав)п} часть (2.!2) к !tдyt

(-1) k+1
э

n
Е

J

= 1_r1**r{ i o.(o)[("*-j)-t]k +
Ь=о ,

ъrlо) [(T*B-J)-tJ" +

n -'l
в Ь. (о) [(tj_n)_t]k

J=o ,t
+

п-l 'l

* 
rloo._r_r{ol 

[(гJ-r)-t]*f

= (-1) **',i:br(o) [1t*-; 1_,r",

посrэ преобраэования ,tgой части (2.12) псл!лlаеl,

l5



i"ъ, 1о) 1{ 1_п-.t)+tJ r 
= 

2nlro,,t) 
(J_n_T) х .

J

ь
a

.4),

г:,]

(2. l3)

(2.14)

(о) -
Е.5),

Соотноцения (2. l) при 1= П Д+1 , ... , N-D вьполlяртся

. поскольху

сплайно. степен'
и Q.2) при

l=n и *J .
(2.13). и тем са-

МЯ НеПе9i.iarД!Фlес(их сплайно9 степени (zn.tд)
Функция xk, k=O!;..., 2п+1, являетGl
(2n+1) , то вь.lоrняртся (2.1), сrвдовательно
1=Пrlr+lr..., N-п-1 . 0тк5lда при

- (-т- n+J) rj= 112r...r2п+1 , получаем

Ф" (t,T) = (-1) *+i 
ф.,, _ (1-t J-т)-ьа't (о) (t_t) k 

,

Mr}r Форlуrв (2. 1! ) дохазана.
иэ (2.10) и (2.Il), а такtl€ и9 ра.евст.а

=Ь2ла(О), n=OJ...., 2n t .нтекапцего rэ (2

,tr(о полУЧаеН

п = rr+1 ,n+2, ..., 2п.
8 силу периоди,tност, f (х) имее',

dr+r,.*l(t) = Ч{+r+r rr+r(t
1 = о,1 ,...1N-1 .

подста! l.r.,l палученнь€ вýра)rения для

тог Аа

D(x.+th)

) (2. l5)

(2.9).

R(xo+th)=
О2а
Е,

t=_2n+l != 1_1

lI-2n
+Е

l=1

2а
ЕА

rn=0
А +tп 1!

+
N
Е

t=l[_an+l

N-r
Е_Аrr' (2, 16)

rАе обозначено Оrr= {*daa,. ,2n+,|_l ПrЕобразуех пaр-

эуо и треtьо cyxrru в ( 2.16) GrЕдtфцri образоr:

lб



о
Е

l=-2n+1

о
Е

l=_п+2

N
Е

t=N-2n + t

2п
ЕА

a= 1-1

N-t
Ед

n=o

zл

ш
+Е

t=Шra+2

!=0

N-п+1 en
ЕЕ

t=N-2n+1 п=о

N-п +1
Е

t=!V- 2n + 1

_!
ЕА

21
ЕА

п=N_i+ 1

А_ +аiцi

+
-n+t

Е
t=-2n+1

2nO
Е А. _ Е

1=1_1 rП 1=_n42 tnl

д. +1!lr

N-r
ЕА llnli

[lодста!ляя поцлефчь€ вrlpаr(ения в 12.16) и яитЕая tв9енства
Q.15), лолучаен

R(xo+th) =fo + r=j'-. "э]'"L*rт-{* 
)d,.-, 2n +.T *

t{-a{***)at{.' r2пФ.т'
N-п+l 2п ..

fu =.=_rr"*. ,Зл'I.-d r.,o ,.n*r-,

-rr+1 ап+ЕЕ
t=_2n+1 Dt 1_1

гдв

Даlъе, поrъзуясь свойGтэаяи (l ,l0), о<о{чатеrъно
R(xo+th)= t{+ d,,+r 

, r 
.

Так как

,l.ee}l

fu=
Ш-r 2п
ЕЕ

t=0 !=о "Io* a* r*.d-n*2+ t+, r2n+li

ш-1 2п ..Е хаý al
r=o ,=о п+2+lт a+z+lT, i+ l

t7



It- 1

l=0 i f {*r-.-*.fu+l-t-+,.,"+r'
тоrучитьllа, равенства
..., N+П , пол!яаеil

{ = {_r*. ,i=-д+2,-паЗ ,...О,...

"Ч-r. * a-Чо*п *,1-1ъ 1B+l+dnlt ;t'п(хо+th) =

N-1 2n
ЕЕ

t=0 п=0

Ш-r 2n
+' Е

t=1 !=о

0ткуда, пеDеходя к ,gнш. вuраlениiм лN
t , !йееr4

fu*r-ar*п r.*.

n(xo+tb)= [
2n
Е

.D =0 1!]"Т"I-'\*.-"+п,п+1 * d,,+r 
,.r]+

t

J"
0

,i'"|or{t,")* 
фо(t,т),

(
2i
Е

l =,l
сNФ

l+6-n
1

и с учетоl явнж вuрахений d

l

1+1 ,6+1

n(xo+ttr) = !"о{r,")r(**') {*о+тh)dт +

(t ,T)f(b+r) (tr _r+тh)аз

hk+1

ts!

* Роt, .r)t(**'){*o*rh)c" *

о

1

t

N-1
+Е
t=l l

+

1

F.t
(t,t)t(r+r) 1o_.*rrOa.]},

гАе

Ро (t,T)=

l8

G.l7)



Р.

Оун*цпп fiо(t rт) , fra{t rT) получаптся из соот.ет-

ст.jmцих Функций Po(trT) n Pl(trT) эаиеной фо(t;Т) на

fro{tr") и Qr(trт) "" ýr{t rT) , хоtорt|сrЕ с.оо оче-

редь, пол)л{артся за..rеиой Фувкций Ф.(trТ) "" f.(t rT) .

llз (2.1l) сrвлрт Qr(trT){r{tr"),r= L,2,..., Ъ,
иrзtlочитt

Ф.(t,т)Oli', 1 = 1,2,...,2n. (2.19)

t

c}Q, (t ,T)rort , L =7,,2, . . .,ý-1 i

1

J г.{t,т)t
о

( **') t*o_.**,)ar}

Qr (t,T)
2n

=Е

(2. l8)

Q.20)

2n
(t,T)= в

l=1

n(xo+th) = #t }"о'r,"rr'**') (хо+tь)ф +

t

* Ji(t,")f(*+1)(xo+Th)dT +

ш-1
+Е

i=,l

0тсрда посrr пD!о.енения нераэенства Гёльдера r+,reelr

|п(хо+tь) | 
< с,,,}(ш;t) $р(**') ll.,

l9

(2 ! 2l)



где

tl
cn,r(N;t)= !эо(t,т) la"* JlЁo(t,") 1с" *

0t

tT- r 1n

- .Э' J lpl(t,T) laт, Q,22,

HeтpyРro !,lяcтbr что (2,21) ,aляется точной поточечной оцен(ой.

Одrrако ; обrЕм случае Функции Сл ,k(Шit) завl€ят от N ,

l с иJlу чего aФa яа+lЕ luраll€ния удается вьнислить лrilь в rЕд(их
случаях. }tходя из (2.2l), получria асинптот}нески точнце оцен-

ки, Для этого ввеFм Ф)нкции:

Go(t,T) = r}r"rоr{r,r) 
+,po(t,t) .

ёо{t,") = rЭr.rýr{*,") 
* fro{t,"),

Gt(t,T)= 
r!r..Qr(r,r).|, 

t=112;... 1 N-1,

o",.(t,")=r!r"|Qr(t,T).| , L=7,2,..., N-1 ,

гпе 6, l1 =112r...r Dr опРефляDтСя ФоlrrУлОЙ

сЕойGтв (1.10) и (2. ll) фетруд+tо показать, что

- (_1)h+lGo(1-t,l-T). иg (1.7), (l .l0) и е
TaKtl€ вuэести

,t)

cЧn+r_rol,,+r_r= "Т4-" 1 = 1,2 "", п;

Q.,,*._r(t,T)= (-1)k+lQr(l-t J-т), 1= 1,2,...л.

(1.6)

ё.t,
.l|)

Из

raollнo

20



С учета1 aсех этих paleнcтi преобрaз}€м под9нтегральфýЕ aьaра-

tl(eн ия t (2.22) к rщу:

Po(t,T) = Go(t,T) + Gш,ш(t,т) +

+ (-1)k+lcш,ý(l-t,l-T), т€ [o,t],

Ёо{t,.) = (-1)k+rco(1-t д_т) {дш л(t,т) +

+ (_1)"+rc",o(1-t,l-T), те [t,1],

Pt (t,t )=Gш,t( t,t) +( -1 ) 
k+lc*, 

ш_.(1-t,l-r),
1=1}?,..., ш_li те [о;1].

}r.еец 9о,*(ш;t) =i,*(rv;t) * {{t) , .^.

1rT;t) = }co(t.T) 1dт 1 lGо (1-t .т) ldT +

(2.23)

сark
о о

[lco,.tt,r) lan * }lcu,.tr-t,l) tdт]

{t"l= j.,Ъ,.,rr, {,.{t) =о(qУ

В.лr{,*rа {{t) no"""r*.. . резуJr
суr.,.ч к с!/r.яе }rодуr€й, поэто.,rу Ь ra(

\ttl S Q 0T*Tnr ,"*о, ",о ф(
},tитчlая, что

!t
+Е

l= 1
п

(trT)t (2.24)

тат€ пеЁхоF от !lолaл,
t) 

=О 
и, з1,1ачит,

t)+Q np1 fi + о.

2)

-
fo,.(t,З) = ,3оПц*.

гzIf-JI

2|



U |со (t ,т) |ат +

_t

JFotr-r,T) |ат +

t

I
о

,|

а *(tt;t)=
о

N Гlп оо

* 
.]. L J ,З" lПrш*. (t,T) | ёт +

t l-t
со ,"(t)= Jш.t*,т) 1ат + Jlno{r-r,T) |ат +

0о

+ j ,!" Fr*** (1-t,T) F" ] +

NcD
+ЕЕ

l=1 1=1
Iur**, (t)+ 6**. (1-t) ]=с,,, *(t)+b(t),

где

Ф
+Е

l=1

arD

b(t)= Е

I i*,'r,T) 
|ат * ilu.,r-t,") F"] ,

[tr**(t)+ бц*r(l-t)],
а- l

b**r(t) = g1o{+1) ,

\*r(l-t) = o({+t) .

величина O(t) , так же как t*tt)
и стре}tится к нуло при N.+О. 0тсада

, неполохительна

)n lk
(t

22

ili'" ,*(N;t) -



итак, окончательно пол)rчаеii асrоlптотиaесхи точну0 пото -

чечнуt оценку

|R(xo+th) ]= c",k(t)Щp(b+r) ц_ . Q.25,

при ъ - 0, 6 - 0,что вьrrоrъяется при совпалефии зна-

ков сrвгаемrх в вчраlrcниях r2.2Э) bl (2.2\), гleer.l Со r*(Ш;t),
- co r*(t), и,звачит.в 9то. случае (2.25) будет точной пото-

чечной оценкой. доказательство теоремý длi случаi tr . 0 за-

кончею.
Ё9еде.. або9начен}G

, \ аlФ (t,T)
Ф)"(t,т)= 

=}:, 
п=0,1,..., 2n.

ь (2.tl) сrвд}ет,что oj"){t,t)= {")tt,t), ш = О,...
...,2п; r=О,..., k_1 . поэтому

)( ап
а(л;)r,,*rttl , i= о,1; ...,lI-1,D ! (х +th)= Е

ri =о
t

где

a[
(")
t+lrr+l

hh-r'+l
kl ")

(*+r)

Ц') (r,r)r( 
**1 ) (*._о*"+ты ат]

(t,T)f (х +тh)dt +' l-п.h

,l

-J
t

0тсЕда tr из (2.20) неrрудно получить

2э



р( о) 
1=o+tb)= "'ri' {pI 

"r,t,T )f, 
( *+' ) 1*о+тh)dt +

t
* J Ё[")tt,"lз(В+1) 1xoaTh)aT +

t

N-1
+Е

l=1 }э[,) t",")t{**., ) (\-. *"лlа"} .(2.26)

0

Далее, поrториr 9се расGуI(дения, проделаннь€ при а = 0,

пол)лаеl ут9ерrденl€ rеореilч мi всех Т = Оr1 r ... r k;

k=0,1 l...r2n+1.
слЕДвиЕ. прu ваполхенuu аслвuа lеорела 7

справвOлlвп слеduацuв ас uдппопuческu почнае оцвхкчa

ш в!;}rt*l-t("){*)1;_ s .n,*,o # lF(**') ll- ,

r = ОJ,..., k,

.де с = цах О (t).
П ,k,! t€fo r11 . ,rrrТ'

ý3. Аrrоритl,t получения T(HHllx KoHcTaliT в оценках

погфцности приблш{ени, Функчий класса C2n+t

8 предпоr'l€ни}r, что f(x) С 
'1*' '!"*', o".."oro,n

ЕввенGтво (2.26), в Koтopo..r Фу}lкции Ро(trt)rРr(trТ) . t .
-оД, ..., Ш_1 . опредЁлrртся ФоF.улаr.rи (2.!7)-(2.19) пРи

k = 2п. спра.едлЕа
Iа1l1lл, )Ия te [Оr1] в аполNябrлс я пофеспва

2ц



l
(t,T)dt* JS!")tr,r)u, = о

Tj')tt.r) = q,[")1t,r) *

g

(t,T)aT= о, t=tr!,...,Ш-1 .

jюкдздтЕьстiO. и8 (2.1|) сrЕдует

Т "l"'о

t

J "I")о

2п) t
(Zn-r

ьо (о) (t_T) 2"-' 
,

ýr{t,t) =Q, (t,T) , 1= 1r2 r..., 2п.

0т сDда

"j,){" 
r)=,i".,e['){r ,r)*Ф!') {t "l*ffiС.-.l ''-:

Тах как

Фj"){t,")= (-1)"+r

(t,т)dt +

l

}t-T)zo-"aT = о,
t

(2!) t
(д-r)t

l

"[*l")0

то пgр!ое эвa€нст!о ,tвrrr пDеобраэ},ется к вaцу

rn ао ,l| Е a.a!"'(t,T)dT =о.j r=r Д з

ltтaK, l5lисrвнrс rrнтегDаrрв э rЕшaе Gаодится к aafiисrЕнrэ иф -

т?r раrD. от оуr.*цrl Ф(')(t.т) Пр" DЕ Оrlr...д ,+.ее"

2з+L
(2ц+1 !

а

)
Ъ ("-J*)'" ,.

_r

25
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,..* {-1).с;,,*, (l+J-з-t) 2О+ r-' -

= (-1) г+r 2а+1
(2п<Д-r) r i

Ъ (1*J_t)'"*'-" *
=0

l

2n):
(2п-r) t r

ýоь, (t) (1+ъJ*-t)'"-"]

" 
"Б' 

{ -1)'с;^+2 (ц-J-в+т ) 
ЯП -

#il,':oo._,'r',,*J.J,-t),"-, ],

1

J
0

Ъэтоrу пои Ш = orlr...r!l

+

= (-1)*'

Для ш = п+l,п+2 ,... И

Фj"){t.r)а, = (_1) an+r-l

Фj"){t,")а" =(-1),+r [r-tl'".'-ъ, rо)*(2п+l-r) t

* 
,Ъ, 

{l.J-t) '"+r-r[b,_J (o)-b"_J (1) ]+

,lBr{l*J-t)'n*1-![b._J 
(1)-ь"_ 

J+ 1(1) ] } =

(2пd-r) l
Ь. (о) (1-t) 2"+r-" .0

.|

J
о

l

J o!;|tr-t,r*la, -

zб

0



t

- # Jtt-")en-t ёт =о+*[ъ,(о)t."+t-'+

В рзультате

а) (trT)oT 
=

1

I*I
0

= 1-t)'"*'-"G#xPo(,r) = оо

И ТеЛ{ Caнb}t ДОl(а9аНа 
'E!t1.4a.

Функции t(x) е gan+l будвм характеризобать lФ( Korle -
бaHt,ett на отрезхе [xar*a*rJ [l ]:

to.(t) = ца:с ,lf (x")-f (*')l.

0боэначпq tл(t) =.jfl;:Ъi]*,]
TEOpo.tA 2. Еслч S.rr*r(х) uнmерполuрчеп (Ъ-s,)-

перuоОчцесrcаю фцнtсцutо t(*) е a2ПФ1[* Р] в

|lэлаt сепrcu Аш , по lмвюп леспо нечлацuаедае в

rасфой почхе. tC [0 J] асuмппоlпuцесrcuе оценtu

вf]rс*l-t(")1х) lsl*c" ,r" ,o{r)ffidg( a"+r) ), €.l)

27
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опреOеll e,ta ФовlUлоа (2.8) прu

лоOзАтЕJъст80. ъФиiGир!€|. некоторое t€ [о,1]
обцсl. сrlучае подЁrrтег!вrlнrё Фувкции ! €.26) шrеот

zёе
k=

о_ (t)
2п.

.в
корни.

Пчсть to rJ(t),J =1,2,...Дoi r.,r(t),1 =О,1,...rШ-1
J=lr2r...Д,, - корни, а ffл, Д, - чиGло корlей поли -
llo.,lo. ýo(t.T' при т€ [t,1]-, p;(t,T) , т€ [о ;t] и

Pi(t,T) , 1 =1,2 ,... , N-1 , т€ [Оr1] . оче..rд.о, что

ffo S 2D , !t S 2П. BBe*r. также !елуtlrнu i ,о = t ,

iоо*l = 1j Тд,о= О, i=Or1 ,..., Ш-l i Тоr.о*l =t,

T.r.a*.(t) =1, t= 112,..., ш-1 .

ПЕЕдсrаa}fi телaDь (2.26) . .иде

th)п(") (*о*

toa .,(t)
э[') 1t,t )t( '"+ 

1) (хо+Ф)dт+

,(")

h2n+'l-! Е
(zп) t J=0

о ,г

Б[") 1t ,"1з('o+r) (хо+Ф)dт

to

+Е
'=0

., (t)

,r(t)

io ?о,

to
г

т

+

.,(t)
ш_

+Е
t=

t rl
Е

i J=0

lr

г э!о) 1t ,т )t('о*') tа_.*.лlаr}
а (t)l rJ

llalBc, рассуrрл так l€|к.к r [l, гл. П. ý!t], посJЕ при _

r€liениt TaoFrt о сJЕя{ев мя инrсr пвr!0l. и непрерl.нчх Фtrrкц)rй

лоrц^{il€х

28



п( ") 1*o.trr)

= ff to"r r;r( а"+l) 
1 go)+Bolt)r(."*r) 1 no)*

ni' 
[о, 1.;r{'" *' ) ( tr_.)*вл (t)t('"*' ) {ц_ r)1},

[') {r,")u",

+

rде

)т (

t

t

(

t

t

t

(

t

+
"[') 

{.,")а"

рЕ+
J

)

о, l+

IЕ+
J

А (t) =о
т

1

(

)

(

t

t

(

(

t

t

)

)

)

0 rJ

о,r

io,

г,+

)tо
rJ

во (t)= г р

tо

(
0

(t,T )ат +
r

)(

)

г
j

J

ý['){.,.)u",

to rJ

тi,

г+

(To rJ

)

г
1

lt(t)= Е+
J

р (t,T)dT ,)э(
1

29
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.,(t)

Еr,rl,€ [x.,xr*rJ, t = 9,..

а

г

поэто{у

что лриводrт к оченке

э!") tt ," )а", t=1, . . . л-1 .

!э[')t.,") 1аr.

tr

'* ,J
(.)

, N-1 .

С r.rrBorr f ,Е- обоз}iачаlот с)лмu интегDалов cocTв,IcT -
JJ

венно с полоt{ительнý.и rl отрицательнц"lи alодьlртегральньhи вчра-

t|сн и aи. согласно rЕине

Е
J

B.(t)=

Ао (t)= _Bo(t)= 
* [в[") 

cr,"l 1 
а, * Jt{') tt,т) ld"],

1
2-В.( t )=Al(t)=

1в(") (=r+trr) r= ffu lл.tt)Фо(f( an+r) ) *

{!.,о.,r,*-.11( 
a"+l ) ; 1 s "illi;Ъ,r""-",|!] о...,,

1

о

I B(o)(xr+ttr)1= *an,r,,,,(o rr, fifr ol 1f 
( a,+r ) 1,

'F Со 
,аr. r"(ш;t) определяотсЛ Фор.у,|аi.и (2,27) лри k=2n .

полученна, оценка является ,о]ной пото{tечной оцен<ой.да -

JЕе,рассухдая так tlerKaK при доказательств( теореr.ь ,| по-

лучаем ас}нптотически точнуо оценку (3. l).

!



СrЕДСТВИЕ. Прu ваполнехuu условuй
:: ;i|:.|Beo,1uB r, слеOуъ,шuе асuцпmопuческll

lXeOPerula 2,
почхdе оцен-

iв!;]rr*i-з(")t*) lb<* с,. ,2n,o o1f(a"+r)1,h2п+l-r
(2п) l

a r = 0r..., k,
o(t) .где Сr,,2n,rг llýK

te[o ,
с

1] о, 2пl

i . зАвьяrllв lo.c. ,
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