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тшншЕ 0I[EHK и пгрЕlлнOсти приБлиfЕния

лOкдьнOи дпп ршс нАции куБшЕскli,lи спrпйнми.

Ф()нуrп. тфнАя нА пOлино,iАх пЕвOи стЕпЕни

Т.3. Oвчиннrtеа

Введение
фльD предлагаеliой 9абоrU яэляется изучение одной из Фо9-

1,1ул,юкаrъной аппроксlfiации куби.{еск}rаи с плайнах и, которая точ-

на дл, полинq{о8 п€рlой степени на произаольной нерегулярной
gстке [l ].на саЕноlе рной сетке она соападает с простейлей Фор-

}.улой, иссrlедо€анноИ а [2 ].

Пtrcть на отрезке [аrЬ] 9аданr. функциi f(x) и сет-

ка з=хо <xr< ...< xn= Ь . 0бознач* hr= Xl+t - *r.8
дальнейцЕх будеrr придерхиватьс, соглашений, принятuх э [2] от-
нОСиТельно пРодоrЦения Сетки, а и{aннQ будеи расснатривать
сrtдaоцие lарaантu i

") h_a= h_l= О; hn+.t= ho= Oi

0) h_a= h_r= hoi hп+1= hn= hn-ri

") 
h-.l= ho, h-2= h1; hn= hn-r r hrr+t= ho-a'

}tсIЕАуемая Фоя.lула ло(альной аппро<сr.ации yiiee т виА;

Е (х)= а_ rВ_' (х) +а,, *.Bn * . 
(х) +

.д. 1= (**_.***.*"*.И, 
"

пEt(
k=o 1 х (l }) в )(

k

,9

в*(х ) - нОР.rаЛИЗОВанllý€



8-спrвйнu [l,]]. КоэоФицrcнтU С_.trсп+.| Аля варrвнта продол-

пения сетки "а" задаптса оfuей Форrуmj: с_1 = f(ё_r).
' я(хо), сп+1= f(E+1) = f(r<n).B сл5ваях 'б", 'ъ|' otl и }€-
ходятся из ycrloв ий интер.lоляqии на кончах интервалаt Sl(Xr).
. t(x,), J = 0,n

пуЁrо Тr(х) - лиrеиная Функция, интерполир),Dцая f в

точках Ео = Хо ,r t1 . Тогда для Х€ [ХоrХ1] ,иееи

Sl(x) = L(x)= 
k_E 1L( 

Ek)B*k). noc*or""y Фор,tул) (l) оосста-

наВлуэает лr+rci{irt Оункqий. Так rnr o69a9ql, ýо(хо) = f(xo),
т.е. ycmll€ lfiтерполяц}lи вьtlолlевоr а, сI€ловательно, С_1
= !(Е_.) , -"

с_r= f(xo)+ ,.o[f(xo)-f(Er)] , ао= 

Ж'.
(2)

0тяет]0i, что в случае продолt{ениl сепи "6" Ъ
= 1 . Ана.пог и,t но.3ho/(Zho +hr) , " r сл)лае 'ъ" - lio

a,,*r=f (хо )+ iln[f(xo)-f(Bo_.)], %,.=
1
х_

n

_l(
1 in

1,-''
llы пол!л и1.1 оценки погрецности приблихения ,юкаьной ап -

проксl.i,tации (l) на произвольной сетке. В ýt для достаточно
гrвдк их Фунхчrй, напрrfiер

ас}иптотБlескоrо ра3rрl€ния

форiулчf€ Wi[а,Ъ ] , .ьаодятся

sl,) 1*1=я( ") 1х;* 9( ") 11;з,' (r.)ю(н9-'),r = О,1,

rле Il = rПаХ ha .Найдgнr Torнre оце}i( и главнrх членов по -

rЁщiости Функцrи и ее произ.од{ой l0(x) ls fi'/6, lel (х)| s
S tdZ , тен са}aЕa полt^a€нu точн*е ас ldп тот},неск lE оqенки

Fl")-t(")1o sкэfiа-!пfl'l[ + о(н'-") , э= о,1 1

ц0



где

ства

Ко= l/6, Er . l/Z. 3aMeTrar, что по хоАу доказате,,ъ-

полученu нераaенст9а

ll s; _f 1l_. ,s VбlE'lb + о(н') ,- clxr,xn_rJ

|F{-f 'llglxr,*,+1]= IIl2llf"llc+ о(в2), j =о,п-1 .

В 9вботе [l ] приаеденu ФоDlулu ас.i.птотического раsrрrrе -
нrя пог9ецЁости аппрохси1.1ации (!) на ра!ноiерной сетке, пока-

зltварцие, что . сто случае п!юи9водн* f '(Х) n f"(x)
приблшiартся с точностrо о(н2) . 'н" не!в!но.ерной сетке,как

виýlо из при!еlрннuх !шЁ Фор.ул, порядок приблшенип tl(X)
поlпЁется на едrницу, а f"(X) , воофр гозоря, не аппрок -
с lai ир)€ тс я .

а ý2 a пр€дпоrDrlении

ки пог рещност..l прhблш(gния

f < П}а rЬ] пол)леfiц точ Hue оцен-

шst") _ t(") 1as кгЕа-sшf''l|.D , r = оr1,
причеи постояннlе Ко такие l€, (ак I в lсl,laптотraесr<ях

оценках. это гоаорит о тоaa, что Аля данной ФоFaJaлtl ло(аrьной

аппрокспaацl{}l не сrЕдует arспоrъзовать аgriaп,отБ| еск иa оценки.

Фор.ула (l), a отлr{и€ от простейдей ло(альной аппрокGh.а-

ции| не Cotcex удоФrа на практике, поскоrъх)a т9еб),ет a5{исIЕ -
ния энэченпl Я(Еa) . При.€дQ1 др},r },о lDоtr улу, l(oтopa, такпе

восстанаaлиlает полиноitl пеЁой с,rепени, но лишена этого недо-

стаrка. Boabieн спrвйн пе рaой сlепени !(х) , *raрпол"рrt -

ч}iй Фlа.е,rия f(xa), и no-r- ýr(*) = а(х) . Тогаа

ф{*)-t{-)=вr(х)-с(х)+ io tl{ в.l-з1 g") 1в*(х)-

_ъ[D( q)-f( 1)]в_r(х)_вп[ъ( q_r)-tt 1_r) JBo*r(x).

цl



0тсрда, испольэуя привеreнньЕ вш!е результатU, а такше оценку,

полученн},D в [l ] для l(х) - t(x) при f € W;[аrЬ] , l+re-

ем Шýr-tlla S 7/2ц.Е2Шf"ll. . эr" оценка не является точ -
ной, но Jtгко показ..;ть, что точtlая константа не мо,a(ет быть

меньцв t/6.
в даьrвйчем в обозначении локаrъной аппрокс}tlации (t) r.rы

буFм оп}скать индекс f в тех сл}^4аях, когда это не приводит

к ра9ночтенияи.

ýl . Тоrные ас}иптотl,${еские оценки

тЕоРЕr{д t. gслu ý(х) - аппроксlц|ацuоflнай сплайн,
опреОеляепай Форлалой (J), f € W;[аrЬ] , а проdол -
певuе сепкLl уOовлепворяеп оOнона uэ цсловuЙ uau-

"в 
а, по

шg(")-1(")шa =*or'-ollf"llc+ o(El-') , з= о,11

еOе Ео - l/6, Е., . l /2.

дшАзАтЕьств0. пусть х € [xrrxl*r]rls 1sп-2 . под -
ставив в (1) вчракения

f(B") = f(x) + (Ek_x)f '1х)+
(В*-*)'r,,(х)ю(нr) 

(з)

6
и используя свойства В-сплайнов, поля],и

ý(х) = t(x)+ р(х)я"(х)+о(нЗ) l (4)

где о(х) = [ ';' ( Е,-х) zв,(х) 1t, .
_ Lk=t-1 К к 

J
Если в качестве аппрокс1,1tир)€l.iой Функции 39ять поли}iФ,l

."да Р(х)= х2/2*х+d , то, очевилно, 9(х)=Sо(х)-Э(х).
Поlъгая Р(х) =(х- Еr)(х - €r*)|Z , ,n,J." р(х) -
- P(Er_r)Br_., (х)+Р(Е.*.)В.*.(х},Э(х)rоткуда, ],iспоrъзуя

ФоtrlулU дпя В-сплайнов| ,Егко пол}л{ить

ц2



9(х) = J- {лl}r(hr_r+h..r)(1-t)t +

+ lrr+ rhr(hд+z+ь._, ) t,$b!t(l-t) €hrьд+ rt +

+ 3h.h._.' (1-t) +hr- rhl+ r-htn.-r-o.o.*, ) , (5)

где t= (х-х.)/h,, p.=h*_'/(h*_ r+h* ) , l*= 1- |r*.

Теперь найF}r К,,= Пах |9(Х)|/Ва. d.сдбв сбозначения. x,hb

u = h._./B, т=L._r/Н, z=htft,
y=h.*r/II , т=h.*./Е, u,w,z,yrve [О,1].

Тогдд

(6)

р(х)lГ2 = fltл,l,в,у,т) =

{Сtщl (1_t)r+ zе(ч+w) *r.
L T+l y+z

l
-Ts

+ 3z 2t(l_t)*3yzt€Tz (1-t) +w-vz-yz

}treerr Ко = Еах {.ах dt , ц , п , z , у, ч) ,
-ЦtD T(t д л 'z ,у,Т) }. c"a,.arB опреЕл}ir }.ахс N.!,r. оунхцrи

ý . Очеэи4rо,

ý(t,u,T, z, y,v) s 0(t rl,w,z,y,1) = 4{t rw, z,y) .
Даrэе,

4l(t,T,l1y) - ф(trтrз,у) =

= f ({5{t,r, з,у)+ фо (1-t,y,z,w)a3 (1+z)t(l-t) },

Фо(t,w,z,у) =
(1+z ) (

(y+1
)

гф

4!

( у+z
tl +



+ w(2_3t):Y tЭ+ w(2€t) = фr(tл).
2

Фуrкция фr(trw) линейна по w , nprileii Фr(trО)=t2:О,
фl(tr1)=(1-t[2-t-ta):O и,с,Едооатель но, фl(t,т) : о.
&ачит, ф(trw,z,у) S q(t,w,l,y) .

Для опредеtвн ия яaKc}i.j/r.a Фуrrкчии ф(trwrlrу) р.aa"о, -
рия Gначаrв обrвсть т ) у. Так как 4l(trчr Jol)- ф(t rwr 1, у).
= (vl-y)qlr(t,w,y),/r8 , rде Ф.(t,w,r) = (t-t) Эrl(w+1) -

-t'/(y+1)€bw-1 - rоэрастаолtая Функциi от t иф.(Qдrуl
= я?/(я +1): о, то 4l(t,w,l,y) S Ф(t,w,1,1) nprr

w:y.
АнаrDг l.r{ но показuaается, что a обrЁGти W SY MaKcnr}r

rP(trw11 ,r) достиl'аетGя при w = у. TaKh. обраэоrr, посколь-

ку <P(t,w,w,t)= (1+w+w2)/t8,rо пах S(t ,ч,w,z,у,ч)=176.
Пока!€r. т€r!ерt, что цiп Q(trurwrzryrv)> -l16,0*".rя-

но, что aaинlшуu tlостигаетсi, коl,да u= V= О и при это,t

f,t,o,w,z,y.o'= T}{i,} tr-t)Ъф t9+ зzzt(l-t)+

€zyt+ 3zw(l-t) + Try-wz_yz ЧЦ]ЦЦЕ z _J.
l8 18

а

иtак,tjвх l6(x)l/H' = l/6 при хе [xr,xn_r] .пчсть
теперь Х€ [ХrrХ,*r1, J =Qrn-1. В с,л). с ьrrrет9ии АсGтаrоч-
но расG}tотЁтr j . 0. В сл)лае продоr!|€ния сетки'Ъ" ооEнуrrt
(4), (5) остаотсr ! сиrЕ. в слу{аях 'ti", "l'| b,rcerr

S(х) = c_rB_r(x)+
zEf(

l=o { )в*(х), (7)

rде с_1 опрaдрлrется Фор.уIDй t2). |епоrъзул разrrопен}rе С)
яля _ f(xo) .. f(1) , нетрул{о поляить соотноцен}t

qq



сr_1= f(x)-f|(x) [x-xo+rro( Е.-хо ) ] +

+ f"(x)[T{,r-*.,- ЧЧ *o]*otH').

Подставляя его Briecтe с 6) в 0). полJ..аеtl

S(х) = f(x)+ po(x)f"(x) +О(н3) r G)

гдЁ

сь(х) =*( t во(х)+в_.(х)(1+ио)](х-хо) 2 
+

+ [в. (х)-цв_., (х) 
] ( gr-x) '+в. (х) ( в.-х) 2 

},
или, обозначив Со(х)= В.(х)+Вr(х)=1-В_r(х)-Во(Х),

ео(х)= ! ([1-со (х)+rtов_' (х) ] (х-хо ) 
2 

+

+[со (x)-rtoB_.. (х) ] ( Ё,r-х) '+в. (х) ( в.-х) 
а 

} -,.э l
При Bapl€Bтax 'б", ''в'' продо.rшения сетки

со(х)-вов_.,(х) =а(х)= "+ЪЬr- 
gJ (lo)

2hо+h., \ ho+h1l

Сlвдовательно, асиiптоти]еские Фор4улч для эlих вар}Ёнтов оди-
наковч и

,ъ t*l = j{Сzь"*h., )ьоt-зь| g2lде
t

oпреFлrа теперь пах|ýо(t,z ryrv) |

h _h

]"}.
(ll)

З (ho+h 
1 

)

=oo(x)/H2,a?ryrv
1- 0. Oчсэl.qrrо, что MaKcyrryri бо

l ГАе To(t,z,r,v) -

определяФтся .Dop.lyrвH и (6) при

достlfается при v = |,по_



Kall(eat/t, что в то{ке макс9}t)ла Z = 1. Действительно,

Полагая Z* l, ltleeм

}О, то

фо(t rу) = ýo(t,l,y,1)= t{ "*'-,**" l,"эifu]},
Поскольку Slt,y1=

оу
!Гr- 2t' ]
ОГ з(l+у)'J

пах qo(t,y)= шах [1-(r-t) (t_ta) )/6 =1,/6 .

|tlr+rr+lyи Ъ достигается при V = 0. При это.r

Q(t,z,y,o)= ff{ z"-"+zt+z 
[r- 5fi._л] 

*'} =

= { о'' ,z,y) ,

так как ц(t ,z ,y)+1=2z(l-t)+yd-zt* ' [r- ftl]n".O
го щiп бo(t,zrtr,v) > -1/6.

Мн покаЕалиl что на всем отрезк" [а ф] справеллr€а

асl,}tптотЁlеская оценка с точной константой Ко - 1/6. Перей -

Fм к pacc..oтpeн}ro аппроксl,}lации производной f'(X).
пусть сначала х€ [хлrхr*lJ , 1 SlS n-2. д}фФеренци -

руя соотноl!Ения (4) , (5) , полг.аем

s'(х) = f '(х) + 9t(x)f"(x) +О(В2) ,

о'(х) ={ tш.*r{hr+а+ h._r)tz -

- lr'r( hr_ 2+h.*., ) (1-t)'+Ъ. (1-2t) +Ъ** r-hr_.l },

qб



или, учитUrая (6),

1
т

9'(х)Гi =ý(t д ,v,,, ,у л) =

-@ tr- а(У+u) (1-t) r+z(1_2t)+y_w
y+z a+z

9I (о,r,о,у) - Д(r- Д)а ol

ff(1 ,r,z,y) 1
6

@) _511,_,

}.,
l2)

i

= 0. Фуикция t пр"дar"aп*, собой параболу по переrrенной t.
полагае fr(trTrzry)= fr(trO,w,z,y,1). Т"* *.*

6(о,*,о,rl =!{ _ YZ 1 Z+PW
v+z

i[ . оraa,цrrо, чrо r.axc 6.),|. достt.rаетсt при V - l, U -

,

.]

у+а

9E 11 д,о,у)
ап

1
6 l+z

so;а( _1
)

то

,.* fi1o,",r,y)= ** 1 -,] =а,п

'+z

ra- f,(l,T,z,yl= *t -Z2 *rl =Д.l0y+z

П рaд[rоrвlп тспе9ь, что при некоlоЁlх эначениях 
'rУr'cyuFcтB)rcт точ ка цаксt .увa 0 <t' < 1 . тоrда и9 ),сltoa ий

(trrп,zry) =о, Оufi 1g.rTrz,y) < о
at2

ц7
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+ tl _ (w+z_у) ( y+z)' - t"Д-l t**"by1y*a '
(ш+1) (T+z)-y(y+z) <or W+Z (у, W+1 (y+z,

с уче Tor. котофlх и9 (l2) получаем

fflt',w,z,y) < {( u(t')'-u(l-t')2+z(1_2t')+y_w } =

сrЕ дуот cooтHolltH ия

Тем caнь|}r доказано, чта

Пусть Х€ [Хо ,Х. J
(l l) дае т

и, с учетоl обозначений (6).

Макс r.fi у|. 9о

, ДlФФе ренчирсВ а ние вврахениЙ (8),

6
Jr_w

6

Kt- l/6 пр, ХС [Хr,Хrr_. 1

,s'(x) = э'(х)+ o|(x)t"(x) +о(н2) ,

h.-h,
oj(x)= Д- 

{zbo*br- 
бьоt+поф+ t2

}l+h0
h

"f,' 
= *'*,",l,,r,)= Д 

{zo.1. 
otz+z.(з+

)"}
v-y
у+z

достигается при V= 1. Так как

бo(t,z,1,1)- %(t,",r,r)= f (
- zbz

y+z
ZO,

,о пах ffo( trz,у,1)=пах бo (t ,z ,1,t)=пёs(zz+L- бt.+

+ 3t2il /6 -1tZ.HrrHл. dо ДОСтигаетс, при V - 0.Поскольку

fio(t,z,r,o)- fro(t,z л,о)= I (r- uЧ') : о,5\ у+в l

q8



то n1пЪ ( t ,zt уlо )=rпlа frо (t,z,о,о)=цiд f tз t r-tl "_r1
= _|,

6

ТакБr образо , при Х€ [Xo,XrJ
рема поIиость|0 доказава.

ийееi,l Kr' '|/6. Тео-

],

ý2. Точнче оценки пог решнФ ти

1ЕОРЫЛ 2. Еслu S(Х) - аппрохс 144ацuоннdй сплайн,
опреОеляелай форлулоl7 (1) , f е W}а rЬ] , а проёол -
хеNuе сепкu аOовлепеоряеп оdнод|! uo аслов uй
по

1 s(")_t(")1a s кrfiа-'n|lf'' l|o , r =о,1 ,

еOе Ко = l/6, Kr = l/z.
докАзАтЕьство.сначаrврассмотрь,r *€[*ar*a*'

1 S t S п-2 . }tпаьзуя р€lзло)lение no фоtriуrt тейлора

f( E.)=f (х)+( E"_x)f 
i (х)4 ( E*-v)t"lT)dv , ( l3)

1
Jх

из (l) полу{аеii

R(х) = ý(x)_f(*) = ^t' в*(х)
1
J.а

l-т)f"(ч)dт. (t4)
k=t-l

paccraoтpи.t три aозйохнчjк варианта распоr'lожения то]ки х
относительно Еa , Еa*., :

1) х S |* nnrr E r*.i
2) Er sx S Er+ri 1l5)

3) х : Er+r пп" ё.*1 S *.*r.

ц9



В пе рrо}a сл)Аас a.llёcli

х
пt")=.[ в (х) (х-ч)t" (ч) dч+ [в.(х)( €.-ч) +

Еr-,
l-t

п

L
(х):о , то отgоАа, пруr.енrя неравенство Гёль-

+ в.*.r (х) ( €l+r-ч)+в.*.(х) ( Еt+2-ч) ]f "(ч)dч +

+

+

il

l

[в.*., (х) ( Е.* r_ч) +в.*.( Er*a-v) ]t" (ч)сч +

a

в.*.(х)( Е.*"-ч)fП(ч)dч.

Так как в
деrв, nreeц

I R(х) l s || f, ||o 9(х) ,

( _*)' (l6)

о(х) = 'ý' в"(х)
t=l-'| 2

]tпользу, Фор.улI в-спJrайно., поля.еrr "rо 9(х) определя-

ется lDор.улой (5).
Во aтopor и тaЕтьев сляаях сФерUсфно аналоr r+tвrre paccyr-

Fни, cнora пр]raодят к Фор.4уrЕ (!6). сядвательно, Hil ]rнтср -

"ara [ХrrХо_lЗ lочная оценка со!паАает с асrоlптоти{ еской t

т.е. Ео . |/6.
пустL тс]врь ХС [:Со ЁпJ

прояолrениr сетки "6", 'Ь", поскоьку a сляае '|a'l все ФоЕиуru
corpaнrтCr. lhэcrt

в(:r)=[с_r-f,(х) ]в_r(х)+ 
.!о 

tr' ,.r-r'*) ]в.(х) .

. надо Dассr.iотр€ть вариантu
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Подстаэляя сода ФоFiулrl (2) и (l3), пол)ваев

R(х) =

*о

rto ) }:со_ч)З" 
(ч)ач-ъо

х

з il

=п_l(х , 
[,r- !вr-ч)з'{ч)сч +

х

2
+Е

:=о
в( х) g"-v)f"(v)aT. (l7)

ц

При i . о !оФ.охiнr вариантьt 2 иJ tЁGполоlteния то{ки х от-
носитЕJъно ý В сллае второго варrанта Форуrв (l7) дает

х
пС*)= J [ (1+ rq )в_., (х)+во (х) ](v-:co )f " (v)av +

Хо

E.t

* J([B., 
(*) -*ов_., (х) ] ( gr-v)+B.(x) ( g.-ч) }t" (T)av +

I

q
в2(х)( Е2-ч)f,"(ч)ач. (l8)

tit итuвая (lо), }йееЁ при Ve [х,gr]
[вr(х)-иов_r(х) ]( 1-v)+B.(x) ( B._v) =

= q(x)(g.,_T)+Br(x)(B.-Er) : О.

Пр..i€нrя к (l8) нераrенстэо Гёьлaра, пол),чаен

]в(х) | з lE''ll_ ео(*) ,

где 9о(х) о.!реАелrGтс, ФоDrуrрй (9). 8 сляае третьего .а--
рианта анаrDr гaнrе раGсуlFни, приlодrт тэкIе к фоtr4уrt (9).

+
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Тех самцr локазано, что на всем nKr"parB [аrЬ] спра9едлива

ol€Hкa с точной ко{стантой = 1l6.
х )-f t (х ) . пусть х€ [х.,х.*.r ] ,Вr(х)

Ко

=S'(
1sl s n-2 и9 (!) и (l3) сrЕд}"ет

Теперь оценrа,t

1

+1

z

1

Bi(x) ( 1-ч)f"(ч)dч.п., (х)
l+2
Е

k=l-t

{
Jх

Надо gаGсЁотDеть три варианта (l 5) располоl€ния точкиХ
Пэи Хa S * S tr*, liмeerr

R.,(х) =

х

J
Er-

в|_. (х) (v-E _l)f"(v)dт+ [Bi(x)(B.-v) *

Ei

Jх

+ в |*.l 
(х) ( Е.* r-т)+в!*.(х) (Et+2-v) ]f" (ч)dч +

+

+

[в|*r(х) ( Er*r-v)+Bi*.(x) ( E.*2-v) ]f" (ч)ёт +

в|.. (х) ( B.*._v)f"(1I)dv . (l9)

так как зi_.,(х) so, Bl+2(x)z о, cl(x) = в|*r(х) +

* в|*.(х) ,_з'_r(х)-в](х) l о лри х€ lxr,xt+rl, то

в !(х) 
( Er-v)+B|*r(x) ( Br.r-v)+B i*"(x) ( Е.*.-т) =

= _в i_r(x) ( Er-v)+c !(х) ( E r*r-gt)+Bl+r(x) 
( Е.*.- Е.*. )>о
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при v€ [х,Е. ] и

в!*., tx) ( B.*n-v)+B ]*.(х) (€.*.-v) =

= с|(=) (Е.*r_т)+в|*.(х)( Е.*.-Е.*r) : о
np" vе [tl ,Er+l] . Приrtехrя к (l9) неDа.енство ГёльдеРа,

}неен

lnr(x) ls lF" l|.on. (x) ,

9r.(х)= } tзt .tr-zt) +hr+ r-hr_ r+p.(y.+ yr.' ) t' +

(зh t+2h +h
z

)

'l.

где Y

l-'l 1-2

Если sx 
=

Er+r ' то

в|_r(х) (ч- €._.)f"(ч)ёч +

[в |_,, 
(х) (v- 

tr_., ) +в |(х) (v- Е, ) ]fi'(ч) dч +

l
[в|*., (х) ( в.* r-ч) +в i+, 

(х) ( вr*.-ч) ]f " (ч)dча

- Y1-1-Y1 (1-t) а ), (2о)

(2l)

t

Yr-,

+h +hI r+,l
h

Еr

g!

J
Еr-,

аr(х)=

а

I
Et

Е.*

J

k

+

х
tr*.

+ J вi..(х)(вr+.-т)f"(ч)dч.
Еr*,

ПocKorrKy пси те [ !r rх]
в|_.l (х) (v- \_r )+Bl(x) (т-Еl)

5э



= -ci(x) (v-Er)+Bi_1( Br- El_' ) s о,
а

Bi+l(x) ( Еt+r-y)+в|*.(х) ( вr*.-ч) =

= с!(х)( E.*.,-v)+B|*.(x) ( в.*.-Е.*.,) е о

при ТС [Х, ga*.r] , то прri.е}€нl,€ к (2t) неразенства Гёль -
Ера лlет

lRl(x) l s ||fl|||.or.(x) ,

2(3hrt+hr_r-hl ) (зh, (1_t) +ьr. r -ht)
о.'.t*)= i 

{т

+

+ Рд*. t+ Yr+ r-

тд

2(зhrt+ht_l-hr) а

тд

t

z

t,
t +

^. [r._r*r-
2(3ht(l-t)+hr*r-hr)'

]}
(22)

Yr

Вариант ! а*lmrи.ен aapкiнTy l, поэтоау r.u опускаен под-

робlости вrводр. 0TleTrrr только, что a этоi сл)нае

]Rr(x) l s ||fn||.orr(x) ,

ýr(t л,т,z rуrv) = frlr(l-t ,v,y,z rw,rr) r

гяе ýrr(t,u,w,z,y,T) = оrr(х)/Н, fr' 
'(t 

ru,T.z,y,v) -
- d..(х)/Н t а urw,z,yrт опрсдел тся соотнощени;rи (6).

' i"n"*rno*r"" fir.(t ru rw rz ry,v) = 9r.(х)/Н, 
""qaо,,

к r=оа:с(пах fi.rrrЩ йa}. '" 
(20) rrегко.l{деrь| что *ахси-

lyl frr' ло.r-*r.я при .tI 
= 1. Тогла

ф



frr r( t д,т, z,y,1) = fir.(trurw,z,y) =

z) .lz +а
6 3z(1-2t) +rтл+

y+z

2z+-q+z шw+z
zt +t2zt-4z+4я-y+u

а.Тl

5(Tc+z) (1+w+z) (w+z

yЦ r= r.*{Т., r{t,о,",о, у), ýr r(t,l,Tl, z,y) ).

( t ru,тт rz, у) l О, поэтоrrч

ача

Trr{trlr",u,y) - ff..,{t,o,",z,y) =

+

(1_t) а

0чев илlо,

но

= 
(1_t) а

1+r,l+z ) ql'2) -2(z-я-$zt) 
2

а так как z-w : z-T€tz Z о при Е, ) * r то

(11rпlz) (T+z) -2 ( z-w-ýtz ) 
2а (l+w+z) (w+z) -( u-"r) 'u о,

сrЕдрватеrlно, Т.r., {t rO rT rz ry )STrr(t 11 л,z ff )r r. е. 
""*с 

n -

r4)п лрстигаетс, при u - 1, Соотноценrrе ,4ецду остальнra.rи п€-

рейенн9{и в точке r.iaKcl+ay.ra Функции tr., о*- устано.rЕно G

поraоьlо чисr!llню( tхtсче тоa на sн. Бшо покаgано, что

пах тr .r (t ,1 ,w lz, у) an"xff, .t 
( t ,1 ,1 ,1,1) =пвх

-? z -122
tr a , ..* a ц}lо и9 фоFlулu (22) , достrrаст }laк-Флtкция

сrr.л.a при u = т = 1, ч].GrЁннrЕ ЕЁсчетu, эЕ!оJнgннЕ на

I}}l. покаiали, что
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па]с Ъlа(t !,T,z,y,1) = йе- б12(trl11,1rl11) =

= Dдх[1_2tа(l-i2l/2 = 172.
Taкrr. образо4' при t€ [xr rxr,-rJ !яёен Kl - |/z.

llycтb тaперь х€ [хоrх1], а проАоrDение сетки удовлетворя-
ет усmaияl. lб|| или 'lЕlll Тогда из О), (2), подGтавляя Bl|pa -

rcнrя (lJ) . пол!л.aЕя

Rr(x)= в:1(,() 
[ar--. 

r.;-L"-")f,,(v)cv -

-ъ
Е1

п
( ёr_ч)t"(ч)аy +

)
z

+ ЕВ (х ( 1_ч)f"(ч)dч . (2з)

k= э ,(
При t = 0 и услоaиrх 't6", 'lв|l aоо.оllнв ва9ианru 2 и 3 пвспо-

JDrения точк, Х относительно В1

Если Х€ [Хо ,1З , то из €3) nree,r

(х)= [(l+rto )в]r(х)+в|(х) 1{ч_хо )t"(ч)ач +ii
1

1
Хо

[вi(х)-цв].,(х) ]( вr_ч)+вi(х)( c.-v) РП(ч)ач +

L,

в;(х) ( Е2_ч)f" (ч)dч .

tft
х

5ь

+ (24)



так как В'., (х)= о, cj(x): о. в!(х): О , а иэ tl0)

мgнение неразенства Гёльдера к (2ц) дает

2ho+h.'

l Rl(x) | s ||f" ||. 9r(х) ,

3hо / h ta \

\t- ;p;/ e о,

aLb
ou

Q'(x) =

,о пви че [x,ýn] *.", [в](х)-цВjо(х) ]( gr-v) +

* Bi(x)( 6,,-v)= 
'Q'(x)( 

Er-v)+B|(x) ( в.-Е,., ) z о. по"-

ь
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бhо
Оr(х)= Д +ho +

2hо+h.l 2ho +h r

3hо+2hr+h.- 
з(h""ф ]t'_abo,.T} (2 5)

(26)

+ [Bi(x) -
(т- Q)SO nc..

при х€ [Еrх] r Е1 Sx1, перепшrc.. (23) в в ttде

в1

п.,(х)= j[(r+ц)в].(x)+Bj(х)](v-xo)f,"(v)dv +

*о

х
+ J { t(r*"olBlrlx)+Bj(x) ](v-xo) +

Е
+ [вi(х)-цв], (х) ](ч_ gr)}з" (т)ёч +

q
+ J Bi(x)( g.-т)t"(ч)ач.

по.*оr.*уХ [(1+1)в]r(х) + Bi (х) ] (т-хо )
_цв], (х) ] (т- Е", )=-е'(х) ( Еr-хо )-в!(х)



V€ [:Crq] rтo аналог!лlно предцдуrцФ4у qлучао и9 (26) сrвдует

lRr(x) l s ||f"||_ 9.(х),

2(3hо (1-t)+hl-hо ) 
2

о.t*)= * {цt'I зY1

-4hоt+2hоац. + 2hot-
Yr+_

zho+hr

з \27 )
з

0стаетея оченитD бункции 9r(Х) , 9"(Х) . Шаксlt yr,i Функ-

ции 9r(Х) , *а* rирlо иэ (25), достиrается при ha= Е. С

пойоцьlD численнчх расчетоa фа 3}i бrrь пока9ано, что в то{ке

lrаксуиу|.а ho= hr= Е , т. е.

пах 9r(х)=вах H[l-t(l+t) (1- t)2)/2 = щt2.
Функция 9a(х) полr",ена п!,и ycJxlв ии Е' S х S ga,_oT-

куда сrtАует, что 3hot Э2hп+h' r hо Эhr.Так как 9a(х)=9
пDи ho =0 , тосчитаем лhо>О, аrзначит| t z2lЭ,

из ?7) Еrко эидеть, что 
О n; (*) } О, поэто,lу r.aKcri.),и
ah;

gz(х) до"r-""rс, либо лри ha= о, n..oo при ha= Е.поrв-
гая фr(t ,z,y,v)= 9"(ж)/II , nrecH

Ф.(t,z,уJ)- Ф. (t ,z ,l ,о) =

ztz z

] 
= itr,u,"l.й _t

6 ( z+y) (y+z) (1+y+z)

}&итцваr,что 3z(l-t)+y-zSyS z, пол5паеrr ýr{t ,o,v)Z
Э О ,т.е. ,.акс уф!р. Фa досr"гаетс" при Т. l. С пФrоцьо

чисJtннuх расчетоa на SН бчло устаноaлено, что яaкcli.yr,r ф2

по остальннв пере}.еннý4 достигается при У= z =1. Так как
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Ф.(t,1,1,1)= (t4-4tЭ€ t2+zt-t)/2 " *,*,1,1,1,) =

= 1r-t3)+зt(l-t)2z о , то ф.(t,z,у,ч) jirtr,1,1,1) 
=

= 1/2.

Мы показали, что на асем отрезке [аrЬ] точная констан-

та Kl= 1/Z. Теорема докаэана.
ЗАМЕЧАНhЕ. Из доказательства Teopelrн видно, что константн

Ко n К1 достигаlотся на равноt{ерной сетке.
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