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o(h"),
пос троенu

Степени,

ностьо

В [1 ] рвссrrrтривались локальнне сплайньr дефg(та 1 на раэ-
нФrерной сетке с щагФi h , которве аппро(с.пируDт Функции и

их проиаЕоднче с r.аксl,нально возIоtхньa. поряд(Q{ по h .В част-
ности, (убические смайнч аппро<сиr.rируот f(') с точнФтьр

если f- достаточно гладкаi Функция.Кроме тrо, в [l]
так называевце квазиинrерполяционнuе сrulайнý третьей

котор..е в уgлах сrrлайю аппро(сиllrруЕт f,(') a ,ou-
о(h6) (т.е. на два порядка боль|ле, че.r. в остальннх

точках), и полученý| асииптоrические ФоrрцIrъl по степеrя" h Аля

остаточно|.о члена аппро|(с }l}aачии ft'/ . по*"r""пяет интерес

сравнение аппроксиraачио}lнчх свойстэ квазиинтерполячионных

сплайнФ со свойстваии интерполяционнвх, а TaKte ло<iU!ьнUх

сплайнФ |.инlоiальнФо щаблона, обеспечl€апцих точнФть аппрох-

с}аiации О(ЬО) . С этой цельо в настояцей 9абот9 .получевu
тФllflе оценки оgтато.lного члекl аппро(сlс,lаци, ft'/ . в .

- 0,t,2, Сршнение с llавестн$lи оценкаraи для интерполяционr&|х

смайноa not(aarвaeтr что квазиинrерполяцrон}ýе сплайнa обеспе-
чиэаDт качесrво алпро(сrваqииrвесьма близкое к Tq.ry. которое
пол)ваетсл п9и }Епользовании к)6ических сплайrю€, интерполи-

рушlих 1(') , n*rpoa"Hux по сеточнь* "o"arn"," f('J,по-
лучено таrже ,вное предЕтаlле}lие остаточного члекr в ygrax
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,:пл.i!tllа. .]тметуь. r ч]J эначенил сплайва Е у8лах даюr разнФтнуо

i!!rс!окс,п4ацио il9оизl|одньlх весьца вьaсоiой точ}lФ тa.

l. 0пределения

Л}сть на оси (-оrо ) задана рaвнq,lеркlя сетка с
h | А =(t = hk }ФL '-Ф
ý(flt)

t**rJ . Н, счита€rt, ч

ле [",Ь] , которуй

t 'l . 06оr.ачtаl fP
k+ 1, k

обu,; но, Сэ - npocTpa

[е ф] проиgоднои

lllагоa

сплайнU

:€ [t*,
о,t) . кэк

. }tu будеr изучать ,rокальнtaе

деФ€кта l, построеннце на сеtке д по эвачения,i

Функции f . Предполоrrr{, что для вн|{исленr" 
"""".*,n" 

8(f ,t)
Е tочке t требуDтся знёчения (З*= t(t,.) f=, .То"о" ""о -,".r"" (t*}!=n, будеil назЕать tдаблоноr .пп"lц ý(f,.t) . В

оаботе иэучается ло<альное поведефие сплайно€ при t€ [t},
то Фунхция f заАана н.r тако. интеFва-

f, таких, что 1('- r )

3("), П1 - no*ro.*rro Фу}i(ц}rй

абсоrттно непрершна, " 
g(o) ос-

ранrчена а с)цест!енноi ,я [а ф] ; "ор'.а ll t ll =
. бвs ýчр f(t) , t€ [а,Ь].

Функция

ьh(t) = "t (Т)= f .i"r+lblbr*)|

сqдерхит lцаблон сatлайна при

= f(tt+ рь/2) ,tr=
}ство Функций f, с непр€рьвной l€

llfll--

(l)

наэ!Еаеrся кубическ]r.. Вtплайнс.а на сетке А . 8сжий кубиче-

ский сплайн g(f ,t) деое,, та l rroreT бuть записан как lIлней-

Hal кФ.6инацил 8-сплайнсэ i

B(f ,t) = h
n
Е

k=!-'
9k(f)ъ(t-tsIt) , t€ [tn ,tol1],

где ek(f) - линвйнuе Функ ционалц. ЕGли

коебиюция иa конечного ч]rсrЁ r значений a

бl

t
(f) - п""ей"а"

Аля каliдоrо



k , то сплаl" S(f,rt) назuвается локальнь... Буд€!. обозначать

R(grg(f)rt) = 8(t)-S(frt) остаточнuй член аппроксlO.ации

оунхции g(t) сплайноl S(f,rt)

2. llредlаритель нче сведения

хороltю известно Gиl, например| [2]), что мя. к),бичеgких

сплайнов t aкcиr,iальнчй порядок аппрокс]r."цп" R(f,('),ý(f) .t)=
= O(hn) , если f€ П|+' . Этоrо порядка аппDоксlа.ации

l.oflHo достичь, напрп.ер, если использоэать з качестве аппрокси-

,aанта прои!aоднуп поряд(а Е, 9 .0,1,...loT нелокальr.ого

инте9поляциоtlного сплайна степени 3+8 , но tакосо хе поряд-

ка r.olнo достичь, испольgуя ло(альнЕе сплайнu. при этФi }tини -
riально необходl.i.uй шаблон состоит из 6+В ,о'tе* t, .Смай-
нЦ с TaKюi шаблоноi, реаЛизушtие поРЯдо( аппРокСlначии

O(h") , будеr,r наrвать сплайнами минl,D,lального tлаблона и обо -

аначать сиr.волФi S:(frt) . В [3] получена обцая Форl.tула для

пФтроения таких сплайнФ

s;(f ,t) =о *=}_r€,*oh(t-tE), 
t€ [tn,tn+r],

,?,_= vi(ff r;*- # {ti1; + ti|;),
а в [l]_приведено ас!нптотическое разложение Gтато.lного члена

R(f('lý;(f)rt) no cr.n""-, h для Аос TaTo.rHo гладких f .

В tZl аля fef,} !rcтано.лена оцен(а

F(f ,ý:(f),t) 1 з *!ьПlя("\,,{ = тЁi = r. оо., о-,.,r,

8 [Ц] по<аэано, что оценка (2) не улучrлаеr.rа в клаGсе

бункций U}. Длl сраэнения прr.едеri неулуч|цilе*.уо оце,ху [215]

для периодических интерполrционнчх сплайнФ
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lR(f,t(f),t) ] s tb'lE(n)ll, ь = Д-1 .з.lо-'. ,r,r 38l

}iслольэуя реaуrътатll работц [l ]| яопно поhучить т(rчнче

лля локальн9х сплайнФ, аппро(сииrрупцих проиавоЕlнuе

€сли f€ W4+! ,
f'ёy

l п(э(.),ý:(f),t) l s 4hП ll з(О+,)ц ,

(4)

т1

2. 62g + 17*;=

В частнфти,

В уaлах сплайl€
";-*

= -J- з 2.7g.19
36

п
,

k=n-l

: l. .2. l0

rt

-2

":'+ib= 5,54,1o-2

lR(f('),s:(f),t,.) l s ,t:,rh"fi f(n*,) ш,

п0
2о1

б)
ъ|.=-Ц--з.9ц.lо-а.
' i' 5760

z
2о1 = э*}-s.rВ.'о-".m

ВuвqА этих Фор.аул бJвет иалФ{ен з qдной из блиrайлrх статей

ав тора .

3. Кзазиинтерполяционнuс сплайн|l

JЪкальнuе спл€йнч a}lда

s;(f,t) = ь q (t_kh) ,

dn,"= ofi(E..*3э-lqц0. зr*._ 5в8 
iia2f 

*0чз|1!*

бэ

(6)



0тсOда arrдно, что кla8иинтерполrционнtlй сплайв

аппрсс.irирует f(') на интерваrrс (t,. rtoar) с

О(hП), ав уsлахсплаЛна (t = tnr т= О) с

O(h') . }|з Фocryrrr (7) зчтекает

* fI;)- 5 ва+62 B+t 60 (t0+! + :о+1) )- }-z k+з

будец наэвать кваaиинтерполяци*r-^. t! 1. пусть tC [t, ,

tn*r] 
_, 

обоанач.+r j= (t-t,)/h, 9З= T(l-d l х= t.-С,3
пРЕДЛOrЕfiиЕ t [r]. Дсrи fawl*' , пс с,|:1.1 -

а еOлuв о аслмпmопчч ect ов преOспао ленuе

ý,q(f ,t) = з(,)1t; _ ДУ з("*,)1t; *

*#о.х(е.*+r(э+.)1t)+о(h6[f(6+.)ш). (7)

sa(f ,t)
точн(Е TbD

точllос тьр

ПРЕДЛОrЕНИЕ 2. cfl|atlп sa(frt) почr.о аоспроuэ-

о oOutlt проuэеоОrч" Э!;]rtr цllое очле,lов спепенu
3+в u чнперполuрlJеп в аэла, сплайlа проuзвоё-

хур эl1Jttl.
!ЦйЕЧАНИЕ t. l|Ьблон смаИна ý!(f ,t) ссrо",, из 8+ В

то|.€к tk .

цltЕчАниЕ 2. кооФФrциgнтu при В.G.u|айr€х в оор}rуле (6) l.о-
гут бчть предЕт*лarfl ! виде

a+./ z
do_*= _'!' ,_prf(h(ts+2+J)), 9r= 1-1;'р_r. 6)

'а 'ь t=-z-.f 2 .
rЦ}tЕЧАНИЕ 3. При в = О сrrлаЛн 8l бчл патросн в [6,

7Jl qнако €rо аппро(сlJационнrе gво.igтва не исслевоaались.

бt0



4, Ядра Пеаrrо

П!сть Функqи, 36 1Г+Э+r , Sa(f .t)- к!азиrнтерпоrtiцион-

нuй сплайн, t€ [t*rt*ar] ПБ форrуле Tefuiopa

ь
f(t) = Р (t) + J { t-,r) "*'t(,*,*l)1

а+a (r+в) !
(ч)сч. (9)

(Il)

где Р (
а

t) - 
""ог.,,ле" 

степени q. OtcpAa
ь

q

эý;]кtl =x(,)1t1- f .[ t.-"l"rtr+r+i)(u)du. (lo)

Если I - 3, то в силу предложенrя 2 из (9)r(10) r+leer.r

ъ

sa(f ,t ) =рЯ] ("' -,#, 
{ 

B,n( ( t-d ]+,,t1 t( 
0+, ) 1u)au=

ъ
t.) - JK;tt -;з("+.)1ч;ач.

а

Функция

K](t д) = З(t_u)i _

наз!5астс, лдроr Пеано. Т

(r+в) !
s,n((t_u)|, *)

aKr+r с5ра9ой,
ъ

в(з(') ,в!(з) ,t) =

Если !. J, тб

Iа
E:(t ,ч)f( ф+') (ч)ач (l2)

'+.
n(f('),B;(f),t) = р в'п(эr.. ;Ь) +

(.) (t)
ъ

. J K](t.")t('*') 1,r)ао.
е

ь5



В силу предлокения 2|

roaee}|

в узлах сплайна для f ( ш}'

{t" д)t('+') 1,r)au. {rз1B(f (. f ))() a t
ь

[,Jэ
а

q

Kj(tl,ul) =

пРЕдлOжЕниЕ 3. Справ еOлцвu равенспва

K](t д) = _._l_ sa((t-u)i+,,t) , ч >t, (l4)g- ' (3+в)!

к](tл) = 
(;1)"i] s"q((u-t)i+',t), u<t. (l5)

'' ' (3+в) l

Форrула (l4) следует из (ll), а (l5) вьrтекае, иа тохФес тва

(t_ч)" = (t-ч)й + (-1)!+l(u-t)i
tрЕдлQlЕниЕ ц. пуспD t = b(n+ т) , tt = h(п+l-т ) ,

u = tr(n+v) , ц! = h(n+l-v) TozOa
t) Kj(t л) = кэ (t+lotr,u+mb) эля лlобое о цело-

?о ц ;

2) к:(tд) = gЭ(lt дr).
дOкА3АтЕъстВ0. пусть ц > t. }tпользуя (8), (lц), фreg,t

к:(t,ч)
2+с/ z

Е
l=- z-B / е

_h1
L

(3+s) ! r.=n- з
bh(t_hk) 9r (h(k+2+j)-u)]+' 

=

= ъ* "=i,о(h(,-") 
) j_:._:j Е. (ь( ч+;+z-ч) ) ]+"

откуда следует утверкдение l. 0чеаидно, Ur ( t' при Ц )t.
Поэто,rу соrласно ( l5) получаеrr

_1).+' B!((ur-tl)]+',tl) =(3+в) !

ьв



h -1
(3+в) !

.+,l

х

i bn(b{t-r-u))"
v=- э

pJ(h(-l-v-\",i) )i+'
z+g/ z

Е
з=-z-./ z

сделаr теперь замену индексов с)йr.ировани, V= -г3 r J = -k,
а такпе учитнвая (8) и свойство с}+tветрии В-сплайнФ bh(t).
, bh(4h-t) , }i.ee!{

к:(t,л,) = 
h(:1)':] } botb{+_{.-B))),

'- (3+Е) ! tl;-э -
2+,/ 2

'. Ё в _,(h(}r+ts+2-v))i+'= K:(t,u) ,
у=-2,1/ 2' 'l

что и требовалос ь псa<аэать.

предло{евие 4 поэволяет проводить исследоrание Функqий

K](t,u) только при ч >t, t€ [t,,to*rJ .
0боrначr+r ь

г
k.(t) = Г0] lK](t,u) 1cu ,

а

rf = mЕк k. (t) .Ч t€ [t,r rtn*. J

Из преАлохения 4 легко виАеть, что Фуra( ции

нч отнфительно ,о"*" (trr+ trr*r)/2.
0чевиднн оцеrr<и

k.(t)

lв(f 
(' ),ý'q(f ),t) l s hЪ"(t) цt( 

n+' )11 sл*и!ц1( n" 
\1. tI ь>

С цельр вя.tttcления постояннчх к1 рассиотрl1|. oтдeJlbнo r<ах( -
ч

дчЙ иа случаев В - 0,1,2.
а) Е - 0. В соотвеrcтвии с Фораулой (6), r+reer.r

с l.iлlt l е трич -
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ýо (f,t)

1 npn

2lб

4
Е

1=- 3
t = h(п+t) ,fо*rQл(т),q

Q.(T) = *!о.*tl-t-ьr);.
1 = 1r...r 4,

Q-.*r(T) = Qr(1+) До= l, аr=,14. аа= 100lar=-290.

при u >t в соответствии с предлопениеrr 3

K](t,u) = }s[ttt_u)i,t)=Зl.i'(t-o)iQ.(T). crzl

Иэ это|,о аuрахениl нетрудно tc}roтpe'b | чта вепичиl+| ko(t) ,

В'" не !а!}€ят "" о, Ь , нr.r от tt . То ке можно сказать

" Ь B.(t)rB', при В . t,2. ПоэтФ.у при рассirотрефии ,дер
ileaнo мB буде" Ечитать h = 1л = о.тсда

Е;(t,ц) = ,* .ir(r-r,l|e.tt).
Расчетu, п9Феденнuе при поlФlи ЭВl,t. показали. что при

каttqф. te I o,1] Фу**цr" K;(tru) иr.еет два простuх кор-

"я 
ur(t) >t, u.(t) <t hри ч/ Gr.l) K|(t л) = о 1.

учrrьвая это. на э8н бuло прфедэно вutlисление значений Функ -

цr" tBo(t) при рамичнuх з}*lчениях te [O,t]. 8 резуль -

тате удaлGь устанGиrь, что Ф!rнкцr, ko (t) яосr-ает наи -

больlлего !начGния r TorKe t . |/2. поэтФ.у хl
Е 1,6088088.10-2, np"*o. чt(0.5) 

=1.09033s5:: -9. о3385. ! 0-2.
(Боaначr+r

. ko(o.5)=

u2(0l5) Е

t€ [чс(о.5) , чr(о.5)

[u. (о .5) , u., (о .5)

],
];

oo(t) =
Зltr tI



.(u)lt) = Фo(t).

Тогда, как легко видеть , Фо (0 .5) - S3 ( Фо ,0 .5) - ko (0 . ý) =ол
= иi . 0тспда вытекаетr что неравенсrЙ (16) при В=О дает

точнуlо оценку остаточного члена аппрокс],|.-lации Функции tc w}

сплайном S:(f rt) При t = 0,1, т.е. в узлах сплайна,ве-

личина ko(€) достигает },tинl.fi.,tального значения kоt0) =

- ko(l) 
= 

0.8519,10-2. Такиr.r образон,если te W} , io
l f(t")_ s!(t,tn) l s ко(о)ъ4шt(О) 

11

П5rcть теперь f € Сa . Тогда,согласно Фор,rуле (l3),

Расgltотриtl К!(О л) При ц > О

K|(o,u)= - {sittt-u)|,o)= rrh.lr'*-"r;Qr(o)=

= *+u (l5(l _ч);- B<z-u)|+ (з-ч)|) s о.

Аналогпtно иоrкно убедиться в Tol,t, что К|(О Л) S О при

u<О . Отсrода ýледует, что

t
Фо {t) = 

:- 
J{t-*) 

3 
ео (*)о.,

_3

з
г

R(f ,Sa(f ) ,о) = J Kito д)я(С)(ч)ач.
-,

,

-t
J_,

,

I
-3

lK; 0(0( к;dчд) д)dч
t -е

й=4t6,10 
'.

по теоре,.{е о средне}rK!(o,u)Ввиду знакопФтоянства
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R(f ,Si(f),r,)= # t(,)(r, Ее [tо-r,t,,*з] .

б)

Форйулой

s]ct, t)

в . l.сплайн, квазиинtерполирупцпй fr , задаетс,

h_r
IJ т Ьh(п+т),

3456о п+ 1-Оr' l(

1= 1r...rý,

5
Ef )

l,де

=*!r".(bt-t,*,)| ,ь.(t)

Т.,_,*., (т) = Ъr (1-т) ,

аf 227, az= -Э2\Э, аэ= 22эз2,

а0= - 71068, au= 128202.

как и ранее, считае n=о,h=1 . при u>t
Kl(t,u) = j} sittt_u)i,t) =

5
Е

829ц40 !
(1_о,Fц);ll(t) .

-l
1

Так же, как ,t яля Функции K;(t,u),
{{t,,r) ,иеет два простUх корня u
ка!вqa

(t) >t, u.(t)<t nc"
)В таноВленоr чlо

te Io,1]. Фун*ч,.я k,,(t дФтигает наибольlлего
1

)

9начения при t . 0.5. при этоr ч" (0.5) : 1.1695994,

ча (о.5) э -0.169599ц, 
"] 

. *.| (0.5) '= 1.930918.10-2.Pac-

с)цдаi так llet как л при g . 0, raожно показаlь, что неравен-

ство (16) дает в случае ý . l точнуо ацен(у остаточного чле-

на аппро(сrа.ации прои9sодной tl сплайноr ýa(frt) при

f€ П5aо . Oценtаt теперь остаточrfiй член в узлах сЪлайна. Как и

9 случае s . О, kr(t) достигает в точках t - 0,1 своего
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ин}liaаль ного значения

то аналогично случаlо

к;(о д) = j} si(( t_u)i ,о)=

kr(0) : l.z469з04,10-'. E"n" f€ С? ,

9 .0 получаё. при Ц )о

2q8832 00

Это неравенство верно и при

Ё (t-o.bol1T..(o) so.
t=l ? а

ч<О . Поэто.{у

_l

R(f,l,s;(f),t,)=
h(п+з.э)

I . K;(t.,u)f(?)(u)au =

h(п-ЗlЭ)
Ь(п+_э,З)

= t(z)1,; l *]tr",o)u,, = -
h("ir,s)

7оз hб t(r)(0,
967 68о

S;(f,t") ,

ýе [h(п_з,5),ь(па,5) ] .

0тсода, приниl,tаа во вн}ltiание явное вьDаflение для

попучаех

в)

Форйулой,

fl tt")=fr [зzsss (f,,*o,, -f,o_o9 ) *

+ z5l7 (fo.r,, -fо_r,э)- |Цzl (f 
а+z,э

_f )+п-? ,5

+ zz7 (fпlз,s-fп-r,ч )] - ##r(')(в). ,,.,

g - 2. с.!лайн, кв азиинте9полйруlФlrй f" . задается

ýa(f ,t) = ,.b;.jnr"*.

i ь.(н_ьt)?,
}=о а 'a

Т*(т),

1= оJ,...,4,
где

т r(t)
7l



Т_.*r(т) = 1.(1-т) ,

Ьо, 19, br= -28о, Ье . 1935, Ьз . -696о, bu= t4O39.

Полагая h=l, п - 0, юrеg,r при Ц)t

K:(t,u) = 
J g;1 1t-oli,.l = ;;;h-,i'n,{ 

r) {r-о)' .

так lr.c, ка( и длi Функций K|(t л) " K](t л) ! )G танов -

Jtёноr что К:(tru) ийеет два простнr( нуля ur(t)> t,
ur(t)< t nin *"l,Ао,. t€ [1,1]. Оуr*ц"" k.(t) лссr,.гает
наибольtлего эначенил при t . 0,5. ttreqq u.l(0.5\:1.2170406,

u2 (0.5) : -0.2170406t td =z.zэв',ь,tо-2. HepaBercTBo (16)

дает точнур оценку Фiато!lного члена аппрокс}i,|ациl. проиэвqдной

fu спла;"оr Bf,(f, ,t) для f е W} 
_ 

. 
.Гасс"ото,t, 

rеперь ос-
таlочнuй член в уалах. Как n ра.е., kr(t) мин}tlальна при

t = 0,1, k2 (0) ! l .69635.10-2. ьли f € Сa ,то при Ц )О

к] (о ,u) =
-l
7|

s!((t-u)],о) =

пfu i.,tl-,,)]тr{о)= о.

к:(о,ч) 
=о

т ак,l€ и при u (о. Поэто.rу

t

Rr(t(а),sа(f) ,t")
ё

= з(в)19 K|(tn,u)au = - #'("r,l,
Е е [to_o ,tr*nJ ,
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что r<вlэалентно равенству

fn(tn) = ff t-455ofo+ z176 (fп*Ло_r) +

+ zo8 (f,,*.+f,n-.)- lz8(f,r*r+fn_r) +

+ t9(fo+0+fo_")l- $зt.l,о . 119)

5. Ъклпчительrоlе заmечаниt

Излоrеннне вцде Фактtl пока9ьваот, чrо кaазиинтеDполяцио.{-

нче сплайнч, построеннце на pagнo}iepнooi сетке, 6€Gпечraаот вU-

со()aD,точность аппро(сl. ации Функций и их производнuх. Сплайн

Bl(f,t) аппро.<сиr.ирует f n*r" с такой ,.{е точностьDi что

и интерполяционвuй спмйн деФекта 1 (ср, константч rt из Фор-

l5lлш (3) и ltf, l. ЪМ"l интерес представлftr, по r'rненио .в-

тора, сплайнu Sa(f ,t), 8. 1,2. Эти сплайнч пФтросвн по

сеточнш tначенияa Функции f r Hor t<Е|( пока!ýает сра9ненrе

конста,т { "*а с Ч
"-"un, пройе.r" ?' .. f"

, обес пе,a}tаDт каqество аппDо(-

, близкое к Toiy, которое l.o-
шет бuть получсно при использфании сплайнов, интерполир)rцlих

сеточнче значсни, fr и fr' . КрФrе тоrо, иr Фор.lул (|8),
(|9) rrrдHo, что i..чоrrя сплЬИrо. S'n(f rto), В . 1,2rэ уэ -
шх дaior разностнUе аппро(синации проr9lоднчх aесьиа вUсq(ой

точносtllr llаконец, сраrнение кЬнстант |i! с cootв етс тa уOцiоlrl

консlантаi.и для сплайно. ý;(f .t) го.ориt о то..чrо сплайнu

!'л даэт с)ц€сraснн)rо прибаsку точносrr,r по сравнен9m со сплай-
ч

,о. ý! .

7,
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