
АппрOкс иtl Ация сплАйнАни
(Внчислитель нше с racTeMu)

1988 гоя Вьлуск l28

удк 5l9.65

н Еявн0 зАднныЕ к8АдрАтнЕскиЕ спJпfiн_пOвЕ рхнФ ти

Б.fi. lЛуr.илов

К)сочно-хногочленные сплайнu ояной и явух (на реrулярнuх

сеtках) переrrеннчх наlllли обцее признание как весь а улобнuй и

эiOФективнцй аппарат приблиr(ени, парамет9ически заданнвх кри-
Brax и поверх}iостей.

с другой сторонн, перспективньa.l лри tiоделироаании и ото6-

ражении г раФ].rч еGкой инфорa,tаqии является использование неявного

описания поверхнос?и a виде уравнения f(XrYrZ) з о. Ранее

были иэвестнg подходч к cocтaвJte|im такого описания из геомет-

рических приiaитlrвов типа сФерц, цилиндра, плосЕости и других.
в статье рассr4атривается задача построения неявно заданнчх
сплайноэ t проходяцих через опорнuе точки про€транственной три-

ангуляционной сети, из непрерьlвно склеенншх кускоэ по9ерхнос -
тей второго порiдка, вuсечевнчх плоскостяraи.

ýl. 8ьвод рЁсчетнчх Фор}rул

Пусть в пGюGтaввстве R3 задiнц точки r!=(XrrYirZt),
1= 112,...,6, nprr,{eм ло6ýе три из них не леrат на одной пря -
r.ой. С леду, методу [l], проведе" через тоttки 1-3 плФкость
П12зl yAorJrenop llyo урав}.ен}ф
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а чеРез точки 4-6 плоскость Ппra с уравненивrr

эчr.(т) = Or r= (x,y,z). е)
Перенноlкtз вuраженrл (l) и (2), получ]оi уравнение aырожденной

поверхности r?орого порядкаr прохоАяцей через точки 1-6;
f 

n 
( r )= Рr a r(r). Гоra (Г)=О. Аналсичньr.r образФl из уравне-

""й П9п5, Псrа rЦсr.ЕzзоrП.tзrrПzос ПОЛУЧаё,l уравнения1

f.(r) = пrпч(т)э.r.(r) = О,
fr(r) = ро"r(r)р.r*(r) = О,

f(r) = prro(T)p.n.(T) = О.

составив трехпарайетрический пучо( поверхностей

rp(r) = f(r) + lrfr(T) = О,
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прихqдим к уравнен}п произв оrъ ной поверхности второго порrцка,

проходяцей через точки l -6.
Bвeдe.,r обозначенияs
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Проиэвqднце по У и по z записýвaртся анiцогично. Теперь из

12э в в,це Э(u Л)параметрическо'-о €адания плоскости П

- (тr-т. )u + (т.-:гr)ч+ r.. 9штекает, что

l.V

а(D

6(тr) = Vr.roT.rn. * llV5..rT.rr"i
а пэ r(trw)=(rr-тr)t+(r.-гr)w+э, слеАует

ао аФj(Tr) = ;(тr) ,

аФ
j(Гr) = Trzз5Tatoc * lаYзrпsV.эrr.

дoбавt+r к gаданньai щести тоекаa qце три точки l?rlЕrlg
и сос,тавlи т9ехпа9аметрическое уравнение произвольной поверх -

но€ти втоDого порiдкаr прохqдfllей через точки 1-3, 7-9;

9r(r)= гrr.(т)э.rr(т) + ррrаr(r)Ds.r(т) +

+ lrzрrsr(r)рzr.(r) + рrр.rr(r)рrrr(э) = Q.

в этqr случае

ц
ar
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(т1) {rrV. rr, * Fr{.rV"r., *

* ts.SlrrVrrr. * РrS}rэVrrzr'

аq*r"пl = Vэ.r.Yа.tэz f FаVr.9"Vztзr,

а9
Б тз rс rvzrзо'с lrrVэ r +э+)Et( l,

(rr) = Р.vrr".Vzrэz + РэVzзtэVаrzэ,
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{r.V, эg? + рrSТ.зVэr.z +

рrSЁr.Yrrrч + вrS}rrV zrlg '

(

agr
at

}t"rl = Tr.r.V.rrz + lrзVв z?эY zэlg,

3адача состоит в отыскании таких значений пара}iетров

ls , Ps, чтобч кривые второго порядкаt получаеr.tые при пересе-

чении поверхностей q(r)= О , 9r(rЬ О плоскФтьр Пrarсе-
падали. Для этого достаточноl чтобы касательнве к кривьпl в

точках Тl r3з бнли параллельнч, т.е. должны вчполняться сле-

д)шцие равенства:
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С учетоt полученнчх Bцrre соотноlлений для частнчх

уиееи

nc * IзV

произвqднuх

Vr.raV. 1э? ё |rrТr.эrVzrз,

= 
Т,t.tчV.зп. * I.Vr.пчV.rr.
Tr.r.V.,97 + FзV..zrVr.r,
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Недосташlие ур8aнения для опредQления значений параtaстроg

l, , F, "ocvT 
бrт| aэяlьt l виде )rcлqвхй параrиельнGти каса -

тельнIх в TortKaX l' lt5rT1 rЭg ! мфкФтях Плпs'[явl'
Пt9r' Пэ z, cooTteTcTBeHHo задан}ig{ направrrенtr{ ;

( lrTrr rnVrr.. + lrV.эаrYпэ:.)с&9' +

* (TrnorТur.. + lrVrч.эV"rэ")вIс9, = о,

(lrТпrч"Vrr., * l.Trr"rT.rr.)okg. +

* (VrarlYao.n * l.Tr"nrT"r'.)Bkga = о,

(l.rV.. rrV" rr, + рrТзr.rТэt.r)ck9, +

. (Vrr.rTrrz. 0 рrVэr.zVlэаr)зkо, = 0,

( lrrV,,. rVr.... + F.Тrrэ.Vz.sr)сkоп +

' 
(Т.rrrVr..g * tsaVz.r.Vrzr")Bkg" = о,

3десь Сkgд, 9Еga,1- lr...,4, - направл цие кGин)r'сu за-
даннdо напрarrления в косо)гольной систеие координа, (U Л),
сэязаннuс lrеtцу собой т€ор€r.ой кас ин)rcов [2]. В чаgтности, для
плоско€ти Пэr.9 -"*

сkg. = gqg* _ фg ,' tsp "д9r

_ l.T.l.r"Tlru, * \Yrr..Т..rп
РrYr rэ aYz r r. * FзYrlrgVa,rz,

_ вiпс
Bin Р

о)

(4)

где с - угоrl r.еlду !аданнlDa l€праэлениен и напрёленhеra век-

,о* БЕ, 9 - угол лr.lиу вq(rорsии Еý , fr
0тибтиr, что боrtес практr{н$. буrrо бU вýa|исаrь }lcлфиi па-

рабо;tичнос rи Kp.alx, пол!iчае}tчх в плоскетях Пtлs' Пsвr ,
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П.tэв , Eazl , qAHalKo это )силивает нелинейность задачи отьсrа-
ния 9начений napa}teтpcв trl , Fl .

ý2. Числсой пример

п!,сlь квадрат с вепдинани (tt, tl) 9 плоскФти (х, У)
поделен на д9а треугольника диагональо. проходяцей в "сверо-
западноrl" направлении. 0порнuе точки вuчисляртсi по значениаl

в веплинах и серединах сторон треугоrlьников Функции z =

Табл
.f(x,y) = х2уа Gя. табл.).
Угол Р оавен lЗ/Ц,

tga= _9а(r,_r) = z;
ау

напра9ляпlие кGин!.сЕ равны

тосда сис т€!аа уравнений для

обретавт вид :

сk9r = с= -0.Ц47,

Og. = = 1.265l
1.1,...,4.

определения параметров lt

1- 1, 1-1" =l.*tr'1-ре 1-р, ра+рз

2с7,,, + (2с + в)Л1 + g = О,

2cl., + (2с + E)}t. + в = О,

2сро+(2с+6)р1 +ý=О,
2cpn+(2c+B)p.+B=0.

ltслеяование псказьlваеr, что полученная сис тема уравнений иие-

ет единственное рещение IJ = F,'i = 2.i{lЦ l J = !,2_,3. На

рис.l изображея граФик cooтBeтcт"y-in,. по""р""*тей 9(т) =9,
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91(т) = о kаrдой над сво}!. треугольникd,r). Видно, что р€-

зультирушlая поверхность сýtтоит из двух поверхнФтей 9торо-

го по9ядкаr непрерUэно склееннчх по плоской кривой второго по-

рядка, и проходит че9ез эаданнuе опор}ýе точки (отr,iеченнне яар-

кераi.rи).
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ý3. Прииенение к r.оделированир поверхностей

рассr,,rотреннuй вшlе лрьrер интерполяцtiи друмя непрерчвно
ск леевн ba,i yl к)скаr.и пферхностей второго поряАка по де8яти опор-
Hllri To|{Kar. представляет собоOi частнчй случай построения неяв-
но 9аданного к9адратического сплайна. В облеж случае псверх -
ность, пqдлепацая интерпоrrячии, ра36]tается ю |{Horec тво тре -
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угоrънuх l(ltc|<oв так, чтобu ни ояна и9 вершин не лежала на

какоЙ-лrrбо стороне. 0порнuе то{ки поriецаьтся f вевцинах триан-

гуляции, и по qдной |€ ка|.дой стороне. тогда уравнения в.rда (3)

обеспечrа&т непрерuвность пстроеннчх х }t orl но_к9 ёI| рз тич €ск их

эlЁиентов в плфкостях| прохqдfllих через три опорньaе ,очкиrле-
пацие на каr(дай эн)aтренней стороне триангуляqии. Уравненllя ви-

да (4) доставляDт Kpaeauв условия ю каl{дой внешвей стороне,

требуе}.ruе для !аliжания получен|lой систеllu ура9нений для опре-

деления параl.iетроl rl ( i - нФ,rер lреугqrrьного куска).Воп -

росв о раaрещ9цости данной систе.aь. и схqдl.4Фти полученнUх ин-

терполантов поl(а }€ }t eoт ответа. Далее затраги9аотся вопрФu

'tборки" отдельнlх эJt€r.ентов 9l(r) = о в обrцуп сплайно.)Ф

поберхность.

PaccrroTpr+r к!адраrическ),! поверхноGть 9(r) = о, свя-
9аннyр с опорньr,rи то.каi.и !-6. Плоскстпrи Пrаl ' ПзпэrПsa t
ат нее отс9каетс, треугdльlrraй k]co(r представлпций в данной

области пространсliа сплайнов!ю пов ерхнос ть . Поскоrlьку лри это.l

с!пцествует опасность пояаления лицlних рещ€ний. целесообразно

еце отсзчь часrх прФтранстtа, располокенвьlе по обе сторонч

треугоr,|ьного куЕка, плоскос т'r.иr параллеJ,tь нци плоскости Пlrr.
Для определенности будеll полагать, что 9(r) (О внутри те-

ла, fран}+]енного сплайноrой по.е9хностьоl и Р(Э) )О - сна-

руr(и. Кр€..е того, будеr,i считатьl что плGкости Пrzl' Пtо' '
Пra., ориентированu такп. сбразо., что Pr2r(r5)<O ,

Рrпr(r.)<О, Рrar(rr)< О. ТаАа эл€r.ент объема, огран|iчен-

нсй KJcK.oa сплайнФой поверхнФrи и пqдстила lиliи мGкостriи,
удоaлетaоряет неравенству

с(т) = дахtо(r),в(т)} sO,

в(r) = шаз(рrаr(r),рrпз(r).ро.r(r),
hr- рr rч(r) lр195(г)- hа}.

где

%



3десо константн brrha вчбраl+r такиrt обраао.t, чтобы сплайно-

вая noвepxнocTb прохояила внутри пятигранного блока В(Э)s О .

Это напо.rинает конструкцииrпредложенные в [3,4], гдч эле!tенты

объема Форi,lировались на основе тетраэдров и треугольншх приз}t.

Иэ полученных для

каlцого Ho,.iepa i эле-

ментов сr(r) 
= 

о
фор}4ируется эамкнутчй

свqд, внеOtняя сторона

которого представляет

собой иско"lуо сплайно-

вJло пФерхность. Мате-

матически эта процеду-

ра записьвается нера -
BeнcTвori пЬСД(r)SО.

t
На рис. 2 представленч

примерц поверхнфтей,

смоделированньaх с ис-
Рис, 2 польэованиg,i изложен -

ного метqяа.

Для целей машинной граФики внчисление координат точек пе-

ресечения прослех(иваеr,iого луча и поверхности qt(r)= 0 сле-

ДУеТ ПРОИЭВОДИТЬ Torlbкo В Tottl СЛУЧае| КОГДа ЛУЧ ПРОТЬКаеТ Со-

ответствуtllций блос Br(n)S О trr]. В случае неза}rкнутой по-

верхности рещение записчвается точно так же, лицlь вr{есто объеrr-

ного элеl,iента берется поверхнФтншй эле.rент, отвечаDtций исполь-

зованир в,{есто функции qr(r) Функций lp'(")lP- "i р =

- 1,2i е -о о.
Автор благодарит Грошеяа А.Р. за полезнýе обсухrдения,
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