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В посл€днее aреr.я усиливаетсi интеDес к изучениD }rоделей,

обладапцих по3l.тиlнrlни нуllерацияiи, что обуслоaлено, в первуо

оч€редь, все более распространяшЕйся в теоретическом п9ограи-

l.tировании ,очкоr; зрения на абстракrнуо структуру данфьlх как ilo-

дель, обладаflltф позитивной фуl.lерацисй [l].

'Ия 
Фrксированной иодели классической является пробле}rа

суцествоэаниi ее поgrтивнuх нуиераций и соотноllенrй r"rеr(ду ни-

r.и, в часrности, проблеi.а рскурсивной экэи!аленrности и азто -

устойчивости [1,31 . В некото9ох сr,{Uсле двойсlвaнной задачей яв-

ляется следупlая. Если ! - Фиксироаанная позитивнаi эхви9а -

лентность,то какиr. будет класс К- ,опредеrra}rчх над ней струк-
.I

тур, '.е. класс тех lФделей, KoTopUe иriеот поэитивнuе нумера -

ции с нуr.е9ационной эквrвалентностьrо 1 ? Для рскурси!ной эк-
вивалентности Tl класс En совпаАаст либо с классоr. всех

кон€чнuх ,aоделсй векоrорой хоlности, либо с классоi"t всех бес -
конечнчх рекурси!но-представrt{tх raодслсй и потоrу практически

необоэриri, однако, !арьируя неразрещинuе по9йrиlнЕе эквrваленl-
ности, t{оr(во получить впоJrне обоэриr,ý|е и инте9есньlе классФ

К- . Налриlrер, вчбирая подходяtуо эквивалснтносtь 
'} 

,rioпHolI
Аобиться тоrо, что эсакая алгебра конечной сигнатурu из класса
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8- будет локально-ковечной (Финитно-аппрокси}.ируе.,оЁ, с неар-lI
,иювой рецrеткой конг9уэнций, неавlоустойчrвой х т.д.) [Ц-6].
Кульr.rнацией зависиriости строения ,.оделей ltз кпасса En оt
свойсtв n явлiетсясуqествоваiiиенетривиэльной позитивной

эхgи!аленtности, над ксторой опредsли|.tu только тривиальнrЕ

струхтурч [Д ].

Предлагае.{rй подход к изучсниD эФФектиэно прaдстави!цх tao-

делей позвоrlхл, ! частносlи, дать оrрицатсльнос ре.щение проб-

,ler.ra специФицируaaiосrи тоtдества}aи конечно-пороrденнчх струк-
тур Аафнrх [l0, проблема 92].

Цель настоrцей работч - в par.lкax предлагаеr.ого подхqда

дать алгебраическур харaктериэацrD Ф!rфдаl.ентального алгоритr.и-

ческого понятия простого мноtесl!а l. показать неулуч]аеюсrь

эlой харахraризации и8-за усилэния сOорхулrDоaаннuх алгa6раr-
ческих свойств. 8се основfiче опр€дел€нrя lt н€обхqдиl.rе сведе-
ния liollнo найти в [|-3, 7-9].

Пусть Ф - ial{оfестaо натуральнчх чисел. Для проиаlольно-

го поднноiесtв. с r+lо еста. 0| череr П(С ) будех обо-

3Н8Ч8ТЬ ЭКЭИЭаЛеНТХОСТЬ, СДИНСТВaННu}t НaОДНО:rЛе..ЭНlНU}i Krlaccoaa

которой ,aлraтс, rrr ccтlo С .

тЕOРЕш. Дlл рекарсчохо-переrчслчдоео лноrеспеа
в с бескохе!н'д dопол|вNчел эtвчвалеllпна слеOурцче

!словчя:
J) С проспое;
2l всяхая лоdель u3 

'сласса \tnl Фунlсцчо-

налDная часпо сu?iапара копорой вчччслчаа, бчнuпно-
аппроrссшчруеха ц ло*а4Dно Очаuпно опOвл|ла.

докаaаraлrcтlо. l) a 2). i [6] доlеrена сrЁд,цa,
ЛЕlМ l. ДсrI е - проспое лнdхеспво ч l - оч-

ччслчдое селеtсп€о рекурсuвпu, Оанкцuй, соеласован-
наа с эхвuеалелпl.оспDю п(g) ,по dля арбоео хоr.еч-
но2о лноrеспва YGФ\С ,лайОепсл пакое ,collBllxoe рас-
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щuренuе бЭТ, чпо бСШ\С urcаrОаяфункцuяuз
F соеласова,lа с 1( t\ 6 )

l.iHorrecTBc ý со свойстваl.tи, сфор}rулированншllи в леfiме,да-

лее будеr.r назцвать допусти}ъa}l конечны}r расlширениен для Y .Из

леммч l непосредственно следует Финитная аппроксинируе}кrсть лD-

бой r,юдели из Kn(d с вuчислиl"lой Функциональной сигнатурой

относительно равенства, что и доказано в [6J.
Пусть Р - рекурсивно-перечислиrlое отнощение иестности

n е 1, F - вычисли}юе семейство (возможно,пустое) рекурсив -

ных Функций, согласованных с n( d , (xr ,. . . ;xn) / Р
Если для некоторого j€ g , . . . ,tI } число *J не лежит в

q, и б - допустиt{Ое конечное расlлирение !tножества { х. } ,

которое суцествует по лей,.rе 1, то для б = 1(u\6) i,""""
( toleFrp) = ]р(=, l8r... , х,, le).

лЕlлlлл 2. Еслu t€ Ф u (t r... rt) lр , по са-
шесmвуеm пакое конечное цноýесmао 0 С to\c ,чmо все

функцuu uз F соеласованd с Т(о\6) ц

Vxr..*o(( хr r...дп)€ р.r{хr r...до }Пб l l) .

ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0 проведем индукцией по шестности t0 отно -
шения Р .

Если п = 1, то нноilество y = Ыrе pko\c конечн.J

в силу простотьa СЕ и рекурсивноЙ перечис,пиarlости Р ,а значит,

по ле..l,.{е 1 , существует допустиtr{ое конечное расширение б для

y . 0чевидно, что Х€ Р .+ Х€ 6
Пусть п)1 и дlя всех чисел, строго меньщих tl ,yTBeprK-

дение ле}iмц вьaполняется.

0бозначим через Я .{нопество всех собственнчх под,.tно -
жеств иношест"а fl'...p} и для о = tt, (... < t"}e П

оrrределиll l1-g-нестное отнодение Fо ,

Ро= t(=ar...#l .,_rrI1 .,+lr..o, =a"_r,

l
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tt.+l'" ' *n)/(Хr" ' ' 'rGa'-1rtrадr+l'"'r Xtr_l r

t,*, *.l ,... Ёr,) € р }.
l

По индукционном]l п9едполоrtениD мя эсяхого О€О .icilнo-

ст, 8 найдетс, ,аr<ое конечное мфо|iестэо Yo ,что Yo с Ф\сt ,

каt*дая Фун(чия из Е согласова"" . n( u\YJ .
( хr,... Ё"_.)€ ро-(хr,...,."_.}Пyо/ d.

l1олоrим Yo = oln 'о 
. покажеl, чrо' }tноrrестэо Р = { (F1 ....

...,xn)€ Р/{Х,|r... Дп )П Y6=l) *оне*rо. В ca|.or. деле,ес-
* (-;,...,хп)€р, ;".,vJ€ 6,...д} (хrе ro\cd,

"rа"е 
(Хa ,. . . ,In }П to /i м, помоАялеrо О € Q , но

YocYo . Следоэательно, Р - рa*урa"""о-перечислrное под-

вiошество инояества

0п9еделиr

( rл\сd" , а значитr оно конечно.

Y= Yo U (х/ зхr...хп_1((х,хr,...,хп_1)€ В v

v(i:l,x,...,хп_1)€ р v ... v (х r,..., xn_l ,х)€ Р)}.

0чевидно, что

(xr,...d) < э*(*r,..., х"} nTl d.

По лехме l для Y суtест!ует искоr.ое доllустrtiое конечное рас-
urrрение б . Ленш доказаtlа.

Пусrь С! - просlое нноrестэо и 7Т€
l,l3о.iорФна ФактоD-}.одел, Dскурсивной мqдели

Iin 
1 о; . Тоrла @|

(or;f,P) с псдrо-

дяцими сеr.rейсlвахи F (pexypcrrBHBx Фунхций) и Р (рехурсив-

х(,)-перечислиfiuх атно!rен.й) по (онгруэнции тl(а) по усло -

виФ сеr..ейство F эuчислиио. Если Р€ P9(Xrr... rXo)/ Р "
Jjet1 ,...rп} (хJ€ rrl\a ), то, как показзно вь{де, Р IюIно
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на наборе (xr|0l...fi |О) в подходяцей Фактор-l{одели Й(
по конгруэнции конечного индекса 0 Если же t € а и

(t ,.. ., Фl Р , то, по лемме 2, найдется такое конечное

бС to\c , что все Функции из Е согласованы с t'i (to\O) п

( И\6)" Л Р =d . Следовательно, Р финитно-аппрокси.rlируе}iо.

Пусть 7t€ Kn(d , й - конечно-порожденная пqА,lодель

'ряел" tTt, и а€ ilп\Xt . Рассr,ютрим lt.oдель (r/n(c ) ;

FrР) , изоttloрФнуо tll , для которой семейство F вычисли-

r.lo. Если а =Щ/П(d и Ц€ to\c , тоlпо лемr.rе lrдля tr}
суцествует допустиrJiое конечное расlлирение б и конгруэнц9lя

П( t\O) различает эле!tент а и ,.lсrдель OL .Если не Ц€ o' ,

то &/*/П(ф ей }С О\С и 9то 
''ox(ec'Bo 

конечно в силу ко-

нечной пороi(денности tt , вччисли},юсти F и простоты Ф .При-

r.tенение лемлiы 1 к }tнorKecTвy {Х/Х/q(ц) е й) завершает дока -
зательство иlttпликации l) a 2).

2) .. 1). Пока,(е}i, что если Ф не простое,то в кц(о)
и!iеется не Финитно-аппрокси..rируемая и не Финитно-отделимая ал-

гебра конечной сигнатуры.

Если В - бесконечное рекурсивное под}iноrхество tlнox(ecтBa

rД\а , то определи!l на В с поlпцьо конечного сеr.lейства

Е' частично рекурсивншх Функций структуру конечно-порох(ден -
ной простой алгебры и расll!ирии зате}r эти функции на все Ф

так, что если значение хотя бч одного аргумента лехит в Ф'\9 ,

то значение Функции есть О . 0чевидно, что расширенное се-
r,tейство Е согласовано " n(d . Определим новур Функциrt,
о.cl .

О, если у l п;
В, если у=д&х/s;
m, если y=m&x=ltr

g(х у) =

где l!, 8
S€ Р п

- такие попарно различнче Фиксированнь.е числа, что

ц€ Ф\(сU р).. Ясно, что алгебра (Фh(d; r,е)
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есть тl(сr)-алгебра.Легко понять,что эта алгебра не Финитно-

аппроксинируе}tа и подалгебра (/п(d;Frg) не различается от

эле},iента Ц/П(d никакой конгруэнцией конечного индекса.Тео-

рема доказана.

СЛЕДСТВИЕ. Суцеi:пвцеп конечно-порохOенная бесtсо-
нецная позumuвно преOспавuлtая лоOель, а rcопорой вся-
,сое позumuвно преOспавuлое обоеаценuе с по!,lошоrо ва-
чuслulqоео селейспва.операцuй u проuзволоноео семей -
сmва оmноаенuй лвляеmся фuнuпно-аппроксuдuраелdл,

В [5] показано, что для подходяцего простого Ц в

Kn(d содерх(ится конечно-порожденная алгебра конечной сигна-

туры. Иэ рекурсивной устойчивости этой алгебры и доказанной

вцще теоремч непосредственно вытекает сфорr.rулированное след-

ствие.

ПРЕДЛOШЕНИЕ. Сушесmваеп flе фuнuпно опOелuлай
Т|(Ц) -еруппоuО Оля поОrсОяшеео проспо?о лноrеспва
ц

докАзАтЕльство. пусть бо =tо}, 6, = tlr2}, ба =

- t3 ,4 ,5} . . i - сильная последовательность конечнь.х r,iнo -

жеств. 0пределим рекурсивнур функциlо f :

х + 1r €сли l Э n(x = mах 6r,) r

Х - иначе.
f(x)=

t a

Возьмем произвольное простое,.,lнoxecтBo

позитивнуlо эквивалентность Tl ;

(*rу)€ nc.x = yvx,ya {z/l n(z€ бп&

&п€ covz= пах бо)}.

0чевидно,что 1=1(с)дляпростого Ф и f согласованас

n(d . 3аФиксируеr.i чиGла S ,t€ U\С и определи}l Функцио

8 так, что

cto и определи}t
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g(х,у)={"'"l"'
It(*),y=".

оунхqия g Gогласована с n(d , поэтоriу хорректно оп-

р€делена Фактор-алгебра (,л/тl(d; 6). T.n.p. еGлlr а = с и

бЦ = (r\( а U ts })/П ( сr) ; g), ,о этот элевент и подалгебра не

9аэлича.оrсi нихакой хонгруэфцrей конечноrо индекса, в чеr не-

трудно убедитьсr, используя свойства Функции f . предлохение

доказано.
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