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0 структурдх длгЕБрдичЕскOп свqди{ост}t

пOзrтltвlýх ну}tЕрАциfi

0сноэная идея конструктиaиаиDуе..rости алгa6раических сис-
тей состойт в эадании на алгебрёх некоторой эФФекти!ной "сиG-
тещ. кооDдинаr|| в эиде нуraерации оGновюго r.{onecтla алгебрв
натуральнчrи чяслаra4. Это позaqллет BBecTl понятие эФDективн(r-

сти на алге69е l. nmraaнiTb т€оDиD €лrоритrюa к исследованиlо

разрешиriост& рэ!rtrч}tl.х алгбраическхх проблеl.. 0днако алrебраи-

чески корректнаi апгоритrarчесхая пассоrа, пробл€па (напрrr.ер,

проблепа распознаaафи, раaенства) [!], рэзрешшая при qдной ну-

вераци, данно.i ,aодели, мош€r окааатьс, неразр€rDrr,рй пр}r другой
нуr.е!вции той же ,4одели. Это обстоятельство прraqдrrт к понятиD

алгебраической сводиi.остr. (св. Ilj) нtrrераций Фиксированной iio-

аелп ?ll , что поЕволает эьцелять эФФективнtlз предстаaления,

наиболее полно отраrашие ||алгебраическуtо прqrолу" |фяепr Йt.
будеr. говорить.- что нj/.rерация v алгебр€ически сводится

к фуr.ерации р (сивволичесхи| v s р ), если всяхое ус -
тойчиаое относительно абтоt орФизноg r,юделy' аП оtно|lение,раз-

решихое при нунерации р , ,aлrется раз9еши!i}н и при v . Две

нуiераqrи ,аееп" ?7t ,{азr.aатся алг€69аически эквиваrrентфu -
rr, ссл.r (аlдaя и9 нl.х алrебраичссхи сводiтс, к другой. Вэaдсн-

юе оrяоlенltе сэоди}ФGти !адает на соaокупност, зсaх нуriэраций

,паaп" 7f| пр€дпорrдох. тех с€иtrl на ltножaстве класGоa алгеб -
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раически эквиаалснтн9х нумерaций gocн,lKaeт частичйlй порядок.

Таки}r образоrr определенное частично упоDяяочaнное иноllестaо

мя r,rодели Xlt буде" назuвать структурой алrсбраичaской сво -

диllости модели 7т. Введе"aвл вше сводиюсть и свя9анньaе с

ней понiтия анэлоrичнчв образоr. опрaд€лiотся и на некоторой со-
вокупностl. нуЁераций, напримср, на конструктивизациях иrlи по-

зитrвнчх нуriерацплх ,юделп |fY .

При исслaдоaании алгебраической сводrr.ости особь.й интерес

представляет проблеriа алгебраической характеризации класса

структур алгебраической сводиtlости. 8опросu, касаlоциесr данной

теr.атики,расс!,lатDивались в [ t -Ц ].В насlояеlей рабоrе,продолrао-

цеЙ этl,t исследования , пока9uвается, что лtбая верхнrя полурещет-

каtlэ некоторого класса реалиЕуетсп в качестве сrрухтурu алгс6-

раической сводиюсти пози!ивнцх нумераций подходяцей нодели.

Будут исполýзованu определения и обозначенr,tя ,з [5]. Вслa

Ig g,...1 k),то чеоез I' обозначим вно ество tr,...
..., k}\ r i череэ 9 - мношество всех собств€ннr.r под|.lно-

хестa llнo'iecтla (1 ,..., ts}, вклочая пустос вноt{Gство; через

Е* - верхнш полурещетку, лолучапц]юся иэ булеsой ал.ебрч l
удалениеr. наи,a€нь|!€го элеraента. Если ý - заданно]е на }tодеrra

йt оА"оrес""е оtноllgние, to ýt |Zft|\B. Чер€з

8 (1r , . . . ,1.) обоэ.а.r" Ц-riecтHoe отвощение rполучашееся
проектированиен а-м€стноrо отноцени, g , Ц < а, на riecTa

i1 ,... Д. соответственво. Далее, устойчивое оlносительно ав-
томорФиэirов рассьатриваеr.aой riодели отнощение буде}. назuвать ус-
тойчивurri усrойчивое отно!lение будех назчrать qднородвu'., если

для 
'шбух 

его дaух элеr.ентов G}цестaует авта.{орФиgr, переводr-

ций один 9леr.енl'э другой; буде.i употреблять graecTo "прl,l л!6ой
позrтивной нуr€рацtrи|' териин "lсегда''.

тЕOРЕliд. д/tя всякоzо напуральцо2о yz 7, верrняя
полурецепка \ являепся спрухmурой алеебраuчесrойl
с ооdчлоспц позuпчвllr, надерацuй поdаоOяцей доOелч.
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докд3дтЕльство. 0пределиr,r rФдель'77t сигЁатурu, состоr-

цей из унарфuх операций f, r... r f* , бинарнuх премкаtо8
Ro , R., и уна9нuх предrкатов Р. r Д€ IT П),сть Q1,...
..., q - бесконечнuе попарно- непересекацшlеся r.ноIестэа и

l
U Q. Ur.

д=, ,
Пусть I- r,rаксиr,lальное множест.о (си. [6]), I',..., \ -
ра36иение lД на бесконечюtе riнoliecтBa и fa - одно-одюзнач-

Qa П r = d. О."о."* i.фоlестэон ,арли aTl буgе.t

,е Функции такие, что fa(Qa) =Ш,, fl - тоrдественная Функ-

ци, на Qr

???F э,, (п)

. [lредикат9 опрgделин слсдущив обраэоц|

о!€I. D=д илi п,в€ ll;

Ro , R, иrтеDпретируотся соответственно как равенство и нера-

венство.

0пределиr. след).щие уGrойчивuе отноцЕния ,аделп frr ,,

-€Qti?lt rt;,/xi
у€ Е, о аzt в (3х)(rс Q, &f .- = у) , 1= 1 ,..., k;

Нетрудно поняrь, что tюаель ?Tt допускает поЕитивнче ну-

мерации. Olrсть Ас, с€Q, - совокупюсть поgитrвнUх Hyr{e-

9ацrй, при которUх отноOенис Kr рsзреtllицо тоrда и только

тогда, когrlа 1€ a!

ЛО.tйА l. l, МоOель, поспроенная gtазаlна!п образод
по люболу раэбuехuю лнохеспва \, uзолорбна Йt ,

2. llлцсс цацерацuй Ъеl б Оля лlобо?о ве Cl.

дlЖА3АтЕльств0. пераое очевидtlо иа посtроенхr. lUtя дока -

зательстaа п.2, испольауя теорем}, оридберга о равлшении [6L
}pltнo lx)лучиrь ра8биение I на рскурсизю-пе9ечисrltllфla Hнoie-

lqб

с" о .!, Q1 , Ео з ео\ ( .!rК.).



ъсl 6
0тметим некоторые свойства модели tТt.
ЛЕМ}{А 2. 7| Опношенuя Q. u Kt оОнороОна (1 

=

= 1r..., k);
2) всяlсuй авmолорфuзл лоОе.лu Й|пожОесmвен на

Ко 
''
3) опноuенu" Qt, i = Оr1 ,..., k, разреаuма прu

любой поэuпL.вной налерацuu цоОелu Йt ;
4) 0ля всяко2о перечцслuцоао оOноцесппоео опно -

ства ll1 r... l Шt' такое, что Шa

тогда, когда te С . Поэтоr.rу ясно, что
рекурсивно тогда и только

ý ПКо uлu ý ПКо.шенuя ý конечнd оmноаенuя
t

В часmноспu, U Е, - перечuслuлое неразреuuдое оп-
t=1 а

ночJенuе прu любой поэumuвной нумерацuu Йl .

ДО(А3АТЕЛЬСТВ0 леrl}|ы очевидно следует из построения и оп-

РеДеЛеНИЯ 1,1аКСИ!iаЛЬНОГО 1.|HoЖecTBa.

Дhя докаэательства теоремы используется

лЫllл 3. Еслu V€ Arrl р€ Ар и сrР€ О , по

Р S V поеOа u польrcо mоеОа, коеOа с g Р
ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. Если р S v , то из определения алгеб-

раической своди|{ости нумерациЙ получаеrr{, что с Е Р . Пока -

ltемобратноеутвер)хдение. Пусть сg Р, ý -устойчиэое
В-местное отношение. Индукцией по ll покаrкем, что из \r-раз-

реши,Jюсти отношения 8 следует lД-разреши..rость.

База индукции Ц = t. 3аllетим r что разреши}iость S

t

эк-
вивалентна разрещимости ý fiQr, i= O111...rk . Так как

Qr , 1 =1 r... Д, - однороднне всегда ра3реши}iuе отнО!tения,

то достаточно рассlютреть случай U С Qo. По п.Ц лемин 2 от-

ношения ý П Ко пли ý П Ко конечнч, поэто!tу достаточно
}

S с UK
t=l

чrение U к
t=1

показать

k
|Д-разрешиltость для отношения

вqегда неразреши!tо, kl

1ц7
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- однороднче отноще-
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ния, поэтону g = U Kr, I€ о. Следовательно, Et- 9-раэ-
r<E'

pe!r.,,irre отношенrя при 1€Т и ISс9 Р, поэтону ý -

р -ра3решиюе отноUlение. Тsкиrа образоra, бsза и}цукции докаsа-
на.

Пусть tl}2 и под Х буде}r понх1lать корте, (Хa ,...
..,х ) . из определения 

"одел" N|t ясво, что проблена ра-n
gенства мя '|ft всеrда разрещи!iа.

В дальнейщех нам потребуетсi следушlее

здкЕчдНиЕ. Если 8 - v-раgрешиr4ое устойчивое отвошение,

ý(1) конечно, то ý
Действительно, если s(t)=(з,., ,...,У, } -

7?t , то s(i) с

Р -pagoqtlrr.o.

устойчивое од-

.В силу п.2ноl.естное отноuение }iодели

ле,ал.u 2,Bl = ((зr,..., xr,;r. ]r+r,..., Хо) l (Tr 
::....., xr-r;YJ.xr+l ,..., Х!)€ S} - устойчивое (д-1) -

яестное v-разрещиr.rое отношение. По индукционноraу предлолойе-

ниD, Вr- р -оаэоешr"ое отношение для,Dбого J . Из экви-

валентности

Х€ В ф (Xt r...r Хд_lrХ1l1r..., X,.) €

€BJ&xlByJ
мя некотарого J получаец, что ý р-раарgимо. 3аr.еча-

ние доказанq.
Продолrйr. докааательство леra}u. 0чевидно, что ра9реiои -

ность В эквивалентна рaзgещи}rости отнодений {Х l Х€ ý,

8 r€ Qr} . Поэтову, }iспольgуi аналогичнuе Dассуlдения ,.tlotfiHo

считать, чrо ý CQ, Х...IЧ для некоторого кортека
'l п

(Z.,,...rZo) из 0,1,..., L . Рассrrотриrr устойчивое V-рвsре-

щивое отноltlение {Х |Хе ý, tt= XJ}, ра9реlлииость которого

эквивалентфа ра9рещи}(rсти устойчивого (П-1)-"естногоот"о-
lления. Поэтояу даяное отноцЕние l&9аtреUrraоrи нопно считатý,

что для эсех !€ ý элсяентн Хa r... Лп ра9личнче,

lц8



ПустD

ен, что Е
f О дп" некоторого i . Дr простотu счита-

1, 1 = trT.e. S(1) = Q., . РассмотDиrr ус-
тойчивое v-разDешr}rое отношефие

Dазрешимость котоDого эк!ивалaнтна усrойчивоrо
оrнdцaнrе

Внберея !
отнощенrя Qr
(х. ,... ,х.)с8

lz

!,

разрешюсти
(П_1) -"естюrо оrношениr. }Ь посхольку данфое

|Д -ра8Dеlлиl.iо, то r.oal}to считать, что

(х|хе в, f,18.!=x.},

v-9азреUи..о и поэтоху

ý сс r(xlatb Qr(xr)&f.,x1 /T,rbxrl х. l 2 SiS а}.

произволь}lUх раэличнuх элсraснтов С1 r... ron
. нетрудно видеть, что
(2r...rп) r. (с.,ха,..., хо)е ý

для HeKoToporo i.
Таким образоrr, S(2 r... д)

lД -разрешиl.о. За}iетrм, чrо

х€ ý .. (аz ,.. , хо) с ý(2 ,... д) al I€ с.

ý Р -оазоечимо. Такиri обр€зох, приходия кСлсдоэаrсльно,

случаlо, когда

Пчсть а]

(z. ,..., zr) - Kopтer из 0.

- раэличнuе элеriснrr.,...,ai
а!(Х) - кортеш, получацlийсi из (орrеха

К., 1s дsk ,

подстановкой вве-п
сто

...,ts} опоеаелиr,l устойчивое l,-раз9ечиюе отllошенrе:

+{Х] ХС S и вчполняртся условия (*) );

Ig{1, . , .

t"
если

если

JlycTb

r€ r, то а|(х) е s
д€ I' , ,о a!(x)l S

для некоторого l;
для всех J .

(*)

U ýт. 3анетиrr, что (S \С) (1) сКо,
I'GQ '

v-перечислипо, поэтоиу конечно и 9 силу за}rе-(s \с) (1)

lq9



чания 8\С р-раrрещиио. Значит, Horiнo счит€ть, что 8 -
- ý , и достатtrчно показать, что Е, Фр" I'e О ) - роаз-
раrи,.о. o'...oille.re. Буясr. считать, .i 81 l 0 . 3"""rn", 

"rо
(хar...rх.)€ ад(2 r...rп) о вtrполняптся (+),

т.е. отнqлсние Вr(2r...rЦ) V-разрещи'.о, а в Gllлу инд/к -

чионного предпоrю|енrя

Легко поt{ятý, что

дсксов I .

случай 1. пусть 0a' п I'l d . Если

нечно, то Кa V-разрrчrиriо tlля всех t

Р- разр€щиr.о.

rET ý."t(1). Qл(lчI.кr) .

Теперь перейде^i к рассraотрениD 2 случаев для r.Hollccтaa ин-

ft(l)n ко ко-

€ I' . Поэтоr.у

найдется t€ с' такое, что Е. V-разреuиrlо. Ноrпа ус-
ловиD, v€ Ас . Знач}lт, t(l)ПЪо конечко. Устойчrвое
отноllе..ие (tls€ ft, sr€ Ъ(l)П Ео} v-е.зDоt"ю,rпо за-
м€ч€ниlо, р-оазоешrЪ. Поэтоrrу lо*ю счrтать, что Ъ(l)ПКо=
- О, f ,е. Вr(1) = .bEr . Теперь нетр!rдно понiть, что

х€ t ф -€ sr(l) х n(2 ,... л)
ll
ваннraй элеtaент

Iп r... r In - 9а9личнtе. Пусть (Х

8J(2 ,.. ., Д), тогда
2r..., ао) - lИ(сиро-

ý1 (1)= (у|ý,х., ...,-!) G ft )u(r.| х.с t(1). 2s 1= а}.

Значит, 81(1) v -р!зреrихо и по llнд),кционвоrlу предполо -

tениD Р-раареltиraо. Teai car.gx Р-раsреllиюсть оtношения

81 яокаsана.

9дл9]Е_l. Пусть

делaв устойчивое

с!.ПI.-$ , т.с. I.ýc. Опре-
v-ра3реUиr,rое отноще}ие
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о- ;(х| xl В,, Х.е Qo\ .f,r.Kr,
З.! r.. .rto - Ра9ЛИЧНЦС И ВчПОЛнrотсr (*) }

Заr.еlиr,i,чtо ft(1) С Ео, поэтоrrч отноl!,сние OI(1) ко-

нечно. По заtlaчанио cI - Р -раsрGшllФе отнq!ение. Так как

f Ес 9 Р и вuполвяется эквивалентюGть

х€ t ф:r€ %\rЁr.". l (х.,...,Зо)€t(2,...Л),

Х/Сr. trro..r Х! - р€9личньЕ,

то t - р -рa"о*и}.ое отношение. Таки}. обраgоrr, 8 -Р-раз-
рещиюе отноlllение. 

'Ъ}rха 
и Tera car.ura теореиа дохааану.
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