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Введение
В работе обобцается опыт щестилетней эксплуатации ППП

|'Синтез" Il] в реrлении задач оптиliизации и аппроксиr,iации Функ-

ций в условиях, когда последние заданы операторны!i способоll.

Два обстоятельства определили специФику нал!его подхода к

решенио этих зад|ач.

Во-первчх, }rы не располаrали предварительной информацией

о задаче, необходимой для вычисления оценок качества ее реще-
ния в pal.{Kax теории регрессионного анализа [2].

Ввиду того, что число точек в обучаюrrlей вчборке обuчно

}4еньше числа рег,рессоров, испольэуе,{ых для построения регрес -

сии, наr.. приlллось по-новойу взглянуть на постановку задачи,
способ ее решения и на то, что, собственно, считать результа -
To}t речjения задачи. 0тсода и наше отступление от традиционнuх

представлений матеr.rатиков.

В частности,такой подход характеризуется следуощими осо -
бенностяttи. Формальная запись задачи расс},tатривается лиlць как

цель, к которой надлежит стреrirиться, а не как r.rатематический

атрибут, используемый в теоремах. Алгоритмы решения задачи но-

сят эвристический хdрактер. Не делается попытки докаэать опти-

мальность решения в Tol,t или иноl.l с..lысле. Достаточно мнения экс-

t
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ПеРиr{ентатора О Tolt1, ЧТО ПОЛУЧеННОе РеЦ!еНИе ДЛЯ неГО ПРИ-

еr.iлемо.

Во-вторых, неr{алова,(ное значение для вuбора нашего подхо-

да иr{ела значительная стоимость отдельного экспери!tента. Это

привело к необходиl"tости rutини,ttизации числа экспериllентальннх то-
чек, требуемых для рещения задачи,и, как следствие, к исполь -

3ованиl0 последовательных алгоритttов, в которнх этапы экспери -
r..tентальной работы пере}rех(аотся с этапа}4и анализа экспериDrен -
Тальных данных и Этапаltiи планирования Эксперимента.

Мсхет показаться, что отсутствие теоретических оценок ка-
чества реlцения, даваеr.rого алгоритlý,tол{, неизбежно отрицательно

ска,(ется на его эксплуатации.В обцеr,r случае это опасение спра-

ведливо. 0днако практика эксплуатации пакета показала,что пред-

ставляемнх пользователю средств достаточчо, чтобы экспери}rен-

таторы нащупывали новые эФфекты и даже открывали новые для се-
бя направления работ.

ý2. Постановка задачи

Пусть Q - коlrпактная облэсть евклидова пространства.Rts ,

элементаlrtи которого являотся векторы Х ,в дальнейчlем именуе-

мче точкаl"iи. 3адан класс Функций V с элеr.tентаl.iп, ф: :,; - Д 
1 

,

где ф непрерчвно на а, . Имеется ||черный яцик|' с одни..i вхо-

до}r и одниl.i выходо}.r. Если на вход "черного яцика|' подать тсчку
х€ Q. , то выхоА при..tет значение в соответствии с уравнение}r

у(х)=о(х)+Е, (I)

В KOTOPOII{ величина Е€ R 
1 

есть погрешность, вносиl..ая "чер_

ным яшикоtt|', а в отноO!ении О иэвестно, что О€ Y

a

l

3адача оптиr.изации. Пусть i[= пu* ф(х).
х€с:

Фиксируется

число Е > О. С каждоЙ ф€ Y ассоциируется irнoжecтBo то-

чек l[(Ф) = { "/T-4l(x)s в, x€,Q}.
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Требуетса указать точr<у "g rл(о)
3адача аппDохсиrrации. tйксируется базиснал систеrа Функ -

ций О=(91 r...rQо)l где 9!: Q-Rr, t=11...1Il;и не_

прерýэнч на Q . }Ь 61вкции tpa€ О натянуто П-мrрное
линейное пространство l обобqеннuх мноrочленов

f(x)= .!. ".'.(*)
(2)

с коэ(мциентаr, а, € Rl
В дальнейцеra обоблснвuе iaвогочленu ,r.eHyoтc, просто |iного-

членаNr.

На r.нопест.с пар (Фrf)e У*Е опDеделiется Функция

расстояния

р(фЕ) = шдх |ф(х)-f (х) l .
x€Q

tйксируется число З>о с каждой ф€v ассоциируется

}tнo{ecTвo 1lногочленов Ц(q,,)- (fft е ý. р(фrf)S €}
Классч Y, ! и число 8 вuбираотся тaк, чтобu дл, лlо-

бой ф€ Y r.ножестэо цrc) i l .

Iggqlщ. указать мюгочлен rrз lr(Ф )

ý]. 0птхиgация

Процесс рещени, задачи состоит из ряда следурltих друг за

другох этапов. Первuй l'а них проходи, пять сrамй: в$6ор на-

чального плана эксперивента; проведение экспе9иraента в lочках
планаi генерация сеriейства э-тупиковьlх многочленов ya 

'Ф|6ор r.нопесrва новух эхспе9ииентальнuх точек Х ; проведение

эксперимента в тоaха, Х . ОстaльнUе этапu иraеот три стадии -
qTo гснер€qия се.aейства V" , вrrбос iiнofi(ecTвa точек Х yl

проведение эксперrмента ! точках r|нoll(ecтBa Х В практической

деятельности для вуборэ началь1.1ого плана Mg использовали руко -

водство [3].
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Для чего нужны 8 -тупиковые многочлены? Е -тупиковый

многочлен - это Функция f € Е ,аппрокси1.1ируоцая функциD О

с качествоtt G на точках плана. По отношениD к каждоиу из

8-тупиковых ,rtногочленов,входяцих 
" 

Vе , рещается эадача

оптиrJiизации на области а и находятся их точки макси}rума. из

них составляется l.lнoxecтBo новых экспери},rентальных точек Х

В этих точках проводится экспери}iент. Если среди Е-тупи-

ковых многочленов, входящих " Тс , найдется такой, который

xopotllo аппрокси},rирует О не только на точках плана, но и во

всей области Q , то среди точек х€ х окахется и точка

Х' из Шr(О) , при проведении эксперилrента в которой буДеТ

зафиксирован приеi{ле}rый для экспериментатора результат.
Переходим к подробному описанио произвольного R-го

(r> 1) .этапа. Пусть к ,"roMeHTy его исполнения проведены из!iе-

рения функции О в точках Х.. r... r N, и получены значения

YJ= У(Хr) согласно уравнению (l). Качество аппроксиl.,lации

Функции а }lногочленоt"| f € F определи},t как

Функцио f поставиr4 в соответствие вектору коэФФициен -

тов a(f ) = (а., r. . .90о)rу.""r"уо,цих в разложении (2) много -

члена f по систе}rе базисных Функций Ф .0бразуе}а rqножество

I(f) , состоящее из Ho}tepoB ненулевых коl"tпонент вектора

a(f) . 3аФиксируе}r с >О.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Многочлен f назовем С -тупиковыtt, если

rl e(f)= е ,

2) для всех в€ F с I(s)зI(f ) величина е (е) Z
z e(f) ;

3) мя всех 8€ F " I(g) cl(f) величина е(g)> с.
Число s(f ) = llI(f ) ll назове}.r сложностьlо rqногочлена f .

s(f) =1ýr(Tr-t(xr))a
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В практическо|i !чборе величинýl С rru руководствовал,tсь

слqдуOqlв праэrло.а. Oqен..валась дисперсия D случайной !ели-

чи}r ( з (l), и эеличина € зuбиралась при}.ер}ю равной D.
колrчестэо С -т)mикоaчх t ноrочленоэ конечно. Упорядочиri

их по воgрастaниD слогllосrи. oтсечеra в этой последовательности

пе9эuе q Uтук ..ногочлеtlоэ и обра9уем из них класс lтa
о -т)rпиковuх r|ноrочленов яиниr.апьной слоr}iости. На практике чи-

сло таких |aногочлено! доходило до 1000 щтук, а число ВХОДЯЦИХ

з них б88иснUх Функций - до 200,0rбоо riногочленоэ 9 класс Шa

ос!цестaлялся по алrоритr.),, описанноrу в [t].
УчтGai трсбоэафия, пр]еАълвляеr.uе к rrногочленаи f€ Е{a со

cTopoнu экспериraентатора. Ену яогут бuть изaестнu детали поtе-

д€ни, Ф!rвкции о на обласrи Q . Напринер, неотрицатепьность

О иля ее чaсrнIх пOоrзводнчх на Q . 3то именно те требова-

llirr, Kotopue Опр€деляDт класс Y , Требования, ПРСДЪЯВЛrе}iuе

х о , переносrтс, на |.ногочленч fc IIa . Те из них,кото-

фЕ этив тр€боэав.rrr,r не удовлетворяllт, удаляотся иэ Wa . По-

лучаеJ. класс вногочленоa vc ,

Вuберсм в Q конечнуп сетку точск G Каlдоrrу шlогочле-

ну f€ Ya поставиra в соотэетстэиG Gяинств€нн),a точку Z ,

доставлrшrD реценхс задачи f(X) + даХ . Ра9обьеr. класс
аФ

Тa на подклассt V"(Z) , относя к V"(Z) те r.ноrо.чл€нt

иs Т" koTopuia постаэлсна a соответствие 'очка u . Назо-

!ев эесоra точки z число p(z) = ||v"(z) || Упорядочиrr точ-

ки !€ G по уraеньщенио их веса. Получим поспедо!ательность

Z 1rZ 2l ... И Т.Д.
На практхкa постоrнно приходrлось работать с сеткаr.й, со-

дерlацийи охоло l0 ,чсrч точек. Неоl(идан}tн оказалось то, что

число точек с ненуле!r|l. lecor.t бuю обý|чно в предслах авух де-

сiткоэ. ПричGr. около 70-90t суl'r.арюго всса сосредоточивалось

н.l первOlх четUрах точках. Эта чет3ерка обладала ral}чrФr с!ой -
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стgани для проведе}rrя в них эксперин€нта. Если оiидавие акси-
raальноrо аначения 6l хотя Фl a одной иэ точех z1, zz,
3rrZъ пqдт9ср|цалось, то эксперим€нтатор лолучал прие}rле}оlй

длл неrо результат и l.lоr прекратить дальней]ий поlrск. Если жс

оfliидание |lе подтверr(далось , то| !всдя эти точки a обучениa, at|

доб.rвались отсеива|.ия 70-90t rюгочленоa и8 клаGGa Va Это

доrfiно бuло сокDатить число этапов работц алгорlтr.а и как след-

стaис сэхо}ю|Naть трlrд экспериr{ентатора.

Ия экспсримента прсмагаrttсь нG cara, точки последоват€лD-

l.|ости zlrzz| ... , а их хомФrкации. llycTb точке Еa со-
отaетствует неп).стой класс

- (brr... rbn) по gорвуле

ь з _1,-
llч"(з.) ц

Va(za) . Вuчислий .ехтор Ь-

f€vе(z r

Введеr,l Функциlо

в.(х)
ri

J=1
Ь j 9r(r(' .

Назовеп gr(x) }iодельо-представrтеле" *ласса Ya(za)

Найдев точку rrаксивуr.а gr(X) Q . 0бозначrrrr ее zi

Е a(f) .
)

на

[lрисsои}r z| вес точхи zt . Упорrдочиrа точки z; ( 1=

. t,z,...) по их веGу. пол)rчиr. последоз5tель}юсть zi, ,
't

2?- ..,. и т.д. отсече}4 первче t точGк ! эrой поGледоaа-
v2

тельности и со€rаэии из них мнохестэо ю9чх эксперикеЁталь-

lнx lочек х . На практике t обuчю бчло 4-5.

По отношениD к конкретной точке U I BoarffiHrt следуOиеl
ситуации.

|. точка oi"a , вО 9КСПеРИr,lеНТаТОР УТ!еРrД8еY, ЧТО

провести эксперивlaн, в Z| неrозl,rоrrно, пц)тоalу сл€дует aвес-

т, дополнитель}i|е ран€е не очевидн!rе оrраничени' на а.
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2. Экспериментатор утверх(дает, что получить в точке Zi
приемлемый для него результат невоз}itо}|{но. QTo противоречит его
научному опнту. Но в случае получения прие}iлемого экспери}rен-

тального результата в Z] происходит прорыв в новук) научнуlо
!

область.

]. В точке Z| получен приемлемый результат. Ре-
1

шение задачи прекрацается.

. Наконец, отметиr"i, еце одно важное обстоятельство. Если в

процессе построения множества y" оно оказалось пусты..t, то

это означает, что принятая систеr4а базисных Функций не обеспе-

чивает требуемого качества аппрокси}rации Функции О Необхо-

дил,tа clreHa системы базисных функций.

ý4. Аппроксиlrtация

По методу, описанноl"tу в ý], генерировался класс V
е-тупиковых l.,lногочленов. Далее проводилась квантиФикац"" ""j
чений функций fC V" . Для этого Фиксировалась конечная сет-
ка точек G с Q . Для каждой точки х€ G находились числа

У(х) = ntn f (х) n i(*) = mа'. f (х). Фиксировалось це-f€vЕ f€че

лое число }Т (на практике Ш = l0). Квант эначений W функ-

ции f в точке Х определялся по Форйуле W(Х) = ПаХ{ё,
(7(Х)- Г(х))/tt} , где d вчбиралось из интервал" [е,
2е ] . Интервал [Г(*)r7(*)] пазбпвался на систему интер-

валов Т.*(х) = {y/f(x)a w(x)(i-l)s у< 7(х) а w(x)i},
i = 1r..., N-1 1 и интервал чg= ty/r(x)+Tl(x)(tt-t) S
S yS 

'} 
. Кахrдому иногочлену ie V" ставилась в соответ-

ствие Функция gf: G-flr2r..., }Т}. 3начения 8з вычис-

лялись по правилу:'fu(Х) = t , если t(x)C Тra(Х).Строи
лась таблица Т , строка}4 которой соответствовали }rногочленч

,t

l

}

f€ че
f и столбца Х располагался элеr.tент

l56
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q(х) .Размерч таб-



лицн доходили до l03 строк и J.lOЗ стоlбцов. 3aтe}i на таблице

Т ра9uскивался так назuэаеr.ъlй ,.иниraальнuй тест. Чrо это та-
кое?

Набор стоJбцов *n,l ,... Ёчa табличч Т наЕовем тес-

Tol,t, если в образованной этиr,и столбцами подтаблице эсе строки

попарно различнal. Число В - мина теста. Тесt назовеи r.оlни -

a,Elльl.Di, если сго Алина ииниrlальфа сред,l зсех тесто! таблицн

т
[lоиск }iини}iального теста ос)дlествлiлся с пояоllьо градиевт-

ной проqgдурц из [5] путс" прсдварительного сведения задачи

.tоиска i.ининального теста к 9адач€ notacKa йrrнинального покDt| -
ти, бинарюй таблицu.

тест облааэет ваltнuм свойстэоrr. пуст! точки теста
*r, r...,r Iч Фlли поданьl на вход "черного яцика" и в рсз]rль-

1a
тате мофlно було мблDдать эначaния У.! 1о..1 }a .Допустиli,что

уr€ т,
пд

) -"iolr...rB . Расснотрим произ-
l

вольнuй }iногочлен fe V- . Будaн rо!орить, что сери, экспе-Е
риllенто! в ,очках Х.. ,. . . , Х., подт!срмла r.ногочлен f ,

'l 'a
t(xu.) с 

"rr,(* ".)

(xv

еслr мя всех 1 1r...rв значения

lIонятно, что в этом случае

= 1;..., в . иначе говориri,

эксперийентаraa в точках *"i

мя !сaх t .

f отrергэетсr
ф(-".) nt

что lrllогочлсн

I
a

иэ способа полуlас -

ниi теста следует, что проведение в еrо точках серии экспери -
иентоэ либо отэерrает все мноrочленч иэ класса vs , лиЬ
подr9ер!(дает не более одноrо из них, отвсргая aсе остальньlе.

Такия образои, тест ,вляется }ioclнblr{ средстзо1.1 в идентиФи-

кации аппрохси!ирушеrо r.ногоqлена. Исполь3ование сго для про-

ведения экспериriевта долl{но привести к увеныценир числа эrапоl
алгоритraа, к уненьшенrо объеrrа экспериrентальной работъ|. По rой
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же причи}aе Hari|. использовались не произвольнgе Tecтu, а l.ини -
яальнuс.

Есть Bo8rio|lнocTb е{е уiiеньщить чrсло точек, ре|(о.ендуемuх

для эксперимента, если перейти от тестов к использо!аниlо час-

тичнuх ,естов. Дадиr.r их определение.

Набо9 сtолбцо9 xu ,..., tч таблицU t наэовея час -
'la

тичнь tl TecTor., если в обраэованноri эти}iи стоJбцаi.и подтаблице

имеDтся папJ одaнакоэt.х строх.

3аФиксируеr набор !t".t ,... , xv.

ti , состояцlю из столбцов Xv' r...r Х

- llV.ll . Тогда чисrю строх в т' есть
t{o|lнBx пар строх будет С! Попс*"rае,

вuх строк в таблице Tl 0бозначим его

Вuделиr,r в Т таблицу

v . Пусть g=
a q . Число всеэоз -

чrсло пар неодинако-

S(Xu' ,.. . , Х".)
и Ha3oвe}r оазличиен. 3аоиксируеri g и найдеrr частrчнцй тест
*ir_ r..., 8] l на Koтopo.l достигается максиllуri S(X'' ,...-t.'r'l
..., *ua' 

_ 
на всево9r.охнчх наборах стоrtбцов Хч1 ,...rtvt .

Ъзовеt Xf,' ,... , *ia опти|{альнц}r частичнчм теGтоя.

На практике для поиска оптиr.ального частичного теста нами

исполь9о!алась градиентна, процед/ра из [5j.
. приr.енение частичного Tecia дает ре3кое сокрацение чиспа

эхсперименrальlluх точек, трсбуе}'uх для идентиФикации Dег -
рессии О . Тах, в одной из задач при поиске частичного ,еста

для таблицч t из 996 строк и 4000 стоrбцов бtmи мйде}Ё. ча-

стичнuс Tecтu со след)aщrar.и ра3личияtaи: тест из одной точки -

различие l]Цtl!; тaст из двух точек - различие 48t45); тест из

трех точ€к - раэrrrчrе 49296Ц; тсст из qетuрех точек - ра9личие
ir9lr770. 3аr,rетим, что Cjr" . q9OOgg. понятно, что экспери-

r.ентирование с тестон даlе из двух lочек приведет к резкоriу со-
краценио числа йноrочленоэ и3 V" ,поетендушlих на роль ап-

проксиriирупцих функцио а .
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Пусть (х ,..., хч }s { ,... , xBr ). ТогАа

0тсодэ следует, что иак-
а
,... *

гl
р1

U,, 
)'s(x vr )s в(х

vl
,...rtч

g lД1

сиr4альное 9азличие достиrается }lа тесте, состояцей из всех
столбцов таблицн т [lycтb т иrrеет q строк и п столб -
цос. На практике r.оrут вGтретиться такие таблицьl, в которýх

ý(Xr r..., Xn)S С!. В эrо" случае использование частичнuх

тестов стаяовится неизбехныи.

0пцuех ситуации, возникашlие в процессе работý алгоритха,

и те решения, котор9е йu Е этих ситуациях прини!rали.

l. llycTb мнохествЬ яногочле"ов V" пчсто. Это означает,
что сеirейства базисннх Функций Ф недостаточно для качествен-

ноЙ аппроксиr,iации Функции О . Необходиrr перехоL .. другойу се-
йейству базиснuх Функций.

2. Пусть на очередной эrапе проведенt| эксперияентш в точ-

ках теста Xrrr.. . r Jl r, .'1 'з
2.1. 0казалось, что все многочлены, входrцие в Va, этин

Tecтori оiвергнутч. Решение - надо точки тесrа вклочить а обу -
чаццуо выборку й, используя последнш, построить воэое r,iнoxe-

ство многочленов V- ,

2.2. 0казалось. что некотоDая часть вногочленов Т из Va
удоблетворяет точкак теста Х., ,..., Х.. Возникает вопрос,Y..- 

""
следует ли продоr llать поиск аппDоксинируццего йногочлена или

закончить прсцесс, назвав ,tюбой многочлен из т в качестве ре-

зульlата работu алгоритl,|а. Это вопрос о критерии останова.

надо ска3ать, что ответ на него на практике лехiит вне kor.,

петенции l.tаtелlатика. Это свrзано с теи| чtо аппрскси1.1ируlо{lая

Функция вухна не calra по себе, а как инструйент достиlrения
прикладной цели. Наприйер, с по}rоцьо аппроксииирушей Функции

вогут прогнозироваться свойства прикладнuх объекrов. В зависи-

raости от того, удачен ли этот лроrноз ,ли нет приниr,iается ре -
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шение об останове процесса поиска аппрокси}rируDцего }tногочлена

или его продолrкении.
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