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Катеa4атическиt{ уточнениев понятия riодели данннх являеlся

понятие позиrиaно представииой r<одели [1,2,t,6].B связи с этиl..

пРеДСТаВЛЯеТСЯ аКТУаЛЬНШМ ИССЛеДО9аНИе gОПРОСОВ С)ЦеСТВОВания

сеl"lантически aAeKB:lTHcx специФикаций позитивнчх rюделей. 0чевид-

но, что специФикация долliна бuть эФФективно 3адаваеицй объек-

тох, предоставляloцlиll возно,lность алrоритл{ического посlроения

такой i@дели даннчх, которая в своих санчх суцест9еннuх чертах

совпадает с iiодельо, для которой и писалась специФикация . Пуст ь

(?Tt ,v) - позитивная i.одель эФФективной сигнатурв, причеr,

буде предполагать наличие алгоритl.iа, вýцашего по ноиеру Фухк-

qионального или предhкатного свиaола алrоритц перечисления ин-

терпретаций соответствупцего сtr.вола в ,юдел" ?l( мя нуне-

рации v Назовеri riодель

нием йодели О| , ectv

есть рекурсивво_оеречислимое l.HoIecTBo и

стандартнчй ч-обогаце-

- по9итивная rrодель, С -

аltл

1?ft.v)
счетное мноф(ество констант, не пересекацlееся с сигнаlурой хо-

дели ?lt , и константа С € С интерпретируется как элеменtnvД ,оаелч Йt. 0чевидrо].то есл, ( r7t rч) - позитивная

,4одель, tо позитивная grааг9а"rё Щ аТlл ) *дaп"

(т. е. иноrrество ато}ttlрнцх предло|енийrrстиннuх в

й"ч
Щ"ч'

естьr,lниlltc
bl ?7tc 

v)циальная rJюдель длi

,

Такиr.i образоr,r,пробле}rа эФ-



ФективноЙ неявноЙ (т.е. в обогацении) хаJ,актеризации позиlив -
ной атоllарной инiDор ации о модели данньlх решается очень просто.

0днако на практике бuвает необходиl,tо специФицировать хеfатив-

нуо атоиарнуD инооDиацио о rrоделях даннuх [7]rи этот вопрос

оказuвается тесно связанньlll с вопросо}r характеризации лrодели

да.lнuх в классе ее гомоиорФнuх образов, В предлагаеi.ой статье

показцвается, что возr4ох(ность эiDФективной универсальной неяв-

вой характери9ации лобой позитивной t{одели в классе ее го|,lо-

морФных образов равносильна ее конст рукти вности . Для случая

универсальннх хорновских премохений, являlIцихся главныr,r объек-

том исследования в логическоrtt програ^rиировании [7],получен бо-

лее сильный криtерий конст ру хти9изируе^rости . Со всеl"tи неопре -

деляеr.iцl.iи лонятиiхи }loxlнo ознакоirtiться в [3,5].

ýl. Универсальные предложения

Если ?ft " ?t - моделrr одной сигнатурФ чl ц Z ?7Z +

7t - эпиморФизr.|, то {t буде}-r назuвать собственнuи, если

для некоторого основного отноФения р нестяости D21 (при-

чев в качестве Р }ioжeT в!rступать отношение равенства) и не-

которых элеrrентов Пa l... r Во r.одели Йt n"ee, место

?Tt ts 1р (r. ,..] , по) ,n" 7f В р (св' ,..., опо] 
__

соответственно собсrвеннuн го1.1о орФнrй образов l1оАели т(
назовеir такуЕ ,rодель 7t , м^ которой суцествует собствен -

вый эпинорФt зti с( : йY - 7t . 3аtчетив, что В То ВРеl'я как

для алгебР понятия собственного гоr{о1,1орФного об9аза и собствен-

ной Фактор-алrебрь| двойственнu,то для ,{оделей это не так, [lo-

это|iу в дальнейщем }rb. будея и3беrать словосо,,lетания "Фактор-мо-

дель", употребляя вместо него терl"lин "гоr,rояорОный образ'|,

тЕоРЕЁА t. для позuпцвно flреоспаоцлой лоdелu aft
эtвцвалепппа слеё!рцuе условuя :

1'1 77t rонспрукпцоuзuрgела;

l,



2) суцеспо!еп plaKoe псзuпllвно преOспавuлое обо -
?ащенuе 

"7r: 
лоdелu Йt , чпо поdаоёяцее реrcур-

сuе п с -пa,рtlJ |,ц c-!..ii4oe tlнохеспео Ф унuеерaалrнаr
,lреdлазсенul, вdполнuло в Йt' u не вdполllLцL|о в л|r-

бс;а собспве|!но-ч 2 о!l,о!аорфн oir образе лоОелu ЙLr ,

ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0. l) - 2). Если v - конструктивиза -

цпл "олuпп 
OiГL " r7tc

яели й'L , то в качестве

- стандартное v-обогацение во-

йL' л{охно в9ять ?|tc , пВ

качестве Ф негативнуодиаграi,{цу,,tодели йtс , которая,

сигна-

йо - поА"одеп" "одчпп "t,

очевидно, рекурсивна.

2) ф l). пус:.ь Йt' и Ф обладарт свойствал,tи, сФор-

!lулированныr.rи 9 услоэии доказьaвае^iой теорейь|. Рассi.lотриr.r стан-

дарное 12обогащенuс 7?t| "аделп t7t' , где v - про-
'v

извольная по9итивная нумерация ?7t' , Вaоау нихе для прои3-

вольной iqодели ?t u.р.э Ь (7t) Вуяе" обозначать ее пози-

тивнуо диаграl.iму (при усJювиr, ,.rо Й поро*дается константа-

хи), а через Е(й) ее сигнатуру.

ЛЕ}t}Ц l. Если nL'r -rр vt!1 ,..., vn,) , по

- еdе С 'iaоч-' !l
спq.|lпа uз а " uпперпрепцруемая |lек эле|.еч\ ur, ,

фа лriоео основноzа оп'rоае ця р (вклочая равехство)

лоdелu ?7L'
ь( йti 

u) 
u

(

)ь(7П;ч) U ФF rp (с,.,..., co,n

Ф J Ф(аr1 ,,..,

) Пу"r,

дO{АзАтЕльств0. пока(еli, что lt{Ho(ectвo

о
D

противоречиво. предполохия про -

rt
))

тивное, тоaда для этого янохества найдется rrодель

Typd

порох(денная 
^iнorecтBort 

значений констант С Ясно, что

il,йtё

) U Ф, ,"* *"* о - мнокество универсаль-
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вuх предлох(ений. поскольку йt е р (vB., l. .. , vIда ) , а

?to ts р (crr, .,с.о) , ,о Е( ?тL') _(бедневие йодели

'fl g ..r" собственнuй гойоиорФннй о69аэ lfL' , в Koтopori вЕ-
лолвяется Ф . противоречие. Следовательно, 14Hol{ecTBo

противоречиво. IЪмиа дока-bQft; )u Фu {э(а.., ,. ..р,")}
зана.

Из доказанной леi,|l.,iв l следует, что v есть конструктиви-

зация l.tодели П'L' , " """"rrrn 
ее обеднения йt . В са"<r^

деле, пусlь 
'l€ 

Е( ?ft' ). е"лп ?/t'r p(vп,, . . . ,чдп) ,

то Р(Сi_,. ., 
"n )a Ь( at; ) , n,aue, по ле}iие l,име-

." ь(tr; )u о ь li("_ ,. .. ,J. ) В силу рекурсивной пе.-v 't
речислил{ости BHoxrecTB ý (?7lj ) " О следует рекурсивно.ть

'\,
р , а значитrи *or"rpy*rr"n"" ру" "о", 

о d Теорема дока-

зана.

lloKax(eм, что в условии 'еоревu 
l нельзя заr.rенить универ -

сальньlе предло,fiения ва экзисrенциаль нце .

Рассl.{отриц позитивнуD модель ?/Z = (ui Orsrf ,р) с

естествевной нумерацией, где 0J - хнФ(естgо наlуральнuх чи-

сел, О - константа для нуля, g - Фуrtкция следования ,n f -

рекурсивная Функция с нерекурси9ной обласrьD значений Р
очевидно, что 77t неконструктивиэируема. Пусть Ф =

= (р(в"(о)) + Jr (f(x) = Е"(о)) ,/n е ro} u { E'(o)l
/ s"(O)/ п,D€ tо, п /д}U Д(7l). тогда Ф _ рекурсивно-ле-

речислийое r4'oxecтBo экзистенциальнuх предлохений " ЙlЬ ф -

Если Z - собственнчй .оморФный бра9 Йt , ,о Ф не вu-

полняется . Vt . В саliоfi деле, если ?7Ь an(o) = ýО(о)
для хекоторýх вУа, то Ф нарушается . Й 

"" 
r".r rpyn,

пu предло*ений (s"(О) l вО(О)/ п,цС rrr, л f П}.Если хе

n(b *Ф) l вп(о) для есех п f п , то в силу того, чlо
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/l - собственнuй гомоt{орФннй образ Фt,для некоторого в€ (д

п.."л a7l Р rp(s"(O)) . Otb р(в"(О)) . 8*пол"п"ост" ф

" 7t 
"л"*ч, 

llr 1х G{.x) = s"(О) ) , т.е. lt ь t(t) =

= gn(o) для некоторого эаtlкнутого терва t С другой

ctopo"u, йtyYz(t( х) l s"(О)) , так как 77lb b{Tlt ) u

u {lp(gn(o)) } ,,.". йtе t(Ъ) l sО(о) тогда

?TZ ь t(t) = g!(9) для подходяцего nl n " /Ub r(t) =

= s'(О)Л f(t) = s"(О) , откуда следует,"rо ?lB вР(О) =

= s"(О) для П, f D . Противоречие.

из теореяы l, обобцаоцей основной реэультат из l4:, сОоо-

l,tулированный для конеqяо-пороtiденнчх алгебр конечной сиaнату -

рн, следует, что всякое рекурсивно{lеречисливое мхох{ество Ф

универсальных предлохениЙ, внполниi,lое в модели, обладаDцеЙ не-

конструктивной позитивной нумерацией, выf|олнийо в Heкoтopol'l

собственном гомоморФноя образе этой цодели. В савом деле, если

"ol.nn 
t7t плее" ?tё Ф " Е( 77l) - .f,ep"e"ne лодеп" 7(-

Для конечных соЕокупностей лредложений справедлив более

пРЕдлOхЕниЕ 1. Еслц лооелD ?7t 
"r",rn,n 

поэцпц()il!i.,
Heltcll спрукпцв tlylo н!перqцuю, по всяЕаa 3Y-,iоеёлс-

обций Фак1.

ЙЬ О о (Йt,V) - позитивrtая неконструкти9ная liодель, то

iTt ^ ts Ф " V7G неконст руктивизируеиа . Тоrда по.'ео -
'v vv

реве l для некоторого собственного гойоморФного образа ?t

есть искойый гоitоморФнuй обраэ ?7t, которuй, вообrце говоря,

r.ioжeт бнть изоrфрФен Йt .

..., уо ) и предлоDiение Jx-Vf g(f,f) , гяе 9 - бес-

кванторная Форr4ула, исlинно a ,,юа"п" ?lt , иr,tеElцей неконст-

структивнуlо позитивнуо нуверациD v Тогла стандбртtюе v-

докА3АтЕльств0. пусть ii (r1 ,...,х.),7Е ()r1,

7



обоrацение ?7t^ lфАели ??t неконструктивизируено и9\J

йI" ЪlаYi qE,f) пусть Tt^ t:vГ 9(E,f) , где
"v 'v6 обоз"а*ает подходяций набор Koxcтaнt (?акой набор найдет -

ся, так как Пrл построена из констант). Ilo теорехе l дляvч
некоторого гояойорОFого обраэа ?Z ,.аяелп й?с ивеем

ZГVi 9(a,fl, от*уда ?(FJx-Vf ,а( х-,f) n, o*o,.r"r"n"'.o,

7ё |tQ/r)ьl7V f е(х-,У) предлох(ение доказано.
Покахен,что для Vjl -лредлоlrrений доказанное утверйд€-

ние не инеев ,.еста.

Пусть /?=(uliO,s,d,t,p) , где 0,B,f,,p , ихтерпре-

тируlотся, как в пDияере, построеннон после теореr4ы l, а

d - бункция предшес т вования , т.е. d(n+1) =а и <i(a) = 9.
Ясно, что Йt - поэпr"""а" неконструктивизируеi,,lая liодель. По-

хаl*ей! u1o алгебра (tl; Оrg,d,f) простая.В caвo}r деле,пусть
L- ненулевая конгруэвция этой алгебрu и (д,п)€ е , .де

д <D, тогда (dr(m),d'(n))€ О , т.е. (О,п-п)€ Ф,
откуда следует } что для всех j S П-П ийее!i (O,J)€ 6
Следовательно, ( в"(О),в"(1)) € € яля rюбого D€ tl ,т.е.
о - еАиничная кохгруэвция. Рассlrотрин п9едrrох(ение 9 , где

еэ о / ý(о) лVх (р(х) - З}, (f(y) = х)) 0чевидно,

?7t ё q, Еслп Й - собqвевнuй гомохорФнuй оВоаэ йt " ?tts q,
,о 7fв B'(O)lBn(O) дп" ц f п , так *.* йЬ О l в(О),
и Функциональное обеднение Й arr" простая алгебра- Пусть

для некоторо.о l|l иr4ее,. ZЬ rp(B"(o)) " /tr р(в"(О)).
и,.iееЁ цепоч(у соотношенийi Фlъ Vz(t(z)l в"(о)), t7tr
Ff(t)l9"(o),7tb t(t)=B'(o) , lt ь t(t) = sП(о),.д"
t - пqд)(9дяций за,.lкнутuй ,epr.l и rn fв. Тогаа 7tH в'19) =

= gn(q)o7(H О= s(o) " Otts 't9. противоречие.
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ýz. Универсальные хорновские предлФfiения

как от1,4ечалось эо ввеАении, универсальнве хорновские

предлоfiения являотся основныt. объектоl.{ исследо8аrtия в лоaиче -

скол,t програиltlировании . Дохазательство следувцей ниже теорень|

идеолсгически пIrиriыкаёт к доказательству Tecpeiiu It одllако хор-

новость предложеllий лозволяет эФФективво сiроить собственный

го},tоr.tорФный образ неконструктивной пози rиаr!ой riодели, реализуФ-

циЙ исходвое йнохество предлФхениЙ.

ТЕОРЕ А 2.:?ля позuпuвло преёсil2(.l вurой у,оаелц Й(
jii ецослеьп?!d слеdgацце !сла BuE :

t \ ?7f lолспрухпuвuзuруа!п.а;
2\l сrцеспвуеп па-4оa, по:,]ц|пu{lл!о flpea.:пlaljLltoe clio -

,r,.o.run d !1оdелч ??t , чпо поdа.:aяцzе i)ealp
.:|1в л!о-пе. речuслuдое лноrеспlrс Ф 9нцвеiэсальнх,, Еa)р-

i|oBc{u& преО,/|о?:е u,i ваr,олпu.rrо в ??t' u е BaaoсiHu-

,!,lo ё -1!оёо;a сэбспвенноri поэцпuвцо ilpe i cпaBu;tctl z ollil -
,цо?фноА .;6раэе л.оdелu ff

ДOКАЗДТЕЛЬСТВ0 части l) . 2) совfiадает с доказательст -

Bo}t соответствуlоцей части теоремы l, так как дrlагравна йодели

Й(о СОСТОИТ l.!З РеКУ9СИВХОrО i{Hor(ecтBa УНИВеРСаЛЬНЫХ ХОРНОВ-

ских предложений,

2) a l). [loкax(e}t, чт(, в обозначениях Teope.trt l и пр}l

предполо,l(ении хор,{овости предлокений из Ф спраsедrrива леr"l -

йа l, т.е. противоречиво }!ножество д( 27t,l ) U о U
'v

U ф(О_ ,... , О_ ) i . Предполох(и. противное, тоrда для
' l :" , ?t c"r""rypn Е(?ft: ) ,ЭТОrО ХНОХеaТВа НайДеТСЯ l'lОДе,1l _v

пороIденная ,.iножествоr4 значений ковстант и9 С .0чеаидно, ,lro

Е ( ?7f),овеа"ение iiодели ? есть собсrвеннtll'i гоl.|оиорФнrй

образ ,ааелr^ ?7t ,

9



ЛЕtlмд z. Еслu ?t не циееп позuпцвной !лерацuч,
no суцеспоуеп паllая позuпllвно преdспавuлая цооело
?r" сч2нап!ра Е(rtБ _),
эпuйорфuздов miu- О|о -
uФuФ(с.1,..., о.л ) }.

чпо найOепся цепочка

й u

) , к KoTopolry добав -

. ЯGно, что { - р9курсив-

?to ь b(й(iu) v

до(AзАтЕльств0. llycTb Й не ияеет позитивной нуяерацrн.
Через lY обозначиri йнохество всех заrкнутЕх частньlх случаев
предлох(ений из Q в сигнатур" Е(ц
леriо премохение Р(С.,' ,... ,а.о)
но_перечислиrtое r.ножество. заФиксируеii некоторьlй эФФекrивнЕй

пересчет Уо ,*l ,Y2 ,... хнояества У .

Гlостроиrl gекурсиýно-перечислиriое riнo*ecтBo Д предлохе -
чий си.наrурв Е( ?7?j ) так, *то

'u
!)ь(йt: )сдсь(?t)iwu

2) р(с._,..., о. )€ А;
з) есл, 'д( /(о ) =n ь, n ?lo ts ý .

Для этого определин оператор конгруэнтного заttчкания [ ]

на riнoxecтBe подянохеств raнorccт8a aтoнapнllx предлокений сиa-

".rуо" t(?ilt Ё ). о.""пд*о, .r" [Т] - рскурсrвно-перечис -
'v

лимое йчо*ество, если Taкoвult lвляется lE Как обuчно, \ для

лобого 9екурсивно_пере(мслийого lrнопеGтва Т *"реэ Tl'/ бу-

ден обозначать ly его часть, которая поJtучаетсr за первuе D

lлагов некоторого 9аранее Фиксированного эФоехtивноrо пересqета

н"охества |!

ПоOаrовое построение ннохестaа А будет дано с yl,,lepeн -

ной степеньD детали3ации, что не уйаляет строrости доказатель-

ства.

ц9I_д. Ао = л(Йt;. ) .

|0



Шаг rr+1 . Посrроии лrнокество Ь_ = Д("+l)

... ц д(о+ r )

где k SШ1

и для всех Ф. = (е! П ... АДr* + Вr) ,

(заrrетим, что слччай В*= d не исклочается),

проверин условие 0n э (ДI ,... , Дj. }. Пуст. Ф.о ,

ф.' , , Фaо (to< t.r< ...< t, S П{) - все Форл.улý,

для которýх вUполняется это условkе. Jlоложиil Ао+1 =

-[Оо u(B*o r..., Btr}] и, заФиксировав некоторчй эФФектиЕ-

нвй пересчет i{HoxecтBa Ar+i , перейАец к слеАуцдему шагу.

Конструкqия закончена.

Определин 'Д = U д.
л2о 'l

По построениD, Д - рекурсивю-перечислимое мнохество. По-

Karieм, что Д удовлетворяет условиr..r 1-3.

!) 0чевидно. b(?it 1 lcb. вклочение U д с д( 7t)Uч о2о ц

докажеri индукlией по tt . По чсrrоэио, ДоС Д(?Z). Пусть

Аsс А(ат) и в€ Aoar , т.с. в€ [6n U {Bto

...,Во }] , гАе мя каtхдого Вr, k€ {to,...,tr}, n"-
l'

9ая часть борrrулu ф, леuит в 6a 'о, 
по индукционноrrу

преАпоrхrх(ениD, бас {r) , следовательно ,1Bto , . . ,Bt!}C
С Ь(аС), так как ?tts Y . В силу 11онотонности опе9атора
Еонгруэнтного за!l8канrя имеем в€ Ao+l

2) Так каr< тФlдество D(Оa, , . . . , С.о ) ,rreeT вrя

- Р{О. 
r 
,.. . , О..) , то на некоrоро.i шаге t оно вклоча-

ется в

3)

9€о

Аa
Пlсть ?to - такая нодсль, что b(at) = ь

Pacclioтp,ta проarзвольнtй sайкнутrй частнUй случай ф
,юrения 9 в сиrнатуре S(m: ) , ,о.д. ZF ,q.

1l

преА-

Если



ф - негативное предлояение, tо оно истинно в ?to в силу ус -

тойчивости rаких лреллоцений относительно го!юйорФных прообра-

зов и того, что Д с Д(/t). В противноr4 случае ф имеет

вид А Д tВ, Если 7Z^ = А Д , то на HeKoтoporl ша-
-aa>l! й>п

ге 8 """"" {Ао ,... Д" ). Ь" и В€ А.*.1С А , т.е.
tо = Y . Леял{а доказана.

Пс доказанной леr4i{е, непрстиворечивоG т ь Ml{oxecтaa

^(rЙ;ч) 
U фUФ(оr1 ,оrr, )) влечет наличие собствен -

чого позитивно предстаеииого го}.ол.орФного обраэа "одел,. 
Йf ,

реали9уDцего яноi{9ство Ф Противоречие. Слеловат эr;ь I",: ,

O'ZTt|")U Ф}- lр(с.r,...,С.о),отхlяа слеАует рекурсив -

ность Р и констру(тивность v Теорел{а доказане.

пРЕдлOяЕниЕ 2, Еслч ,1-1оёелD ?7t urееп rэ:!Jlцtltiil! !
i!eK|)1! e||ip! l:rlre'. ус l!!;,lерзuu'!.), 11с 9сяl|.'rе аоr)у...:?|:tаё

зV .|ilreOJiJxeilre , lrспuнrlое е Йt , iiааlrнпа u в ,le1!o jl,j-
pr.i,i !a,6c1.4eHпo,.i 4оaiuпuв\а пpe:jcп,'l,,ltt.,.:c.1,1 2 o,||c,j4cpr!-.- cj.|

абрс;зе лс>аелu ?7t.

ДО(ДЗАТЕЛЬСТВ0 совеплевrlо авалогично доказательaтву пред-

ло!(ения 1 со ссьaлкой, в соответствуФlцих местах, на Teopei(y 2

в^{есто тсоремы l.
В Форвулировке теоремц 2 вельзя за}iенить увиверсалыше

хорновские предлФi(ения на эк зист енцйаль нuе l так ,хе как в Фор -

l.|улирьвке предлоr{ения 2 хорновские ЗV -предлоt*еrпя - на хор-

нобские Vf-предло*еrrя, поскольку ссютветствуiощие контр-

приr{еры из ýl сосtояли из хорновских предлох(енийrне вuполняр -

цихся во всех ra Tera более в позитивно предсtавиr.rнх) собствев-

Ht.x гояоl.iорФнrх обра9ах.

из доказательстба теоренu 2 видна существенность хорново-

сти предло,l(ений, однако эопрос о возriохности 3a^ieнu Е условии

эtой leope^iьl хорновских предлояений лроизэольнuяи универсаль -

нЕliи остается открUтuй. Автор полаaает, что lакуо захеву сде-

l2



лать нельзя и этот Факт находит свое выражение в следуlo|це}l

предположении.

ГИПOТЕ3А. Сущесmвуеп mаrcая позumuвно преOсmавuлая
?сонспракmuвuзuруелая моOело, чпо п.оOхоOящее рекур -
сuвно-rlеречuслuмое мнохесmео унuверсалDных преdложе-
нuй ваполняеmся в ней Ll не аыполняеmся в л|обол соб -
спвенном позumuвно преосmавuмом еомолорфном образе
эпой лоOелu.
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