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БOцЕнця Bu,{1{crltttocтb }в BEIEсTBEH}O|X aункциях

Н.В.Коро.rна

Вэеденrе
Bonpocra определенk, llчислиiости на нGсчетl+п сiруктурах

ПРrВЛ€КaОТ ! ПОСПСДН,lС ГqДI ВНИraaНrе riНОГИХ аaТОРО!, ТаК КаК

a свr3, с хспользоэанисr. в програ!5{a9о!ахиl. бстракr|tlх типоэ

дан|+|х, отвощений !rlс|tих типоa Bol8HrKaaT необходиl,ость дать на

них опред€ление IUчислиI.Iх объектоr бсаотlоситaльхо к их кон -
креrной реaлизaциr.

В теорrи алгориrr,юв и r.ате,r.атичсскоl лоrике ста пробле}a€

интересна l сaяr|i с конструировафиеr. Dа8r!,lчнuх юделей с за-

да|{l{*lи сзойстaаria. 1Ъибольlдур и!!сстностý a этоra направлении

получил.. работu Я.llосковакхс!, Д.Скордеэа k др. Дaвная работа

прrйIкаст к этой тсr.аrике. В ней и3уч!отс, 9a!личце подаодl к

aDохятrlо lClCCrleHHl|x ввчllслIia{llх Функций }r их в8аи!lоот1.1оUенr,

iie!цy собой.

ýl. Ф)rнкцииr определiшle ! списочl.юй хадстройке

и llчислпtЕ по }locKotaKrrcy

8 теор..й спхсоч|.ого расц}rрснllя ,ааем 1йf| qянrr. и8 aо-

просо!, пDaяставлявчlх l.rтсрес, ,aлrетсi х8рактaри8ацlli клас -
со! Функций. опrсчваеяUх оорвулаa.o{ ра3lllчнrх тltпо3.

пусtь aft = (I,0o).
строих надстройху B,(dI)l V

н8д ,.lоаепьо at Gигнаtуоol

(d2) , гае вО (?lt)
r<l
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rue сло.а (лlнсй}rrе слисхr) r! элененто! I ; е+i(7ft) -
лин.йнче списки .r! элсr€нтоa Ф(Zt)U r

8.еден обоsначg}и е N(?lt )= (t/t, E(tft)). Длi ра_

ботьl с элеraенrани r.oдerll tспользуеra oорвалlнUй я!Dк, оatисaнцй
с [|]:

о = оо U (Ь.аd,tа1l,оодs,rц1}.
и! сэойстэ алгGбрахчсс(ой систеrt ( Ы(Й),а| следу€т, что

,Iбой список raq(Ho представlтD ! !иде

(сr,... д.) = оовв (соов(...(вrrдr)...).
0станоэився Hal рассrртрснии I = В. где В - поле дейстaи
тель}ьlх чиGел с сигнатуро.l $= (+r.rОДrj}, ),
. ( R.s(в)),о=(+,.,О,1,=,ЬrаД,tаllrа1l,оопa}. БудG..l

рабоlать с теорraей, аксиохашa которой ,вrиётс, coaoa(lrnнocтD €к-

Gио дейстaитель}t|х чхсgл l'. аксиоra надстройкr. }Ьпоrrяив, что

класс Форr.ул До есть 3аrчкание атоraарlrп Фор}.ул, отюgalель-
но А ,V r+r1 , VЦ€ ý, lu€ 0 . Кmсс Е -ооэrrул есть ,axu-
хание До относит.лью Д , .+ , V , Vu€ y, 3ue Т, Зu.
П-ФорrlуJъl суть отв.цахrе Е-Форtул.

ЗДl{R|ДНИЕ. Пр..l постросн.rи надстройкl. над дейстaиtсль}O.а.
t|,|Gлай.a |Еiaляоrс, Taкlic llнтересцlе сaойстaа, как aosaiqllocтD

с поllоцýо 8-Фор,,rулýl auдс,trrl нaтуралDнuе числа r8 дейсraв -
тельнчх (6еэ надстройкr Форвуль}rо luделитl Еатуралrнraе чl.Gла

н€лl!r, иначе бuло Фr противоречrrе с ааар€r...ост.о ТВ(В) ).

ЛЫtlЛ l. Сgцеспвчеп Ь-аорнала пакая, чпо l€ IT Ё
; O(r) .

до(Аз^тЕльство.'l1остроиr. оп.раrор е(л) = (Л} U (О} U

U (r+l]rе Д). По теорсхе 5 [t] для операторо. | к типу кото-

pýlx отюGитсi 9 , cylecT.y€T Е-Форrула О(Х) , опхде -
лrцэя наиraеньцуо l€подвиtrн]aD точку. Наиriеньraя

точ(а о есть tr . Следо!aтель}rо, rc ! о,о l(:) r где

О(-) - Е -Форнула.
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Рассr,tотриtl Функции типа f,; В .+ В , определиriче с по-
l.iоцьо раэличнчх классов фор.rул.

0прЕдЕлЕниЕ l. Функция f3 R+R на9чвается Е-опреде-
ли!..ой, если суцествует Е-Формула О(хrу) такая, что

f(x) = у._ (пt(R)) ь о(х,у) & [Ф(х,у.,) &

& Ф(х l) - у1 = у2].
АналогичнО определяотся понятия П-определимой и Д-опреде -
лимой функций.

утвЕру,дЕниЕ l.
1) Е-опреdелuлdе фунtсцuu совпаОаюп с Ь-опреdе

лU.!..аJ4U;

2) фацкцuя у = lxl \-опреdелuла;
с?) Е-опреOелuлае функцuu залкнgmч опносuпельно

?:Оj1'.!ОЗuЦuu;

4) еслu 9tr...l \ - Е-операцuu, 9.1 r..., 9l .-.

Z -,iор:lулы u

[qr(=r...xn) r""nu 9r(*., ... хп),
l

F(xrr...rxo)= l.
Lчr(хr...Iп), ""nu 9*(-, ... *r,),

"ro r(х) - Е-опреОелu!.lа;
5) еслu Р - Е-преOuкаm -, Хдl Е-опреОелчла

1 Хр - зара|rперцсmuческая фанкцuя); t Е-опреОе-
лuJ,1(1 - хг^ Е-опреOелшцо 8f - ерафuк функцuu) .,f

ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0. 1) Функция F А-определима + F Е_оп -
ределийа (по определениrо); Е Е -определима:

F(х) = у.-. IгIJ(R) ь ]zФ(x,y,z) ; t{x,y),

t

a

тогда

Г(х) l у.--tпг(п) tr fzg(x,z) &у l z,

'{0



тоrда

r(х) = ун
Е(х) = у.-

Е -опредеrвrrrа .r f
f(x)=yl"

ts Y(х,у),rде
ts о(-.у) , .д.

tI - Е -Форнула,

g - П-Форrула .

По опDеделенrр, l- А-Форrула.

2) Пусть

ц(х,r) = . +(z= о &xs у) v (z= 1&xS у),
тогда

lxl= у.фП(R) ts (у = х & ц(х,о) = 1)v
V(y=_хац(х,о)=о).

3) Пусть f(-)=]rc* Вr(В) н Г(:,у) , где Е(:,у) -

Е -Формула, q(x) = у-. Ш(R) в С(х,у),.д. G(х,у) - I-qор-
riула, тогда

у(х) = f(q(x)) = у.фЕп(R) ts]gG(-,з) е Г(z,у) .

Ц) Пусть

Е -оорвул€;

Е(r)= у.. ш(в) F ! (с.(х,ч) е 9.(х)).
rSr

5) Пусть Р - Е-предикат. Допустиr. противносi Хр Е-
определ.rr{а -. Хэ А-определиrrа + Хr" А -определи-

r,ra, Xlp Е-mределипа, 'lP Е-определиrr. Iяееrr Р -
Е -прсд.rкат ... Р - Д -предrrкат. Противоречхе с тсн, чrо Gу-

цест.уе, Е-прсдrrкаt, но нс Д-предикат (сн [4]1. Далее, f

ч.(-) = у-"Ш(В) Ь G.(r,у), гас cr-

А -определlrа

ь ч(х,у),
гАa Y - Е-Фориула,

t(х)=у*Еr(п)в9(х,у),
гд€

Тогда

4!
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ц,_(Т,v) = g -. ВП(R) ь (л=о & y(х,у))у

V(z=1& r q (х,у) .

Пусть Хг Е-определииа: хц(хrr) = 3._ G(ary,z) ,

следо.аrельно, f(r) = у .- rп(в) р G(x,y,O) .
Налонних понятие вuчисли}rой по }lосковакису Функции, aве-

яенное в [3] .

0прцЕлЕниЕ 2.

а1 RО =8;
о) R' - зa**arra 80 относrтелD}tо agrтия пар

(е,Р)= оопв(оовs(!riI ,с ),р );
в) последоватсльюсть (е,rr..., со)= (Сr... (Со_r,

an)... )i
г) если х = (tr ... х.), 1п(х) = п, (x)l = r!

1s 1 sa;
а) s,t€ R' т( (B,t)) = в; О((в,t)) = t ,

t€ пО т(-) = 6(х) = ( О,О) .
Базиснrд.й Функцияни объявин +, . , i, 6rп. Базиснuнл

отнощенияни = , S . oперацrяraи над Фунхцияl.и будут следуо-

цие:

l) койпозициi

2) сочстаняс

3) итераци,

9r'"
9r' 9а : п(9r

Ф , упрaвлiе..iа, х:

.,о ч"(х)= оr(о.(х));
9.)(r) = ( оr(х), е.(х)) ;

9а: 9

[,р,х ] (в) =t + ]д Jpo ... Jp. (ро= в & р.=

= t g {р.)е по g Vl.о(э111= е(р.)&

& х(р.) е в\ во .

ц2



0ПРЦЕЛЕНИЕ 3. 0ункция Ф просlо вччислима отюситель-

но +,., ecrв,t получается и9 .,+, 6, filI с поrrсцьо конечноrо

чrсла применения операций койпозиции, сочетания, иtерации.

0ПРЦЕЛЕНИЕ 4. Функция (Р вччислица по }iоскоэакису, если

суцествует пDосто !ьaчисли}lая Функция О такая, что

q(в) = t..- JT €(( в;т)) = t Vв;Ёе R'.
ЗДПЕЧАНИЕ. }lo|l(нo провести анаrюгио }rеаду пЕюсто вuчисли -

l*lни и рекурсивнч}rи, вцчисли!ъ|ци по l'lоскоaакису и частично-ре-

курсивншмl,t Функцияяи.

0ПРЦЕЛЕНИЕ 5. Предикат Р просто 9цчисrrиr., если Щl
пDоGто вччислиiiа; Р вtчислин по }lосковакиGу, еGли Щ>

вýчисли1,1а по l{оскоaакису, где хр - характеристическая оунк-

ция.

лЕпнА 2.

') 
l€ Ш - проспо вачцслuлuй цреOurап!

2' опноченuе "t еспь спuсокl| проспо вdчuсLuло;
3' преdцtапа _(x,5r,z), // (x,yrz) проспо оачц-

слuда, еdе _(x,y,z)-. z - ! = zi // k,l,z) -
с+ ]х_у| = 1;

4) проспо вdчцслuлdе преOчкапа залкцgпа опносu -
mелово V ,& u поёспановru проспо вччuслцла8 фанrc-

цuЙ;
5) пуспь е проспо оdчцслuца

п(l,r).-[1€r &.]J <1 g(lл)]
uлu

в(l,х)._ [t€ п &vJ <1 E(J,-)],
поеOq 1, проспо вdчuслu!4а;

6) еслu 8 вачuслuда по Московаrсuса ц

Vz[B(r) .- Зу ý(-,v)',
по В ваццслчда по мосrсоваlсчсу!

ll'



?' фgнltцuu !Ц, (-)r проспо вачuслчла, zёе

ёлчна, еслu t - послеdовапельноспD;
0-впропuоцодслачае;

Ь(х) =

(:) ,, l=(хr...:r), J€ о, Jsa;
R

1. ц(r)= [q,з](х) =

l. а) пусть

0-впропuвнолслучае,

ДOКВДТЕЛЬСТВ0. В случаях 1-5 построиri м, предикатоg ха-

ра(терrстические Функltrи, йз опредсления которuх явнчrl обрааоl.l

следуе' их просrо вuчисли}rосrь или вuчllслийость по llосковакису.

Дл, этого в9едем вспомогательнче Функции:

t 1_1 r хеО,
, о(х) = {
I t -1 , -(ol
,

f(x,x), 8#о, zl4,f(r' = {
LO, -= оVr=_1 ,

}tмеоцие оо9я.lльхо. определение i 9(х) = (r-1),;6a (хrо)*
. (1_ х.(:,о)) i f(-)= ( х,х).ц(х,О).х=(х,1)]

Леrко пока3аtь, чrо слеruшlие Функции просто вUчислииtl

О, а€ Ш,

-1 , хУш;

2 . ц*"r(:) = (1- ь(,r(:) , ( о,о )) ),
, ;g.(x, (( О,О) , а));

$. а) 2g(x,y,B) = х*(ч,z *);
61 х_ (х, у, z )=ц(х,lr,z) х2( z ,О)+ц( -х,-v,з) р(-х,-у ,О) ;

О=Дr&Д2 , тогда

х1 (r) = Iдr(х),х^.(:1 ;

lrra



б) пусть Ф = An V Аa, тогда

xq (r) = хдr(х) + хо.(х)- хдr(х).хо.(:);

в) xp(f,.)1(x) = xp(f(x)) = ti: l[], ].
5, построим """,;;;":Tj;:"",

з(тr) =( Tt, T.).xg1. ,.1(".)={i,.,llr:;]i". *' ,

тогда xj(x) = [grf](x) .
Ь. В(х) е ]у ý(х, у) _ 3уЗz Э(х,у,z) просто вччис -

ли,.lý .- ] k р(хrт(ь) ,о(к) ), где S вычисли!tы по москова-
кису, а Р просто вычислиriы. Следовательно, ! вычислиt/iа по

Московакису.

z. rд(х) = Ь(х).(1- xli.gt(x)) .
Интересен вопрос сравнения функций, вýчислимых по Моско -

вакису в R' и Е-определимых " вrr(R) . лля его pacc}roт-

рения построиr.t Функцию т иэ R' на ПW(П):

Т(Х) = х, если I€ Ro ,
' т(( al... хо)) = (xr... ,r) , п l о .

С каltдыtl отноч!ением Р на fifl(R) """оц"пруе}i 
отношение Р'

на R':
р'(чl... чr).- р( (ч1) ... t(u.)) .

ЛЕ}t}tА 3. Опноаенuе " r€ dФ а '| проспо вачuслltмо.

ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0. Прямое следствие леммы 2.

ЛЕ}r}rА q. Еслч Р - Ъ;опноiаенuе на ЕW(В) , ,ло

-aУ проспо вацuсл|lло.
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ДО(АЗДТЕЛЬСТВ0. Иrцукция по сrюйности ФоD}.уrъl. БазиснUе

отношения alrчислиrru по опреАсленио. 3аriкнутость отюGительфо
& ,V- по леrrrrе l.

Пусть PfJt€ у 8(-,у) , rде 8 просто .uчислrtlа,

тогда

р.(у л) ._ вw(в) р
= [у€ ёо! т& ]1 <rд(у).В((у)r+l,u)] .

Слсдозательно, Р' просто вuчислиaaа по леr..йе 2.

ТЕOРЕ}Ц l. Еслu R - Ъ.опноцепuе, mо В вlчuслu-
J,.o по московакuса.

до(АзАтЕльство. пусть R;Jу 8(ur...u.,v) , где 8 -

\ -отношение. 0тсDда 8 пDо"rо 
".,."*nro. 

-Т"* *"* R(U)
имеет место длt ч-€ R , то T(ur) = ui - 8(u) ...-

.- JY g'(urY); ло определениD, В всчислrrиа по оскоэаки -

су.
тЕOРЕиА 2. мл проспо вdчлlслuца, Функцuй суцесп -

вуеп унuверсалоная, вdчuслuлая по llосrtовакuсу.
дOквАтЕльств0. исполrgуен Е-опрсдслиrrуп Функцио Q :

R ri1 
[О,1] TaKvo, что dI) = (I+1)/|tl + L/2 . с,w,л

универсальнуlо

hеаа(х), ! = or
tall(x), п = 1,
t"(x)+ fo(x), д= (!,а,Ь ) ,

tr(х) tо(х), п= ( З,а,Ь ) ,

[f.,f6J(x), ц= (ý,а,Ь),
П(f",r5)(х), д= ( f,a,b),
у, о = 9(i),

r(п *) =

цб



Оорiiалlное определение которой ицеет aидi

(tarr(hoac(д) ), з) + г(hааd(а,х)
при tall(tatl(a) ) =2,

п!м n= Ф(Х).

г(д *) =

по Teopei.e l [2] и ленне t, оункция !(ц л) Е-опре -

делицil, следоааtсльно, по тео9е}lG l agчислииа по йосковакису.

ý2. Бuстро вччислхмuе Функции

Вuделение класса бчстро эччисл.lнх Фунхций продиктовано

следуюциttи сообраrенияiФr. В Е-опр€деленйrх (особеl{но в До -

определениях), опrсьlвапцих Функций, достаточно бuстро (во вся-
кой с.лучае с теоретической точки 9рения) ос!цествляется провер-

ка истинности услоaий, ьо поиск 9начений для таких функqий

очень не эФФективен из-за возникaпцего при этов ненаправленно-

го перебоDа элеi.ентоD ..tодели без учета преследуеrrой цсли. Вч-

бор стратегии aюиска 9начения Функции хак раэ и есть средстбо

бооьбч с эти}l надостатхоra. Поскольку стратегия вноэь эадаетс'
Е -определениеr,r, то и во3никает задача вa.деления бчстро вЕчи-

слrйýх Функqий. Дан}вй класс, нааванньlй в [5] ПРИt{, строится

следущии обра!он. IlрсдполоIи}i, что в на!ем распоряr(ении ухе
имееtсi некий набор'|6азисrвх" бчстро ataчисли}ia|х Функчий. Класс

ПРШl получаетG, 9аrrчканиеr. бааисного набора Функций посредсl-

Bota:

а) рекурсии по спискаra. Если h, f - бцстро вччислиl.rrrе

функции, то Функци, t , определенна, следlrшlrх об9аgом:

g(дil,х) = f(x),
g(coBB(a,y),з) = h(а,у,8(а,з)),

tакпе rвляется бrстDо вrчислиrrой. Соотвстствушl.ай конструктор

обозначаот РЦ (f ,6) ;

ц7



6) подстановки. Если hrf' ,. . . rfo - бчстDо вýlчислиrФЕ

оункции, то Фувкция 8(Jr)=b(tr(x),... rf"(x)) - бuстро Bu-

числийа. Обо9начаот ПOДСТ(h,f ., ... fo) .

Введев конст9укцио напрааленного попс*а IJIYII!(f ,9 ) -
- h . Фlределяеri та{: €сли f - бцстро вuчислимая Функцил, а

9 - А-Форнула, характеристическала Функция которой бустро вьl-

чиСлил.а, то Функция Ь(Х) = с-такая Функциr, что (t явля-

ется первu^l элейефтов в последовательности со = Пllrсr*.| .
= f(an,x) , для которого 9(с), [h,9](l) = с.

ТЕOРЕИА 3. Класс ПР|Л1 совпаёаеп с классоц базuс _

1ur фчнкццй, залtнупda посреdспвсл поdспановlсu ц

U}mп,
до(АзАтЕльств0. в одну стоDону crr.[5]. 0бзrатное вклпче -

ние. 0лределия вспоr,rоaаrельн9е Функции 3

1, х f ntl ,
О. r = дi1;t1) ц1l(х) =

2) ЬваaЦ( ( ar сс,)) = с,
beail1= hааd([Y,о l((a.l ... ао ))),

гАе

= (зr(х),f.(х),f,r(х)) , ,п"

y(х,у) = совs(содв(дil,з), у).(1- ы) *

+ сФо(ооtrо ( с,оrrs(дil ,hваd,hcaa(r) ) ,
tail(z)),tarl(head(x) )). ц1l(z) ;

о(х): (tа:.r(ьоаd(z)) = nir);
з) tall1(y) = ьэаё(tаir([у,о ](у));
4) п(fп,fr)(-) . аоцg(содв(ч1l,f r 

(х) ), fr(:)),
п(f r... fo ) (х)=аопв(п (t. .. Jo_n)(:),fo(x)).

Основна, Функци, иr.еет .идз Д = Ц(frrf.rfr)(Х) =
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f n(x)=tall1 (ЬеаО 1 (х) ). х61+ а.цll i
f.(x)= соав(hеаd1 (ta111 (x),heattt (rreadl (х))х

' х*r(х) + niJ. Ьlr;
f 

, 
(x)=h(heaill(tatЦ(x) ,hеаd(х))ь.1 + blt. а .

Легко локаЕать, что если g - pBK(f ,h) , тогда
g( с,х) = boad([H,o](c,f(x)),

где О i (tatl(hoadl (x)) = дir ).
СФорrrулигrуен основнуо Teoperiy о соотношении классо9 Оунк-

ций.

определи!че бе3 надстройки,

опреде,лииUе Е -Фориулаrrи ,

определифlе Д-Форrrула.ir,
вuчислиr,ýЕ по }lосковакису,

опредеrriд6lе П-Форrrулаtоr,

Dб - прин,

D? - баsисше Функции, заr.кнутuе относительно подстанов-

ки и III$TXD .

тЕOРЕм ц. Длл всрOg о\реdеленнuа Фуiкцчй всполне-
нd слеёаw|uе соопflоценця:

Dl sD6=D'lEй=m=D4cD5.
доиздтЕльств0. Dб =D7 дока9ано в lеореliе 3; D8 = ДЗ

следует из леннu 2i Эа g D4 - из Tcopcr*. 2; й Э М -
индукцrей по сло|.ности постросния Функций (дейстar.тсльно, оунк-

ции +,. - базиснlеi I _ До -о.rоaлarоarrнa, конструкци, про-

r.зaедения, койпо9rции,,терации 3аписu!артся Е-Фор|.tулаl.и, й

поэтоilу из ле..0оr 2 Gледует й 2М ); fl eD5 - из то-

го, что D2=8 EDý

пус

D1
тr2

Dз
D4
D5

- Функци&,

- Функции,

- Функции,

- Функции,
- Фуккции,
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Докахей строrое aклрчение. Пусrь Д - П-отнсrдехие

х€ д ._. Vz p(xrz), тогда

[ о , чz p(x,z) ,
Ф(*) = t у, 1р(:(,у) & (vt s у р(х,т),

- Функция П-, но не t-опgеделиrчая.

ý3. 3ФФективно аппроксиr.ируеliаЕ и I}6ункции

Коснеясi Функций, свr3аннuх с понiтиеи предел€ бесконеч -
ностиi

а) Функций, аппроксимируеr.uх "хороtлим" классо}r Функций;

б) аналитических Функций, заданнuх э{DФехтивнuи рядоtr, т.е.

Еtядон с обциi{ членоi., записчваеfiч}r Форraулой.

Для нунерации не более че счеt}iaaх семейств рассrоrрив

аналог натуральнuх чисел Nаt - непредельнuе ордивалu,но уrе
А -определиrrче.

ЛЕИ}lА 5. llat - д-опрааелuлuй преаutап.

ДOКА3АТЕЛЬСТ8О, l) Вспо|огательнýе А-определиице преди-

катý|:

Х - транэитивнýй список a

Тзап(х) ; vlr€ х Yze х (ze х) ;

Х - ординал:

оrt(х) Е тrаа(r) g Vуе х тrsд(у);

2) I€ l[at: пat(x) t orq(x);
с < 9: octl(c) е оtti( 9) & сt€ р ,

asp: с<РVс= В.

Введем обозначения: э11 l О

,*1l."
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Естественнuи обра9ои васцятсл слохение и уинохение.

тЕOРЕ}Ц 5. Фунlсцuu, заааннdе эффекпчвнdлц бескопеч-
цад ряOол, tl-оцреOелuлu.

дO(АзАтЕлЬств0. достаточно рассютреть Функцио f(x) -
- Sla(x) . Расс'.отDим вспойогательнuе Фунхции.

l. f(fr)= Et с рекурсивнчltl определение1,1:

f(дil) = О,
f(eonB( а,6 )) = x!{at(conв(a ,6 )).l_п( сопв( с,б) ). fG ) .

По определенио бuстро вь.чисrDll,ýlх Функций) tG) = Яl
бчстDо внчислина - Д -определина.

Z. f(xrfi)= xi . 9.*ур.rrr.. опр€деленией.

f(x,g) = 1,
f(-,ооая(сrО))= ц"a(сопв(с,О) ). x.f(x, с ).

По определснио бt стро вt|числиrфн бункц"И, f(- 
"Е) = f

бuсrро вuчислиr.а ф Д-определи}rа.

Используя вспоr.огательф|с Оунхции f,G)=El и t(х,i) .
' -i , иr.ес":

81п(-) = у - п(в) = Vc Yда]л(п-): т(е) шаt(fi) е

ехrr""(е)= о е 
[

(-l);*T#-"I ( е,

п-фор -

ОПРЦЕЛЕНИЕ 6. Оункцил 9: [Оr1]-R вччислил.а в crrшc-

ле аппроксиNачии, если суцествует эоФективная последователь-

ность сплайн-Функчий f' 1...4r... tакая, что

!х Yc >о Vfr э т( е) шat(i) & le(T) _ f_ (х) | < L/e ,

где t- Е-опрсделвl,rа, Функция.

l=l
где т(с) = L/e - регулятоD сход;юGти синуса. 9то

l,|ула.
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тЕOрЕt|д 6. суцеспв!еп функцuя П-опреёелuлая, по
Ц е аППРО К СuЛ,lЦрg ела я с плай ц - Фа нtцu8лu.

д0кА3АтЕльст80 (i{етодом диагонализации ) . tlycтb 8l
Nat .r Р - эФlDективная Оункция, нуцеруцllая все сплайнU;
f-(x,y,z) - ч.р.Ф. с ,о".оо" Е, ь_(х) - ч.р.Ф. с Ho.c-k__n
рои Ц. 0пределиr. Функцир

c(z)=y ._ Цt(il FVEr VE Ve >о Va->f_.,(z,d ,с J

ly-B (h= (n))(z)l >!/с ц т s B(E',E ,n-,e ).t2

0чевидно,что эта Форt{ула определяет ФункциD. Допустии, что су-
цествует аппроксийация, l.e. суцествуе, эФФекти9ная последова-

тельность сплайн-оункций tакая, qто

VE1 VEa Vn'> to.(z,Ea,e) l у-8 (Ь_.(п))(z) | < 1,/е.

Противоречие.

ТЕОРЕ}tД 7. Для Фуllкцuй BuOa ti [Оr1]- R вuполнц-
до Р8 с D5 , еdе D8 - фуflrццц, вdчuслццае о сдdс-
ле аппроксuJчацuu.

ДOКАЗАТЕЛЬСТВO.Допустии, f, аппроксиtlируеrrа сплайн-

ФУнкция^lи f.l ,... 4 ,...; суцествует (следует из эФФ€ктивно-

"о"r" 
по"rr";о""r"льЙсти) O(fr,x,;r) r"*"","ro fa(:c) -

= у .+ O(i,xry} ,о.л"
f(x) =ус_о пt(R) ts Ve>o Vп->т(е) ly - zl <

< Vе С ý(i,r,z) ,
где т - Е-оп9еделияая Функциr. Это - П,Форяула. Строгое

вкJl)чение следует из теореrrц 6.

ýl0. связь ]l -опDедел,rюсти в r.rодеrrr В
с Еопределиr.rостьо в 1,1одеrDa В с надстройкой

ТЕOРЕ А 8. ПgспD сацеспвуеп 8-Форлgла

rая, чпо а€ д ... ш(п) р da) , поеdа
р(х) па-
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3 -форлула Y(х) , опреОеляюшая в R непаспое поОлно-
хеспво До сД , m.е. ао€ До* R ts У(а)

ДОКАЗДТЕЛЬСТВО. Допусти}t, с!дlсствует Е-Формула rp(x) *
€ Зу О(Хrу) , где Ф Ао-Форr.rчла такая, что

а€ l, н ttTl(B) ts Зу {а,у).
В этом случае найдется Ь€ ЕIП(R) такое, что

Ш(п)t g(а,Ь)+а€д.

Форr.rула q(x rb) внделяет какое-то непустое подl.tножество

Ао g А , т.е. 8€.О,о.* KT{(B) Н о(аrЬ). иэ определения

стандартной списочной надстройки следует представиl.,lость лобого

элеr,tента надстройки в виде терма элементов модели. flля Ь
найдутся bt ,.. . ,Ьо е R и Tep^r т такие, что Ь =T(bl...
...Ь) .Если Ь€R ,тоберется Ь.

Ёпо"""опп"" и},tпликация :

Jъl ... :lbn Ф( (br ...ьо),х) * f ь о(ъ,х) .

Из вьбора Ь, . .. Ьо и Tep,.ta т :

itw(B) н о(т(Ь, ... Ьо),х)..+ а€ Ао .

Введемобозначение Б + Ьr...Ьо
В обrцеr.r случае Ф имеет вид:

Фi Фrotr(\,x) ... QF О

о t"(Б",Еr_t,х)ч({, fo, х) ,

где Y - бескванторная формула.

Индукцией по сло,|(ности Tepr,la t., и мине кванторной при-

ставки перейдем к 1(ЬоrХ) такой, что вьlполняотся следушцие

требования:

({) lъ., . .. 1оо о(t(Б'r) х) - !Ib., . ..Jb,, х(Б",х) ;

(2) ET(R) F х({,х).* х€ Aoi
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(3) длина кванrорной прrсrавки раэна нуm.

индукqия пrrоводится по паре (цrв) , где П
rюсть терr{а t1 , д - мина кванторной пристаэки.

Случай ( ОrО) о"е""д"r.
Рассяотриr,r пеоеход ( пrш) + (п+lrш ):

а) о i ]х1€ t., (Б ,х) п ({,r, ,х) .

9"у.9Ё-1.

= сопв

- сло!х -

t (t;,t;);
а

Т = il xr е t| (Б,' ,х)п([ ,rr,x) v n (Б" ,t;( . . .),х) ;

]{ Т(Б^,х)-З1 [r*., (хrе t] - тl(Б ,хr,х) V

VЗх (x=t!-T1({,x.,x)]- ЗБ,,Вх (хс t]vx =t|)-

- n(L,xr,x)]- ЗБ 1: [(хе coas(t],tr2) -
- тl(i ,х' ,х) ] .. t Б с(Б. ,х) .

Из опредсления олераций СодЕ

ность:

либо

и € следует эквиaалент-

Iп(в) Е 3r.,€ conB (t|,t])n._

.." пш(R) в З:.е t|n (E,xr,x)Vn(Б",t;,x),

ш(п) н Зхrс t| ({,-)п(Б.,хr,-)

ш(п) в п(Б,,t| ({, х),:) .

СлФ(ноGть тер.а t] в Форt уле ii ,.е.""е П + 1. По иняук -

ционнойу предполФlенио, найдетс, Форrула х такаr, пш коlорой

вr|полвяоrсi трсбо!ания l-r.
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случай 2. tr= tl(tatt(coaa(t],t|+1))) , где сопg

,. 
""од", " t|; i t Зх' е t] tt!) n.

Случай 3. tr= t](heea(conB(t|,t,i+r))) , гАе conв

не входит э t|; i; Зх.е t| 1t!+1)n.
Сrtучаи 2 и J докоgyваDтсi аналоrично ncpaol{y, осноaь.gаясь

на определениах опсраций heail , tall , соп8

6) о + Jx.t g t, (Б",х)п(Б",хr,х) .

случай l.

tl = сопg(tl ,ti) i

Т + Jxr s t] ({,x)n({,x,x) v
vn ({,conB(t|,t|),x); jblт ( ...)- ]б;

[ З хr(:., Е t;(Б;,х)- т1 (Б ,хr,х)) v
V3х.r (xr=cong(tI t|).п)]-JБ" 1хl (х.r Е aonBl t],t|)-

.о ?Ь о(Ь ,х) .

И9 определенrя операций Соп' и g сл€д,ет экэиэалент}кlGть :

m(R) F J:. Е conB(t] ,t]) n .-

-. пп(R) ts 3rr Е tri п Vn (Ь-,оопs(t]. t|) , -).
Сrrофaность первого, ограничиваOlего ,cpria меньше tl +1 .По ин-

дукционвому пр€дполоt{сниоrнайдется Форraула х такаi, что tttl -
aюлняDтсi требоaани, l -J.

Случаи 2 l,l 3 аля п. "6" докаgrlваоrсi аналоrично случаяri 2

и 3 мя п. "а".
Перэход (пrп)+ ( ааl.п) при Q=V доказrэается

аналогхч|lо прс&lдлlеr.у.
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Рассt|оtриt переход (пrп)+ (1rП+1),

Ф + Jхr € сФв(nll,Ьt)п(Бо ,-. ,-) ;

1+ r1 (f ,Ъ.,х);
1.tБ,п({,ь.,r)-lБ :е conв(att,b.)n +]ь о (ьд);

2. BTJ(B) ts Эх1€ conв(nit,b.)n({ ,х.,,х) .- ш(в) в

ь тl(Б ,Ъл,:) .

Пр" Q9 V доказательство .ювторястся.

Итак, иliеей ФоDraулу

ньlх кванrоров.

восa|олlзуенся Tei.,

х(Б*) , не содерrацю огранrчен-

ll'2что если Форяул€ получена и3 Фор-

на .rадOормуrlу

по количест-
?Iгjlfгjптт.тг ]

t
l"lУлu

о: о;,|1r1 ъ

t? не содерrит

заиеной вхошдений подOо9нулU

о,тогда a=l Оa; индукциэй

псрейдеra кву вхоlшений СОDвrhaаd, tal].
Фор!iула.,l , l.х фе содерt{ацих. Расс..iотриta ,ри случаr:

цхg!-].

o]bt]
случай 2.

о| ь conB(t| ,t:) = tr(b.ad(conB(tr,t2))),

,х) )о] ; совз(t](Б.,х) ,t|({" бTlс (t; ,t:) ,

= t: &t; = t:

соц,,

{ ; conB(t| t]) = t.(t').
случай 3

о| t coaB(t|,t]) = t.(tarr(conB(t|,ta) ) ) ,
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о] i cons 1t] ,t]) = ta(t1).

Аналогичннtt образом в Формулах

п
Е

lзо
,r(Б,,)хr 

= 
о,

tr(x) s tr{Б")
от тер,.{ов t., содерlкацих COng rtatlrhead , переходии к

t] О"з "nr. Эiо возtlоtхно сделать, так как t*(Б") С П
Итак, получиtl r.l ({ ,Х) , где Р записана в терминах

теории Тh(З) :

:lъ{ . . . J Ьо р,(Б,х)* Jь о(ъ,а) ,

з € Aoc_r ttw(B) ts ЗЬ ý (ьrа) ,

т.е. найдется Д9 a А такое, что а€ Аос+ R ts fb'
.. . ]Ьо pt(bo ,а) .

Рассr.rотриt,t следствия к теореме 8.

СЛЕДСТВИЕ 1. Пуспо l - оOнопочечное лнохесmао,са-
шеспваеп Е-форлула d=) mакая, чпо а€ Д с_+

.- UтУ(R) н <р(х) поеОа u полько поеОа, rcоеdа сgцесп -
ваеп 1-формула У паrcаt, чпо а< Д ..+ У(а) { В

докАзАтЕльств0.
* ) о"е"пдrо.

-). По предuдуцей теореие суцествует Y(Х) - З-Оор -

lttула, внАелбпцая в R непустое под..|ношество Ао S А, так как

А одноточечное,то До=Д и Y-искоriая.
СЛЕДСТВИЕ 2. Фунrcцuя f(x) = Sfu(x) не являепся Ъ

опреОелuлой в lПГ(В)
ДOI(AЗАТЕЛЬСТВO. Допустиr,i противное: суцествуеr Е-Форrrу-

ла О(х,у) Э 1z Ф(Хrу,z ) ,"*"", 
"rо

.i. *.'q'xl = о,

t
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l(x) . уl.+ п(в) Е Jв y(:,5r,z).

llострои}. Е-опрсделение ,и, одноточечюго мHoпecr.a Д = {Т):
х€ д.фп(В) EEst(8,o,!) & о <х <4 .

Тогда, по GледстIND l, слестaует З -Фор"уп" t такая, что
х€ д.rв ь Y(r), т.с. в R J --р.д.rr."о тDансцендент-

ное число. Проr.{!орэчиG (слсдуст из работr [6]).
слЕдстВхЕ 3. П!спь t - вецеспвенная Фанкцuя па -

кая, чпо суцеспвчеп аое q , u З(Хо) - пра8сцен-
dеiппое чuсло, поеОа t не Е-опреёелчла.

дOкАзАтшьств0 аналогично п!Ед}lд!цеr.у.

СЛЦСТВИЕ Ц. Пgспь t - вецеспвенаая фч8rцця па-
кая, цпо b((f(r)|re q)) > О , поеОа t lе 8-оп -
реOелuца (из следствия 3).

слцст8иЕ 5. оltlхцuч f(x) . cI, g(x) = 81п(х) rе
Е -опреОелчлч с коцечfluл чuслоц паралепров.

ДO(A3АТЕЛЬСТВО. Пчсть {а.l ,...rа. } - r.Hofl(ecr.o п!раr€t-

ро.. прaдпоrrо!иN протrэноa, f(-) = Ol Е -опредеrrrrlа. иs тео-

рец 8 следует, что ! эiон случае дл, ,Iбого t f(x) алrсО-

Dаич}.о наА Q U {sr ,... Fо ,r}. во8ь}.ех р1 ...рл+l линgй_

но-незаэхGr!не и алгa6раичruе над Q
ре|.е 

'}rндеr.ана 
t ZIrf(p r) r. . .,f(po.., )

с друго.i cтopolu, каrдое из 
"r* 

алгiбраrч"о "ад ( ar ,...
...,ав} U Q . Противоречие.

м, докаgательства случэr g(l) = glnt расrrrри}i дейст-
aителl}flе чaсла до ко..плекснrх. Возьr€й F1 ...Pa4r ,rlнеЙно-

не9а.исиt gе r алгебраичсские над Q Тогда 1р.r...1Р.a'
1р.

тоlе линейно-независи}i., по Tcoper.re Jllнденана [7l, a ' ,..

... бtРо+i алгебраически нс!а!исинu , oFt... aF'*i 
"naa6-

С одфой сторонU,по тео-

лrнейю-неЕаaвсинч;
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раическх нGзавrcйl,ru. За..€тиr., чIо alx - c-il/21= 81п х, по-

этоr,rч 81n;r., ...E}Lnpa+l алгебраиqеgкх незаэисr'tхч, с одной

cTopoHU, с другой сторонн, каt(дое из нrх алгсбраllчно над

Q U (el ... 8, }. ПDоr"эоречис.

ý5. Pacrrr9eниe операторо}. нспqд!иfной точки

Д -9орrrул

Класс Ао-Форхул рас|лирrr. до ý + TrEP , ..едri Оор -
r,вльlФе правилоi

.,.ýсq+IлР.
2. Ecrri 9(Рrх) - Ао+Iлр -Фооlула, гдс арность р сов_

падает с дr}rвой rrP эходхт позитиa.tо в 9 и Е(Р) -
. (-: е(Р,х) ) , ,оrда IЛР"., 9(Р,r) = U !"(l) прr"ад-

д<0l

леrrт классу Дь+ Т..ЕР.

Тогда До+IJitsопределинuе пред.хат9 и Функции опр€дG-

ляотс, eCTeCraeHHIr способо}r. ПроиллDстрируеrr возraо|нt сти пост-

роЪнного расUирениt. Рассютр.ar натуралr}flе чliсла со стандарт-

ной списочной нaдстройкой.

лыt|А 6. луспо Е, h - фgцкцчu u сацеспоу,оп
Ъ о+ТЕР -форлула G(:,y) , В(-,у) паrие, lпо дU(;)ts
ts G(r ,у) r.o 6(х) = у и ш(п) ь п(х ,у) ._оh(:) =

= Y, тоzdа сучеспваеп Ьо+|ЁgР -Фор ала l(xrary),
опреОелярчlая фунrцuю t : f(хд) = z._ЕП(Ш) Ь
О(х,пrz) па,сар, чпо f(-,O) =g(х) и f(хд) =

_- b(f(-,n-l)) : .

ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0. Постро.rв Фор.iулу,

х(рд,у,з) + (у=О & е(-,ч)) V

!(?с 9(х,рl,е ) с В(с,z)).
.|lля ФоDйулt| Jс q(хrJьl, d&Ф,з) no.rpo.." оператор trl., з
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Y(P,x;,z)b q(x,y,z) е н( c,z) v р(х,у,э+1);

U Г](l) = ц,р у (р;х,у,о)
D<о ' Prx,y,z

такой, чtо

Нr(ш) Ь Jc 9(х,у-l,сr ) & E(a,z) а
rr Iлр Y

PiZ,y,в
(р,х,у,О).

Тоrда

х( q* ,y,z) ._ (у = О & G(х ,z) ) V

VT.EP Y (Р,х,у,о) + [(9д,у,z).P;l, Jr, z

оператор Е.(9) =((x,y,z) lI( о;в,у,") } ."еет наr..еньшр
нелоАвихнуD точt(у:

IiEP 7 ( rрд ,у, z) = u
gia ll oz D<(,

которая и будет Ао+IЛР -опрсдолснисп мя Функции f . Вер -
нснся к pacci.o?pcн]0 дсйствитальнuх Функчrй. Воgникае, вопрос

о соотноuении \+IiF} и Е-определиrrх дейст.иrgльцх Фувк-

чий.

ТЕOРЕlЦ 9. Класс Ьо+ЁW -опреdелuцd, dаа,спвч-
пелDнdс функцut совпаОаеп с tлассод ъ-опреOелuдu,
ёеrспоuпелоlчý фg цкцut.

доfi3АтЕльство. в одну сто9ону ц. [l]. Для до*iсаrсльсr-
ва в обратнуD сторофу эвGасr. ФункцlФ t: Iдlst_+ ! l колlrDуQ -

ц!ло структуру списка t(c)=t( (а,, . . .*1) )= 2'("l . *]*" .

{.Ф,

\+IлР -опшаелилtаякак будет !r.lдно из дальнсйшсго, это

Функцяя. ПостроФr Форr.улу

х(т,сД) f (цl"х(а)= o&k= 1)v (3z 3 rш(z) & ш(r))о
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& T(ta1l(c),E) е т(ьеаd(а),1) & z.p(ln(aj)d)l =д,.
+ (xr,r"t(") = 6 & k= 1) V o(c,k),

пусть Ф(сrrk) = Jg JI Ol(a,krz,I) , тогда

Зс Оr(сД,z,1) ._ IЛР Y.. (P.,,c,E,z,O),
Pi;x,y,zr1

Y r(Pl,x,k,y,z) + оl(х,ts,у, z) V вr(х,k,l, ч+1)

fде

,

гдс

пусть р(п)
ска бg , дС

Ра ;а,k, у
r( cl,k) = tBP Y. (э" ,cr,k,o) ,

y.(p.,:,K,v);
,

= р - п-е простос qисло,

= а. ... . D . По лемrrс 6

g1 (эr,х,в,z,о)v э.(х,k, zd) .
Pr ;x,k,z.I

]Л(с) - длина спи-

р(в), lд(а),,

tl 
g _ до+Iлlр_опr*.НL. поото..). в Форхуле ta rrx r.rol*Ho

за}iенитD на cooTвeтcTвyEqlie определенил. Получиr. Оорфулу i,
gкaиaалентфуDrl принtдлеr(arчaо классу

t(d=t.- Iп(B) F LBp 7 (д,с,t)
т;:,у

TaKrrr,r образоrr, t - \+IiЕРопссдсrrrrrа. Пусть f 3 В о В -

Е -ооределиrrsi, aсоду опредепенна, действительная Фунхчи' lа(ая,
что

f(x) = у ._ шr(п) ь Зz o(x,y,z) + l(:,y).
Посrроиra оператор, наи!Еньltая }iеподlижная точка котоDого и будет

бl

Ао+IЛР . Тогаа



Ао + IЛР -определениеr. наtей Функции. 0пределиr,r

x(Q,x,y,lr) + [за (t(z)=n) & o(x,y,z)]V
VQ(х,у,п+1) = у(х,у,д) vQ(x,y,ad) .

Посtроиt{ \+IЛР -оооlrчлч, эк9иaаленlнур У . Перачй конъ-
Dнктив}*lй член Фор}rулl У (Х rуrП) Оиксирует структуру спи-
ска !.

Из олределения стандартной спхGочяой надGтройки qледует

представиность лбого эленента нaдстройки в виде т€рка от эле-
rleHToB r.одqпи R По Д определяотсi k€ Ш и Ртерм
тахие, что

Y(х,у д)." 3zr... Зz" P(r,y,Ф (zr r...,z.)),
rде z7r...)zt - пере еннче над В . В обrцеrr irде Оорвула

Р ивеет вид:

p(x,y,q(zr ... zL)) = QFrO tr(z, ... z*,x,y)...
... СriО t^(1,1_r,r, у)v({,{,r,ч),

где Q- кваято9 3 "л. V ; о - энак € или Е .

Индукцией по слщносtи теDна t.l и мине кaанто9ной при-

стаоки перейдеи * i( 7" r:crY) такой, что

(1) Эz, ... J zL Р(х,у,о(7.)) .-
н Jz.... Jz. Т({,:,ч);

(2) дпина каанторной прrставки ра!на фу,n.

индукци, пDоводится по паре ( п,п) , rде Д - clroxHocTb

iepria, Д - длина квафторной п9иставки.

Случа* ( О,О) очевиден.

пеоеход (пrв) э (п4l,щ):

а) р + 3зrе t.r (7.,x,l)n(frrxt,I,y).

Случай !. tr = colrs(tl ,t|), тогаа

i' + ilxrctrl ( 7.,х,т)т( 7",xr,x,y)vn( 1, t i( . .. ),х, у) .
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случай 2. t.=tl(talr( conB(t],{+1), .я. " tr1 on._

рациi СOпв не входит, тоrда

il ; llxre t; (ti(l,x,y))n({,xr,x,r) .

Случай 3. tr=tl(heaa( оодв( t: ,t;+ 
l ) ,.о. " tr' опе-

раqи, сопý не gходит, тогда

Т; Jхrе tii (tI+ 1(7t, х, у) )т1( 7.,хr,х,у) .

Случаи с оrраничефнчил хвантораi.и :lX., Е t.r, YX' Е t., ,

Y х1€ t1 расснатривфтс, аналогrчно.

Из своrlстэ операций cong, tailrtteaa и }rндукционного

предполоtения следует Bog|lot|lнocTb посtроaния Фориулu i , оО-

ладашей с.ойсrэами (l), (2).

Пеоехоа ( п,п ) + (1;п+1) :

р; Jrr€ cons(nll,z.) n(7*,xr,x,y) ,

в этоr. случаG Т= n(7trZr,X,Y) .

llлина к9анторной пристаaки в Форrrуле ! BcHbrue или раaна

п . По l.нд/кционнону предпоrrоrенио следует !о9лiопностý пост -
роени, форвуr}l, обладаOцей свойстваки (l), (2). Ит€к, построи-

ли Форвулу

лентнуп Y
n[ z} ,х, у.l бе3 ограниченнух кaанторов, эквива-

используя свойсtэа списо,alýх операций,легко дока9ать, что
и}вукцией по количGсlву .хоrдевий СОПЗ ,taJ.l, head. rrопно пе-

рейrи к эквивалентной Фор}rуле, их не содержаlей.

Получиr. Форrулу О( 7" ,х, r)
lz, ... lз* о(7r,х,у).-

где О

._ JZr ...
записана в Teprir4нax тео9rи

1z}
тh(п

Р(х,у,Ф( ,Е)),
) r Т. €.

вW = ч(...) ов Е ]r{... 1z, а\t,ч,z, )
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Легко показать, что ]7,. Ф представиtlа в виде lu.r...
... JZK А(7*rХrtr) , где А - полиноttиальное отноlление, т.е.

р(7r,х,у)булева комбинация отношений вида

линоFr с целы!|и коэ(фициентаr.,iи.

rГД€ Р - по_

Индукцией по мине кванторной приставки эли}lинируем кван-

торы.

вит в соответствие полино1.1иальное отношение

Напоr.rниlr определения и свойства иэ статьи [8].
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Действительнозначная Функция f(xn. . .хо)

эФФективна, если с)дlествует приl.tитивно-рекурсивная процедура,

которая ка,ilдо}lу полинолtиальноllу отнощенио А(у, ..t ) ста-
!

't"Jп

t1.
в(х

t1... t!) такое, что A(f(f ),Е.) .. В(l rЕr)
3АttЕЧАНИЕ. Так как полино1lиальнuе отнодения 1.1огут бчть пе-

peHyltepoвaHu естественны1.1 способо}t, то понятно, что имеется в

виду под при}.tитивно-рекурсивной процедуроЙ. ИндукциеЙ по числу

Tep..oв в полино},tиальноц отноlлении легко показатьrчто f(x)
эФфективна, если суцествует приl.,|итивно_рекурсивная Функцияrста-

вяцая в соответствие ках(дому d полино}lиальное отноцrение

А(d,хrl' ) -. Л = BgB(cofd*...+ о6).

0пРЦЕлЕниЕ 8. Пусть р(х) - полиноl.l. ГраФом для р(х)
назовел. n-Ky tr(... (to такуо, что в кахдоrl из интервалов

(-ortr) , (taltдjr), (to,о) 
.пол""о,.l ^1онотонен.Датой 

гра-

Фа назове}i совокупность tх-ки ( t., ... to) с Функция!tи

BgB p(t.),1si <n; Bgn p(tr-1), Е8п э(tп+1) .

Пустi р(х) = "ot' +. .. + ао .
ТЕOРЕМА Дп . Найdупся эффеrпuвнае фgнкцuu оп

&о r..., 8а, коmорdе сосmавля|оп Оаmу ерафа, п.е. ?А
эффекmuвнпх функцuй t.(a), ýgп p(tl(a)), tr(a)<...
...< t,-r(a) - ераф Оля р.

ТЕОРЕША В . НайОепся It +t эфФекmuвнаt функцuй оп
ао ...ап: К(а}, Еr(а)(, ... < Ео(а) паrcце, чmо €1 ,. . .

. . ., Ев(а) - 
'СОРНU 

ЛНОеОЧЛеНа Р.
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ДО(АЗДТЕЛЬСТВ0 проводия индукцией по Ц .

слу,.ай ц = о очевиден.

Переход Д-1 +Д .
Д. . КоэФоициентu полиноrrа Рr(Х) эФФехlи9н9х Функций

о, ао ... ао. Ъ Bo_t найд},тся €r...Е"_' -корни, тог-
да B6D( Er) , в8а э(Еr-1) ,вва p(En_r-1) - Йсктиэнuе Функ-

ции и вйеGте " бr . {_.t составляот дату граФа для р (из

свойства производной полиноr.а).

Во . По \ найдется грао tl< .. .( to_r из эOrDек-

тивнчх Фуфкций. Экзаиснуя в8д э(t1) l 98tl p(tn_1) ,

вgд р(ч_r+1), определяеir чисJю корней.

на кirдом интерваrrе (-<l,tr), (t,, taa., ), (t r_1 l +О ) -
не более одного корня или какой-то ta-KopeHb. Пусть ( - ко-

DeHb и ta< Е a tлa, . По заrечаниD (ся.с. 64 ) ý эФФек-

,"""", ."i" для л,обЪiо q(x) = Со*+...+С.; В8Д q(a) эФ-

qвктивна от с-,, Е_ Всли ёЭg(q) >dаВ(р) , то р8сс*отриt

ý- о"rаrо* оr'о.rr'."r" q(x) = 1(х)р(х) + i(х), так как

ý[g) = q(g)и такое, что dеg fr < dе5 р.
По индукционноraу прсдполоr!снио суцесrву!т эФОс|(тивнuе

функции Цr(...< ua , образуqllие граФ для { . По*"*е", .rо
возл.оIно эФФективно определять Цr) Е или u, = Е Это

и буде, означать эiDФектиэность ВsП q(E). РассI.iотриri случаи:

(|) в ltrrtr+r] неr чJ ;

<zl э ltr,tr+r] только uс ... uс+l .

Тбц как Цrltlrtl4t - зФФGкtиэнuе Функцrи, то g (t) эФФек-

ти9но определяется позиция | относительно Ц. из поэиций

tlrtr*' относительно rrl ; в (2), noo".o"" '"gД Р(uс)...
... вgв(р(чd}I)),эвэ ý(t.), вВ P(tr+r), опреАелив

>Е или

Итак,

п ч
в

t
Ао'

,
в

докаэанu.
гa

Ислользуя эти теоре!ъl, устаяовин справемивость теооемч

тарскоrо.
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ТЕOРЕМ (ТaDскоrоr. Паспь Л - полчходuальное оп-
цоценче, поеdа с полоцьа прчдuпчвхо-реtурсuвхоt про-

цеdурd лоrчо поспроuпь В(х, ...
3 х' д(-, ... -о) ._B(r, ... -о)

х ) пахое, чпоt

ДША3АТЕЛЬСТВ0. Досlаточю ycтa}loвlтb справеяливость тео-
pcr*r ллл А * (Эr>О О... О pn> Q) . По теооене Во

эФоективнrе oy"Ku", t](xr... *о), f!(x"... xn)

файдутся

, яlляр-

циеся корняiiи полинонов Р

Bвeдerr бо3начсния:
l"'Р.

l.(x1 с чз ; fr(a = ,:(Я) v...vft(' = fl(x-);

Jl!(rJ€Uf,P ; [f .(i)= t:(t] v ...v f r(fl =

= з!(-1) в э(з.(fl);

Vt.(x)c ufP(rt(a) r р(f;(f)) & ... & э(ti(fl);
тоrда иэ предr.дуц.х тсорек следует эквивалентюсrь

д.+3f .,(-1е uf Jr.(xle uf Yfr€tЛ (fr(xJ#.l(a &

& fr(i) l э"{f))- rr(a ч fr(l)vl.(r-) :

: f,(=) - (Ё,r.(+) . 
")

aсе

И9 олDеделе}*r, эоФекtria|tlх Фlrнiций файдетс, полl.ноl.иаль -
хо€ отноUсвaй В 'aiос,чlо З:., l(х' . . .:.).-,В(-. .. .хо).

ll}цукчrей по длине кaахtорфой п9истаtкr элиr.хнr9уеra

K!aHTopol.

BepХcxcl к оatредaлснrD

х(Qд,уд) 9 
'(t,у,п)VQ(r,зr,в+1) 

.
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Оо9}rулу { заненяеrr на экви3аленtнуa бескванторнур Оо9нулу

В(х,уrд) , записаннур э Tepxr.Hax Еh(R) Тогда ".ее",
2g( q,r ,y,n)._,B(x ,у,D) V Q(r, у,п+1) Е 11q,x,y,n);

f(=) = у._Ш(в) ts 1Ep l (q,x,y,1),
Qixry, z

т. е. f - Ао+ IЛР-опреАелиrrа.
Иlак, i+l получил. некоторуФ иерархиD классов Функqrй, au-

деляе uх при ра9личнuх подходах к абстраl(тной вuчислиr.ости . Ра-

бота в данно|.l фаправJlениra пJrодолrается.

Двтор блaгодарен С. С. Гонча9ову, 0. В.Кудrноgу, А. С. ltopoзo-

ву, С.С.Старченко за coaeru, оказаЕlлиеся чрезвýчайно лоле9нuйи.
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