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АксишАт}lзАциrl вшчислЕнип с oрмуru}lи и кOнтинууш-гипOтЕзА

УДК 5|7. Il:5l8.5

в.А. гано!

тсi ! Д(Р) . 8 ý2 описr|вается сисrена

расс}.атрirвается новое излоrсние следуu{его извесlноrо

факта о конrинууt -aипотезеi при подходяце' эь.6оре оракула l,,io,r-

но пост]юить r.ацlинно-оракульнуо .{одель анализа, в которой вы-

полняется естесraсннuй aариант кофтинуум- гипотеЕч . В Il] этот

Факт бцл доказан с использованией ,ак назuваейuх сильно оунди-

рованнUх оракулов. В данхоЙ работе сильная Фундирlованность за-
rrеняется специальньl}r уqловией ра9лоIlилlости оракула, ввеАеrlньlв

9 [2J. Причеll изэестен пример оракула, разлоl(иl{огоr но не яв -
ляццегося сильно Фундированнurr []]. Крюме того, в [1.1 проиэво-

дится непосредст9енное построение указанной модели анализа, но

интереснее було бц вuвести континууй-гипоте9у из подходяцей си-
qтейы аксиоi4, опис!.ваlолей естественнgе требования ( оракулу.

именно такой подход рассi,.атриэается в данной раьте. В качест-

ае искойоi сисrеliu Д(!') берется систеиа, описанная в iЦ],
к котороЙ добавлена аксиоl.rа о разлоliиl{ости оракула F

Для удобства чтения э ýl ФорнулируФтся необходийUе сэеде-

ния обцеЙ теории вьaчислениЙ с оракулани, доl(азательсrва (ото-

pux леrко gоспроиз

л(в) , в ý3 излаlается осно9ной результат. длi некоторьlх ут-
вер'lдений приведенн полнuе дока3аrельсlва с илrllострати9ной

цельо, чтобtl читатсль видел, что соответствуоцие пострсения

действительно loоФ.ализуе.lu " д(F)
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ýl. 8шa{слсни, с орaкуло..

н{йнa с ора(улоa. - эrо обUчхая r{ина тDD9.rнrа, снабrGн-
на, спецr8лOнн !ходоra мл обtенr, с ооакулоrrи ! п9ограl.t.rу

коtороЙ a3едеlfl спеqиалrнJа спgашиза|оlцaе ко}rarндя. 0рак)/л -
п9оr!вопOнaа числовая Функцr, l (aоофе го!ор,, неэучисли -
rai ll не aсDд!, олределеннrя), хотоDаЕ ставится на указаннUй

вход r{иHl. Воп9осr - проиаэолýllt.a числа, KoToDUe arчислiотс,

данной }.а]иной, a orlCTt нa них - соотaетстауцш,r€ и|. эначaния

ооакула. Еслrr rý,lнa, соедtфеннaл с орaкуло}r 
', 

ввчислила

некотос..й aопрос t , а аначсttlе оракула !(8) нG опрсАелс-

но, то и реаультат работш этой малинt счиtаеrся неопределен -
|flrr. - гоaорiт, чtо наltина с ора(улол. l застряла на эопросе

I.
Сraхдарtнaп образо.i !юдrтся гёдёлевская ну!lсрация riа]иф

с оракуло,.r. З"пrс. (zf(x) обоэначаст Функцио от t, э9-
r.хслив!rо ф8 rralrrнe с гё'А€лg!с(иri Horre9ox Z и соединеннуa с

о9aкулоr. 
'. 

TaKJno Функцхо будеaa на9вэать. Е-аrrчислиlrой, а

! - l-ноrсрон эrой Функции. пр€дполsrается так!{е, что заФaiк-

сrrрозана rёhелсэскаi нуr.ерация кортеrеЙ натуральнrх чисел,

(I1 ,а2,...r1) обоз"ачает rёАелевский фоrrер KopTela (r,
ri,...Дi) . Гёделе!ский но"ео парr (Zr-) , сосrавл€ннt й

1,1з но..ера r.aluинt З Е еа t9rуiанrа : , на39aаетс, инициалD ,
юй IаUrной. Вураrенис ( z
Hyl сосдихсннуD с ор€куло.. l

обозначает инициальнур }aацlи-

. Пусть В(!) - rrю*есrво

инrqиальнlх rвшин, (oтopue оGтaн8lrtиваотся при работс с о9аку -

ло" 
' 

; ý'(l) - rношесraо и}riцхал}нUх l.аl|ин, не аастре!ашtlх

B'(l) - 
'.'o'fiecT.o

'-!Uчrслrщlх 
Функ -

с l ; бЕ - областr оп9еделениi г;
l -Hocrcoor acolly опDсд€леннIх одноrrrэст|.llх

цrй.
опрцЕлЕниЕ l. нqесr.о Ц назrrэется l-рэзрсtrrrчм,ес-

,r. еrо хаDактер'GтхчеGка, Ф)rнкци, l-rrчислива. HнolrccTlo Ш
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наglrвается tr-перечисл,lйu}i, если оно являl!тся областьо опре -
деления }вgчислиraой Фуфкции, при этоra tr-Ho|.rep этой Функ-

ции наgчваетсi 8-иrцексом Ш .

дналоrично опрсделяDтся В-разрещинuе и l-перечисли -
rце предикатu.

тЕOРЕм !. Для л,обоео оракула l : а) tсласс tr-раз-
рецuлdrлноrеспвзадкнуп опцосцпельно операццй
обоеоuненuя, пересеченuя, разхоспu u ёеtарпооа про-
uзвеОенuя; 6) хласс Е-разреuuлаz преёuкапов зацк -
нчп опносuпельнё лоеuческuа операццй tонорнtцчц, Оuз,D-

\онкцuu, члплuкацuu u опрuцацuя ! Bl класс Е-оdчuс -
лuца, Фуцrцuй Ъаакнуп опхосuпельпо операцuu поOспа -
xoBKu; е) tласс l -перечцслuлаr !4хоrеспв эаr4кц!п
опносuпелDно операццц пересеценuя! а) В(l) не яв-
ляепся Е-разреuцллл.

ДO(AЗАТЕЛЬСТВo совпадает с соотэстстэушини рассуlдениrri..

теории алгоритцов [5].
Мя заriкнутости yKa8aнHux Krlaccoв ra}юпестg и предикатов

отl.|оситель}lо опеDаqий проектировани, вводятсi след!/шlие поня -
тия регулiрноGти и слабой Фу}цированности оракула.

0ПРЦШЕНИЕ 2. 0ракул l наguваетсr регулярнuм, €сrlи су-

чест9ует i-вrчислииая Функция v(xry) , дл, которой спрa-

.едливо cooTнoDeн"c; (х,у) ПВ(Г)l l -ч(хrу) определ€но и

принадл.rит (х,у} П В(r)
тЕOрЕш 2. Еслu орахул N рвеулярнай, по суцесп-

вуеп t-вачuслuаая фувкцuя у (назаваеаая селеrсmор-

,.ойr, копорая по 
'-uflOехсч ' 

пепgспоео Е-перечч-
слчцоео л8оrеспва dаеп некопорufr элеленп p(z) эrо-
ео цхохвспва.

0пираrсl на эту Taopcr.y, ,Егко дока9ать, что для р€гllлrр-

юго оракула l класс 8-переrrислиr.gх r.HqrCCTa 85raкфут от -
1.1осиrельно оперэций объзлrrнекr' и п9оектироваяиr.
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Пусть IT = {0, 7 ,2r. .. } и It обозначает !tножество гёЪе -
левских Holiepoв числовь.х кортежей, и если U =( Tr ,... F ) ,

то ll . п=(хr r]..rХаrП), nar=(mrxt, ... 
"Хп) .Непустое

мно}кество Т g ![ наэuвается дерево}r, если вцполнено условие:
(xr r...#rr)€ тф(Vt<п) (хl r... Ё.)е т . элементы

Т называDтся верчrинаl.tи дерева, пустой кортеr( ( ) всегда

принадлеrкат дереву и называется начальной вецllиной. flepeBorpaB-
ное {uC Ш | n*r€ т}, если ( П) С т , называется Ш-й

ветвьо дерева Т . Пусть для кахдой всюду определенной функl{ии

сt вида N-оIý Е(п) обозначает (с(О), с(1}...
..., с (П-1)) . flepeBo т иltеет обрыв цепей, если ( Va)
(З п)Е(п)? т . Каждоr.rу дереву т с обрнвом цепей ставит-

ся в соответствие счетный ордп"ал 0(Т) (называемый высотой

дерева т ), так что

о(t( )} = о о(т)= ýцр о("") l (п)е т },
здесь тt! обоэнаttает Ц-о ветвь дерева т

Дерево Т называется 8-вычисли1.1ul.t, если его характе -
ристическая Функция F-вычислима, при этоlrt E-Hor.,rep этоЙ

Функции называется Е-номером дерева Т
Введем обозначения: D(E) - ""о*""r"о 8-номеров

8-вычислимнх деревьевi az, F-вычислирlое дерево с Е-но-
r,iepoм z Z Ь(zrЦ) - рекурсивная Функция, равная F-номеру

Ц -й ветви дерева Toi Т(Г) - множество F-номеров 8-вы -

числиr.rых деревьев с обрывоl"t цепей. flля кахдого Z€ Т(Е) :

lzl = o(Tz) , *ро"" того, |tr(F)l= sчр t|"l/ z€ т(8)},
и если z iT(B) , то lu l = lT(E) l .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. 0ракул Г называется слабо ФундированнншrJt,

если ,.ножество Т (r) F-перечислимо.

ТЕOРЕМА 3. Для ре2улярноео слабо фунduрованноzо
,.rрахулr; В : а) класс В-разречluлаt преduкаmов эалrс-
нуrп оппосllmелоно операцuй навешuванl,tя кванmоров;

1зв



'r' D пе цохеп бuпь вс,rОg опреОеленной фуцхцuей!
в| лнааеспва ff(г) , в'(г), о(r) Е -перечuслчllа.

опРЦЕлЕниЕ q. оракул ! назчэается раэл(жиllд|п no Т(Е) ,

если суцествует оператор, которчй каlдо!.у 
'€ 

Е(r) ста.ит
в соответствие граФ{к Еz некоторой Фунхции т8х, iTo вuпол -
няDтс, следуццие условия |

')"=о.Н(")"о'
2) lYzr,B"e т(г)) ( lzr ls lza l + lors !о.) i

') 
мя Jтбого а€ Т

рещи}iuй равночерфо по z .

ЛЕ!tМ l. Дсr! ре2алярlluй слабо Фgнёuроааннdй ора-
rул l разлоruч zо Т(Е) ,по ёла люёо?о zе В'(Г)
сgцеспеgеп : из Т(Е) паtой, чпо z[r] - z
еёе 1, - ф!нкцuu чз опреёеленuя 4 u запuсь 2

обозцачаеп соопнощепuе: ( Vt) (Er(t)

(r) граqик Dо является r-раз -

].

Hz

= {z) t).
дOкА3АтЕлЬств0. Пусть l удрэлет.орiет условир и от про-

тивного, с)щест!ует Zoe В'(Г) ,акой, чrо дr|я лобоrо

l € Т(Г) }lашина !о на HeKoTopori аргухентс с оракулов r
аtчисляет эопрос У , не првнадле|аl.rй 6r: . Каlдову

i€ бD соответствует сл€дlrпlее непустое M|.ptxecrlo (' С

е Т(Г) / уе 6}}, По тgорG}.r€ 3 это внопеGтю i-перечr.rсли-
rio DaвHoriepнo по fr,l с nolrotbo r
которuй элейент Ъ . Пусть Ф

ФункциD, отображацуD 
'. Ъ

виl. в видq

1= ((:.y)/(lt,y.) [yt - вопрос ( zo,t)1 д
' 

n r*l"rl(r)= vJ}.

из н€rо ,aolнo Btбpaтb нс-

обознач8е, !-вuчисruнуо
. Тогда гр!Оик tr предста -

l39
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flействительно, из пG99ого условия ра9лоlи|,юсти l следует, что

Г (х) = y._.(]ze Т(Г)) rо(х) = у . для , , указанного в

правой части этого соотнощениi, и для вýlбранного zo суцест-
вует вопрос Yl rlацrинu Zo TaKoJl, что Yl? 6!о . Дл, 9rо-
го yl вuполняется нерав.нстэо lZl < lФ(У')|,п"."пу
второrо условил разлdиriост, Гn4"r1(:) = 1r .0братное оче -
видно.

По теореме 3 и9 треlьего усrlовrя 'разrtо|lиi.ости В следу-

ет F_раэречимость (t), что невозйопно. Ленйа дока3ана.
Заиети}i тепеDь, что qля ка*дого Е€ Т(r) иножество

{ХС Т(Г),/ zlГ]- z[!r1 ) хепустое .' Е -перечислиlчое, его

Е-индекс находитGя равноцерно по Z . В силу регулярности Е
суцествует Е-вччиGлимая Функция, которая по z эчбирает не-

которýй элеraеят Iz этого подмношества.

лЫАЛ 2. Еслц рееулярнаli с,ldбо фунduроваццай ора-
tул 8 разлолuл,ra Т(Е) , по счцеспваеп 8-вацuс -
лuлая фgнкцuя h(t rz) пакая, чпо Оля лlобul

у € в'(Е), z€ т(Е)
h(y,z) =

7, еслц у€ т(р), lyl = l8l;
0-впропuвнодслучае.

ДOКДЗДТЕЛЬСТ80. С по}rоqьD тaоре!в о неподlrfной точке

строится рекурсивная Функция a такая, что для ,шбtх у €

€В'(r). r€ т(8): {с(r)}Г(у) = 1, если у€ D(l) й

(vn) ({у}8(Ф)=1- (зц) ((аf((п)) =

= 1л(.(ъ(z,п))}l(ъ(у,д)) = t)),
" 1эlz)f(у) = О-о осlальнuх Gлучаrх.

Так как уr9€ ВС(Р), то по ,eope,ie 3 предrд!цсе соот-

ношенrе !-разрешиио , {B(z))E(y) олрсделено. ОGт.лось

лроверить, .rо 1Blz)}E(y)= b(yrz). Это легко оGлесталя -
ется с пояо!lьр иlцукции по [Z | . Ле.,i;.lа доказана.
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ý2. G;cTorr ДФ)
лrrк crrcтш д(!) зсть ,ar.( orElGнraп{ol aDra,iaTrrx с

Ёarлзнflr к |larry lвпffarroнaJr|J.. Gr,aonoi о9lrулr l rr r.д6-
Jв{xof, пDa&tlrоП lol€Taнrd О l Dолr rcrcоой булет обrrcrrз-
|.a |rda. пD.r ,"ох r oafllf. rroш1 aopr.ym.. ао6aaлraтс, aсa-

г(t) = r. Ъ l - пaЕUl,{arнtЕ

пэ9G|;rФв rr}. lФilcтaнlu. lhпraatшararcr, чlо nDGд|GTtJa пa-

Daraш$ п,Ебзг-т HaтyparlDнra рrд; artaтxlaaclcaa опэDara]*l.оr-

]];,-]тaтrirтlтa/тггI"I"тт:тттт:г]I

aaэ crclcE r(Г) .Поrо.,уr Д(l)

с орtfiулоr.. urт - GФтfaтGтrэ .о ,о.срa
) ,(Yr ,...

aiaT Gaot очaatдld GrGл. a
сrrцrол 

' 
]rнтaDll!Етaяуэтс, кar нaкотооa, чacтraчia, чllcлоal,

сDпfiцr.
|laaзGтllо, чtо acrшaa рGку9clials oTllOGl , alDaаr.J a ,|I-

хa lлэrcнтaр{ой a9r.Фrэт.lс., |(otoЁafi пол{остrD сqдс!цttтG, a ,lU-
}рalrU. напDalrGр i Gпa-

tч/Oиз oтHoalrrr llu - гаhaлэrскra Holcp l Gлоaого козlтсш'|.
l|' - rgпзлaacшrl iо.aр ..lrrц с o9aцlrto.d|, l|il .aý 

' 
шa..G-

пlлa Haкo?ood rопрос|i. Далсс. Фrстr ' 
- .iiaцraлlнa, ial.H!

т( Y),

(-r 
'. 

..
oT|loшlзC

t TeKTor

,а !
! ,t rtl,

J.)
оtнaчцзa, что r|I.Ha ! pбoTaG,

аr,... Fa r. ,хпучaст нa Hrlx oTaCTI ylr...rya соотattсt -
rcrrro.ЭTo оrlФrG}оlз ,amзtсi рG(!rрGиa| i и нa llarlcrrт ни от кa-

(oro орrхулa. Есл}l |G a ооrcaн.lой !дэGь сrtlуaqrи н!пно скatatrr
чtо 8 pa6oTaGT с орaкуло.. l. то к oTlкtaнx! Е(grtrurv)

rl осlaфtaпaaaтсr. l пшlсссa онa шiaacлraт aопсосI

i(x.) = yt л ... пi(хr) . у. .

тоrда, н!прr|Gр, tпaaрпдс{rlс l'rýrнH! ! с о9акlrлоl ! оста-
HalпtlaeTcl|l }9atrai.o 0оо}rулоl:

(Зч r fi) (д(з,t,ч,ч)п (vl stЛ(d)Е((ч). . (ч).) ,

(u)a - t-" кооDдlнaт! кортGпa G }ro,.a9o+r u,
l(ортсr! u . Ко.€ч}.о, стa Фосцlлa нс ,tлtетс,

| 1.1
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iзьrха А(F) , ю он! Gостаэпaфа иЕ отнq|Gнrй, котоDчa ltlol{Ho

аUра8ить в этоra яtIке, по9то}iу ука8анное утaaрlдение Еuразиlrо

в Д(Е) . Анirлогично показg.аетсt, чtо r.хо|*сGтва В(S) ,

ý(Г) , в'(г) , D(F) TiKre вrрази'ч . д(Е) (даже, если

|tl не знаем, что обо9фачaет сиraaол с ). иначэ обстоrт дело с
r.ноцеством Е(!) , та* (ак э еrо опреа€лснrrr оигур.rрует ус-
ловrrе обЁaва цепей, обччно описuЕаеriо€ с поa,Еqьр Функциональ -
|+.х кванторо!. По это.l причияa " rвч* с"сте,- Д(Е) aaедена

константа О , которая будст интерпретиDо!аться как ноaaр raa-

llrl}ý, F-перечисляоlей rrфоlеgтво Т(Е) . Тогда, 
"априriср, 

от-
rощенйе "Ве Т(r)П Buparraeтcr в А(Е) Форr,lуло.i,описgв.р-

цей отноцение "(a,Z)C В(F)П . Та*"" обра9ой, ааран€е пред-

полагается, что будут рассr.атрrваться только такra интерпрета-

ции Gистеrtl Д(F) , " *отош, 
"rоп,естэо 

Т(F) F-персчис-
ли}iо, т.е. оракул l явлrеrся сл€6о ФундиЕlо!ан}Е}.r.

Аксиоr,.аrм сисtсrс, Д(Е) являФтся aсе ахсио^lu элеriентар-

ной ариопетrки (опrсuвапlие свойстэа ариФ.rэтичсских опaраций,

отношений и констант, вкJшчая ватематическуD иrцукцaф, распро-

страненнуо ,а все Фориулв l(F) ),аксио}.u исчисrrени, преди-

катов (опиGuваOlис обUчнu€ правила рассуtllдений ) и специаль}не

аксионч (характсрlзушие синволч D и С ), пеJ,ачиGленнuе

ниllс.

А|(сиоr.а одно3начности opaкyrl.l|

(г(-) = },^E(r) = z) фу = z.
дксиd|.а регулярности оракула i суц€ст!уе'

gункцип (с Fнor.epo}r Y ) тахая, что

l о- {чlЕ(:,у) определено и €{х,у} пв(Е) .

сл8бой

Е-цtчислимаl

1х,у} пв(Г) l
f, для лобого

z € D(P)

т"= (()} - (c,z)c в(r),
(vn)(b(z,n)€ о(r)-( с,ъ(z,п))ев(r))-( c,z)€ в(F) .
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кf:Е] пlо

(vзе о(г) ) [(то= (()}фр(z))л(чп)(ь(а,д)е п(r)-
+ р(Ь(z,п))) - p(z)J *(vу)К с,у)е в(r)- р(у)] ,
где Р - л!6а, ФоЁrула расс..аrрl!аGrФго я8чка.

суцсствует, рекурсивная

Функциr д(а) такая, что длr лобого зе т(г) ц(з) еGть

l -номер х!Dактср.rстической Функции граlDrка Пa н€коrорой

Функциll,так что !uполнЕ?ся: :

1)г= ч.r-i
зе!(Е) -

2) (vz.,,zre т(г))( 1z., ]s ]z. |-Ео., Е Еsа).

ясно, что a crcтG*a Д(!) lt,раsr"u поч?r aсе ввсдснннс

Евнее по}.птиr. Hanmrrcp, Gоотно]енrr z[Г]-z[Е-J, З€ В.(!х)
,

BIpal.DTc, черG8 оlноuение " 1z itlt) опрздзлеrю|', а эт.о

отноOlGlие rФйет Ф.ть олисaно сrЕдуцaй Фор}.улой l

Qч р,з) (T((z,t) я,ч,т)л
л(чrs ц(ч))(п(s)f(((ч)r,(т).)) = 1),

котораr вrразяrв r Д(!)
llo построениD а Jшбой пqдразуiaaае}.ой }rнтерпретaцrи сrс -

тсrо, Д(l) оракул tr ,влrетс, реr!,лrр}r.rr, слабо Фунд{ровён-

lflr lr ра8л и..r.. по Т(!) . Поото"у э l(!) до*азуеr- ьсе

предЕдуlиG ут!G9лtдaния, привеншцraе обuчЕlс логичсс,|оag срсдст-

!Ё (6a9 при!r!ечения трансФ.нитной ,нд!/кции). но конс?рукции,rс-

rюльаушие понrтис оDдиналаrтрaбуDт дополнrtельного обосно!а -

"r" э Д(Е) , ,6о a нGй доr rý расс1,1атшaаться лишr E-aol -
числrнre оDдиналr, tвrliпlиеся энсота!и Е-аоtчlслиr.цх дереaьеa.

построенrе Функции h(YrB) в пGрaой части дохаgательства
леr+U 2 ос!цествляrюсь бс! поr,{оlи трансФинитной индукцииrи по-
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tot tl oю оФцЁст.rю ] А(r) . тоrдr дu lйor y.aG т(r)
oTHcвHt, ly] Slll , lyl <lзl
отaaтсrtэнllо ooprrryлorr Ь(У.r) .! т

r д(r) Gо-
о О. Но 

"то-

(2)

h(g,у)
а. npr.rralrтD тaк оlr9qдGлalфta отнсэlt rrlilр убGдrirDсr. чtо r
Л(Е) pxrlyali .r actac?fa|l|s сaоЛстaa. шIpl!.aprrlorarк.i

(lу]s]зl v |зls|у|),
(]r|s lуlл lr| ý l! l) о pl ,s |з |,
( ]rl<lуlл|у| s |r|) + ]r] < ]r|,

нa с!,qccтat aт бэGiоiGч{оl послqлоalтarlrr|оG?r. лaDaaь-
.| T.Kol,что |З,, l> lЗ. l> lr, l>...

Чrо6a. nDorap|"r rlr. сaоaстшrлрстaточ{о Gнaчarla

с по.glьD .rндукцr.r. ]lo дэFэrrrrr слсдt п.a yTaaEдa.tlr:
(v-ст{г)){ r(r)}'(y) , t;t).crri ту, (()}.,о

zl cgr. (o(r)}t(y) = О ,,о (с(у)Г(:) = r;
Зl эсл, (о(:)}'(у) . о, ,о

(lа)((у}'((а))= 1 л tс(ь(у;д))}'(з) = t) .
гдa a - a),нкцr, r.l дохltaтзrlDстш лсlr 2. oGtaaлrai arо 9l-
тaтсrD a l.aч?сlaa упсaшrэнrr.

нa6хqдr.ra Darюalд.lоGtr п]ицartta TDorcarliт}.oй шlдукц].r, lG-
llолDlуa.tэ a фGlотоDiц Dacсtl!дзнrrrI.

лЕrlм 3. s л(r) доrхо обоснооапь слеоурlцuа прuх-
цuп tl |-иlrОуr4ии. Пуспо Э(О) - проuз€ольNал |rор-
лула из l(!) , То.Оа зслu dля лобоео rcT(D)
dаполцявпса:

,Tr Gaоlcтaa поraоrlrт шй dоGrrоauaaтD r Д(Г)

( ]:l = О -Р(з)),
(Vуст(г)) (lyl< lrl -э(у)) -р(з),

по э(з) оерr.а Оля всв, зе T(r) .

l.iб



лоu8ДТЩстВО. Пусть Р(r) - оорiул.
mGTDo.r.. ,Фrуо оорцrлу Q(r) tш Д(r)

GхGтэli

):
л(l) ,

Q(з) е.(э(r)л (Vye т(r)) (h(з,у)= о оэ(у))).
T.!I.PD ltllсTr ulortнra"G, (2), поrшэl. что дm aсar a

,r T(t) ш!оlЁr.lс, оос.lул. q(r) , ..H.|.tlrr.. Р(!)
Сн.чrr!. лоrспэ}r, что эсr}. вrrrG S(r) l ltll=|r| lio
Q(з) ]rз..т q(зl) .

r Q(З) ..cтxrоо,

n|a

ДGaст.rт.лDlrо. nycтr lзl l s ll ]
тоrвa ].а поGJ|сднarо GrlсдуGт, что дl, D -

Ьrо У€ Т(r): Р1 < lЗ' l * Р(у} t сlлу (z) это ]!.ч.т
Р (rt) . . .H.rrT,, q(зl)

Дaлaa. докaхтaлDсraо ..Gполlrt aт ,ндуц.lо по лtDзa}яr. Ес-

=t( )} , тоr. сло/ (2).q(S) agрrrrrзтi]r. Прэдltо-

,mira, что

rarr dз) . дл, отоlо aocпoJrblyG!.G, tlc;эDrGrr (2). Пустr

< lЗ] . Тогд. Gогл.сю [Iqт]IiтдЕ]тr_ггЕ
]yl s lЪ (з,д) ЬЪ

z нaпо a схлу пrqлIлуtlз-

(VдХЪ(rд)е п(d + Q(Ь(g.д)) ,TpG6!lэTc, до(.-

у€ т(r) ,i lyl
,rrr. сtцэстrtвт ( € Т_ тalФa, что

.П)r r.p.,o, r 
"r

го ут.эDlдGir., слзлузт Q(y) . что .лGч.т Р(У) .Т.оr,, оО-

e.nor, ( V ус T(r)) ( lyl < ]z l - Э(у)).rr (2) grедуст,

ý3. Gобlэ.rrо-rcнGтр!,ктrralt.l Ko.fir.Ht !,;

пуGrl aaaarlcrpoaaHr rёhзrrэrскrr нуraaDaцr aGGх pal$aorrlrtD-

lt|a ýrсaл. пFrчala кfiдрa фaтlrрarlDнос ,arcло ll ,aлraтq, |ýaG-

чtо Р(з) , а rHe,rrT.l Q(з) rсDш. Jbra

por. нalФто9опо рaцllонrлrноiо чrcлa ! . тогдa rйa,a

эсr}. Tll(ar послqдсaaтaлriосll сrqдlrтGr, то aун(цlli (l

racтфa, rclдy оllDaлолGЁнa, l)t Hmal, aa о|tрGдamaт 6aсюнaчtlr,a

1tocr|aao..TзrtrlrocTl D]l..о}.altrlrх *a- 
'rlо 1, "r( l). 

. . . 
^

aarpc?aэHa{oa .r.qло, paaloc ЦД !c(r) , вdсст'Gнllоз ч],сl!о

п traa
Has.aaTc, }rrчlслrшr, Gслх G!,tэGlaуaт а€ В )

Tal(oa, что
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Мц) (Jt ) (vt',tn: t ) ( la(t.)_a(tn) l < 2т)
, 9=Цц a(t) , rдс a(t) обозначает рациональrкrе чиGло

}E(t) . Hor.rcp м ri}ý а фа9чЕает-
i{

,o"*n а {qf

с гёhелевски" rroлrepor. (а
ся кодоll р . Пусть Г - инопество всех Е-вrrчисликuх ве-
цественнUХ *""* " f - raнorecтlro их ходов. Г назrrвастся
обобценно-констрУктиaнв}t континууйо}i, а егО Элеr.Gнтс будеli на-
9чвать точкани Г . КоФ а, Ь qдной rr той Ie ,очки счита -
отс't эквивалентнUяи, обо!начение: е -Ь . Обобqсн}ю-конст-
9уктивнllе Функции и r.Ho|fiecT ва a Г оrtреде,ляоrcя следупrl}r}r
обрааон. Будеrr говорить' что r.а]ина q задасТ Р-КОнструх-
,ивнуо оункчиD, если

ý.€ fr )({sr(а) опредслею - (qP(a)€ r ).
(Ya,be i ) ({ФЕ(а),(qР(ь) определену и

а -ь o{s}E(") -{q}r(b)).
Эти усr|овиt ест€ствсн|+ll. обра3о}r опредGлrот ФункциD на точках
Г . второс ycrDoвrre оgначает, чrо нацlнa (l кош одной и той

rе точк, лереaодит в кодч такr.е qдной точки. Поiто}t!. ссли q
9адает Е-kонструктиэнуэ Функцио f , то отноrcние " f оп-

ред€лёна а точr<g сl| означаgт, что для некоторого кода а
(а) o,ro.a.n .o.

Пусть IЕГ и I - мноrсстaо aсех кодо! точех иg Ш.

Буден гоэор..rть, что х - г- хонGтруктиrно! r.ной(Gство, Gс,ли

сго хaракrе9истическ€я Фунхци, }конструктиэна.
ТеЕ саlф$. определена некотора, l.одель ,!tKa классичсско-

го анали8а. Ясно, что ..еден}uе понrти, эuра!и}lч в Д(Г).
0пределии канонические кодц точск Г. Пустr z €Г,по
л€мr.е l,суцествует Х€ Т(Г) , для коrорого Z[Г]- Z[Гr],
и такой Х !юх(но вUчiaсrить с пo!.tollbD В по Е ; болaе то-

го, этот х ,aol.Ho Фбратr Trx, что для л!бой вепltинч
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(з)сЕ не вýполняется соотношение z[B] - о[Въ(оrо)].
oбоgначиl,t выбранныЙ такиr,l образоtl х через Zz , и пусть

Cu= {zt е в.(r=о)/ z'[F] - z[Г]}.

В силу раэлохtиl.tости ý это ltнox(ecтBo является В-разрешикuм,

и, следовательно, с помшlьrо F из него MolKHo внбрать элемент

2l ,У КОТорого соответствупциЙ элемент Zzl имеет наимень-.

чtий ранг |Xzt l (последнее записчвается следуоцей Формулой:
(V_y) (уС Со* lx41 S lx"l) , npn""" эта Форttула вь.рази,.iа в

Д(r) и определяет B -pb"p"rn"o" отношение). Если таких
zl несколько, то берется наи}4еньшее из них.выбранное цl
на9ывается каноническиl.t кодо..l и обозначаеr"" C(Z) . Построен-

ная функция Z-C(Z) является F-вычислиr,rой и удовлетворя-

ет условия!t:

1) (Vz) (zc fr* c(z) определено и o(z)-z)i

2) (Vzq,zzc i) (u 1-z2 +c(z.,) = c(z")).

}

Действительно, пусть ZlrZ2< t n 21 n Z2 . Им со-

ответств)шт xlrXa€ tr(F) такие, что z11"-r] -z.[\.J .

пустьrдлlя определенности, |хо l s lx. t . Тогаа в силу разло -

жииости 
"=.. = "-. 

n поэтоltiу B'(F=,,)g В'(Fх2) . Следова-

тельно, }tножества 
'о, 

n 
"о, 

и!tерт одинаковые gl с

наименьши1. lxz, l , значит, c(zr) = c(z), что и требо -

ваrюсь доказать.
Пусть С обозначает ltнoжecтBo канонических кодов точек

Г: С = {c(z)/ze i}. з"".,""пе C(z) вчбирается так, что

дия некоторого Xz € Т(F) выполняется эквивалентность

c(z)[B] - c(z)
cTBal.t оракула f,

[Г* ] . Согласно отr.tеченнuм на с. 14Ц свой-

. ?i?"r""" А(F) liol*Ho доказать, что орди-

нал lxz | является наиritеньщиr.i в данной ситуации.Этот орди -
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шл псraцaraaтс, ,a рaнr ннонlrЕс|(оrо кодa;

тоrлr хrФGтaо 0 mопз tпо9rрlaaю oтraЁ|rrэta

)

ДО(А3ДТЕМП0. ЕGfl !€ 0 , то G lпýD.
е tD(I) . Тэпэрr

в(о(з)) .
ь1

в (у) < г(r Р!сп9остDrrш ото oTriфBltaa li. aca llaтуDaлl
rtв чr.слai acrr. aЕ с , то длr ,]6оrо у€ о полaraGr.

э(у)< r(l), r эспl !..7, С , то dy)< r(l) lr..Drro.
лЕ iд |. 8сrи з|Е с , по oar.oue,.uB dy) < dз)

l -раэрвuчдо wсlодврцо по z .

шrltcrlllтD

lrl(аlaнllх

l rmro
, a cxrly

тоDой ..Brxнu ( n)e t-, шм,rrзтсr 5{i],.
В GJrлу раgшооGтrr орa(!lлa это oTHOqtraG ,aлrэтG, 

'-patpa-rrlrrr. m ! . ТапGрr. пaрr6]rрa, .сa (П)е , iоцarо с lю-

Cooltaтcтatц.l зrу lr
фa c.lqe G.ойGтarэGлr r( у)< r{З) , ,о дл, |..lФ -

1.

( r(з) .чтоlqlо i пDоaaauтr исtr.нноGтt oTнOar.lr в(
r tрGбоaaпосD pl(alarl.

riечанrэ тaх{rчзс(ого xapaкtapa. Пустl l{rфa q taд*т
GTpyl(Tl|aнlra Ot|Hкl|rO, оп,ýдGлзiнуD нa tr-KocrcTg5rKTlrlrorr

стзэ I . Тоrдl длr ,dой с€ I нrtвэтсr кqв l

в callr с aaадэшfx lloнiт]lG.i Hco6loдlrro сдЁrrатD qдю la-
1-lolt-
rifla-

точ|Oa

стaло

l -пэ.
с, дrrr хоrорого ,H.|.Glil.. (qf(a)

,rэскоr коАс а| G по..оila сaлaктопrол Oунхцхra F

Ф.тL, сrlgдуцёе rG acrao нспусtо N оr..a]lдю ,amaтG,
pa|.lcпl*l:

(ве i| r^.erl(lf(a) *э.а-...о 1,

rаa ai - кaноl чGсЕal коя с . Г -индэкс 9тоrо цalGcтaa
нaхqдrrтс, !Ooe|(т..a.io по al , q . ПуGтD rlclнa 9l rB каюпr-

элсiraнт а уl(аaaнalого r.н сстaa

Тогда ýr опрqдалзнa н! acal каноfi.чaсlсх кодrх al tt
,, .urucлrзт 

"сА 
о( (q (а) ).

IОС,зqrначсr+rl о rr oora эадrст ту lc !-Kor,-

cтp)l(Traнlro Фуlrсцrпr что .r r.lинa (l . Очaa..rдно, что !]l нахо-
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дится эФФективно по q , поэто}iу в дальнеЙщеrti работу таких ,vla-

lцин lriolkнo рассl.tатривать только на канонических кодах.

0ПРЦЕЛЕНИЕ 5. Пусть lfir " Ша - Е-конструктивные
множества. Тогда td1 равноlюцно Шa в Г , если существу-
ет 8-конструктивная Функция 9 , которая отображает Mr
на lfa взаимно_однозначно. Бесконечноg Е-конструктивное мно-

хество называется счетныl,t в Г, если оно paBнolto|tlнo Ш в

Г , в противном случае оно называется несчетныl.t в Г .

ТЕOРЕМА Ц. Для поео цпоба бесtсонечное Е;?сонсп -
раrcmuвное лнохесmво l[ бало сцеmНаЛ В J, нео68о-
0uмо u 0оспапочно, чmоба опilошенце Х€ М llO бало
8 -разрешut"tал.

ДО(A3АТЕЛЬСТВ0. Пусть Е-конструктивноеr/tножество !Д

счетно в Г и ..lа|лина g вычисляет dэаимно-однозначное от -
рd

ображение IT ПС на l[ П С. Тогда

х€ fi'п С .-( ] ne fr'п о) tqf (n) = х.

По каlкдоl.tу натуральноi,|у числу П эФФективно стооится не-

который его код Dl , о зате!t с поlчоцью F lto,Kнo вuчислить

еrо канонический код c(nl ) и проверить отношение

1qf(c(nt)) = х . по теореме 3 отсDда следует 8-раэреши -
aчd

,rlocтb х€ !Д пс 0братно, если отноlllение х€ Ш п с
F -разрешиr.rо, то с)дlествует !tаlлина, которая с оракулоlti F вьt-

числяет взэиrано-однозначное отображение ш пс на I[ .тогда

Ш является счетнч}t в Г Теорема доказана.

3аметим, что l.tнoжecтBo О не является F-разреrлимым.До-

казательство предоставляется читателр в качестве упрахнения.Из

этого сrlедует, что весь континууll Г несчетен в Г. Следуо-

щая Teope}la утверх(дает вцполнение в Г аналога континууt.l-ги-

потезн. Но для доказательства ее необходиl,tо обосновать в

Д(Г) индукцио по рангу.

а
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ЛЕtlйА 5. 8 Л(Е) ложцо обосновапё слеdуа4uй прцн-
цuп uнdукцuu по ранеад r(z) . Пуспо P(z) -,е*о.о -
рая Форцала сиспелп l(E) ц Оля лlобоео zea Bd-
полпяепся:

r(z) = О фР(z), 1

(vуе С) (т(у)< т(з) - Э(у)) - p(o).J (3)

тоеdа P(z) вернd ал.s все, ze|.
Д0КА3АТЕЛЬСТ80. Пусть P(z) - о"р"ул" систешr Д(!) ,

в€ с ; построlм lrо!у! Форцулу Q(T) мя 
'€ 

т(Е) :

q(w)...o (Vyc с) (r(y)s |r| - э(ч)).
3аrетиt, чtо длr у€ С и т€ Т(Е) отноlление r(у) S 1Т|
9адается Фор,.улой lъl s ]rl , коrорая эчразиr.а в 

^(Е)

Тепсрь пусть auполнrеrся (3). Локаrен, что для всех
Е€ т(Е) вчполнястся q(T) и, 9начит, мп всех z€ о эьr-

полнrется Э(З) Воспольэуеr.с, индукцией по дер.вьян. Если

тw= (()), то для лобого у€О dy) S |lt влечет B(lr).
. 0 иrв силу (3), Р(у) истинна, поэто.rу , Q(r) истинна.

Предполоrии, что

(vд) (ь(l,д)е э(r) t Q(ь(r,п))) . (4)

требуется др(аэать Q(l) . дп" этоrо воспользуеr.ся (3) и не-

которчцa соотющенияйrt, yкagaн}lь|нll на с.tЦЦ.
Пусть у€ С и r(у) q |11 , тогда суцествует веп!и-

на (а) <t, тахаi, что r(у) S |Ь(т,l) |. В силу преапо -
лопэния (4) дrtя rакоrо В q(Ь(ПrП)) веDна и, сл.дователь-
,о, Э(у) верна. Такии обраsо}r, для лобого s€ О если

г(з) S ]t | , то эuполнrетс, (v ус с) (r(у) < т(z) -
- Р(у)). Тогда . силу (3) вuполнястся P(Z) , а это влс -

чет вч!юлнGни. q(П) . Ъша доказана.

|ой
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тЕOРЕм 5. Пуспо \, - бесконечllое В-tонспрgкmuо-
ное $ножеспво, несчепное в t, поzdа оцо равllолоц-

'lо 
г.

ДOКВДТЕЛЬСТВ0. Заriётин, что отнощение равноноцlности в

f коrrмутативно, поэrоriу liu будем строить с поrloцlьо теоре!ч о

неподвиrной точке (которая очевидю вчполняется " l(r) l оО-

церекурсивнуо Функцио е такуо, что Функци, 9(Х) , равrая

t €(Х)}r(О) , оrобрах(ает i.'oшec'вo О "" frПО взаимно.од-

ю9начно , с сохранением отношения Т(Х) < r(У). Дла проиs-

воль}юго :€ С значение е(х) есть Hoмep цаtttинч х ,кото-
РаЯ На аргУ1.1енте 0 вфчиGлrет l_индекс следуDщего l-перечис_
лиtilого fiHollecтBa Щ , a поiiоцьD селекторной Функции F вu-

бирает эле}iенl тахого }tножества:

ц ={ze fiлоl(v у€ с) (!(у) а r(x) .о

- {е(у) F(оl l п)л ( vt€ ffп g) (л(t) < т(z) +

+ ( J yl е с) (T(yt) < T(x),n (e(yt)}p(o) = t))} .

так как дл, лобого х€ о отволение э(у)< в(х) F-раs-
реuихо, то yKaзaнHue в правой части Ц соотношения 8-раэ-
эешинu, а саr.lо Ш* F-пере,r*rслиrrо и еrо !-индекс нахо -
дится равномерно по Х Далее, l[- сосlоиt из одного эле-

fiента z , которUй не ияее, прообра3а в !tнояестве

tye с |r(у)<r(х) } пг" отобоа*е"ии 9: у ,.(.(у)}Е(о) ,
обладает наиl,iень|лим ранго|l r(Z) среди таких llie элеriентов.

}lHotxecTBo

},| охестgо
ч-

ll
не моIеl бý.ть пустнх, ибо в противноll случае

ЛС совпадало бu с Е-разрешимнl" lrнo){ecrBo.,ia

i{"(y) Р(О)lу€ Слs(у)< r(х)) , что не9оэмоiно в силу

несчетности l[. Поотоtiу Функция 9 Мствительно опреяел€на

для всех х€ с, отобраr(ает С в llЛ С взаиr,rно-однознач-

но и с сохранениев отнqления r(х) < з(у) . Строгое доказа -

l5|



тельство отих утверх(дений ос)ществляется с помоiцью

дукции, которая обоснована в лемме 5.

ш пс.
Действительно, пусть Z - элеrqент !fi fl О, не имешlий прооб-

раза в rlнoжecтBe С и обладаrФlий rrиниtlальныli рангом r(Z)
среди таких же эле}iентов. Тогда 9 взаиr.rно-однозначно отобра-

жает о на 
'ножество {-с frПО 1 "1-) а T(z) }, которое

Е -разрешиrqо и по теореме 4 соответствует счетному ý-конструк-
тивноlý,lу }.tHoxecтBy. Это противоречит несчетности Г Следо -

вательно, 9 отображает С навсе frПС,п потоr.tу

М равноt"lощно Г. Теорема доказана.

э(z) -ин-

Кроме того, 9 отобраlкает Q на все r.tножество
N

,
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