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В a е дс н и с

ИзlеQтно, чlо одниra и9 Фуllда|liентальнUх прифципов, леrацих

в основе канторовских тсоретико-ннqестэенl+lх представлений,

,lвляется неоr9аниченнuй принц!lп свертuвания:'lлDбому заданно}lу

усJювrр асеrда сооraетстaуе, некото9Uй !оr)ций бчть членой

КЛаСС, а ИraеННО КЛаСС ВСеХ ТеХ,И ТОЛЬКО ТеХ ПРеДri€ТОВ, ДrrЯ КО'

тоDух вч.юлнено это усло!ие|' [l, c.l74]. 0днако извсстно и то,

что неограниченность поинципа свертlllания приводи, к поямениD

теоретико-нноr€ственнUх парадоксоa (парадо(сu Расссла, Кантора

и др,). Если приаерl.иaаться точкх 3рения, согласно которой са-
r.a по себе идея унr!ерсальности принцип€ сэертуэания признает-

ся и Фундal.€нrальной , l. естественной, то в качест!е идеального

р€шения проблa!ч теоретико-нноlrественнuх парадоксов }iqeт бrlть

принпrо толlко lакое рецение, при KoTopo}r посlулируетс' почти

неограниченнUй прa.нцип сaертуваниr, lк)чти неогDаниченнuй в ,ои

с Uсле, что из всех услоarй, охватчaаефlх неограниченнuн прин-

ципой, исклоченr тa l,l только те условиr, коtорче приводlт к

!о3никновенио пDоти!оречий.

в дённой Dаботе прaдпринri8 попuтка ФоDмализэции ltочrи не-

ограниченного принципа свсртчlанr' и посlроэнlя на основе та -
кого п9инqипа "почти канторовской" теории мно(естэ. В качестве

инtуитиaного критерия R , клaсс,rоarцrруOцего условri дл, сэер-

|53



тýlвания фа сaодииu€ (при€t ле|t a дл, свертrlваяиr) и несводrшlе,
эзят следу!ций критерий: ycrro!}re будет caomt'I,.. тогда и lолDко
тогда, коrда прqдполо|(ительное NнoltacтBo !ссх предхе"ов,удоa -
летaо9лцлих этоa.у ус,свио, не будет содсрrать предi{етс, опре-

дели!ýе только в теpl{aнах этого t Ho(ecтaa. }Ъсо.i}€нна свr9ь
такОГО криТери' С рассело!скиa!t принципоi. порочного круга: ||Ес-

ли в предпоrlо{ении, что некото9ое се}lсйстэо образует совоку1 -
носrь, в него входили fu члс}lu, опрсделиице только в терr.и{ах

этоЙ совокупности, то членн этого семэйства не обра9овали бu

н&какой совокупносrи't Il, c.213].
[lоскольку в pallKax теории, "говоряцей'| только о инофlеGт -

9ах, почти неоaраниченнuй принцип свертuваниа вьФа9ить, по-ви-

диr.о!lу, февоз1iоIно, здесь будет построена теориr, 9 par.Kax ко-

торой tФtxнo будет "говорить" не только о множестэах, но и о

других совокупностrх, Ha9uвaeriux кrlассаtiи. При Форr.улировке

этой теории - tеории }.нохеств и классо8, обозваченl{ой череа

ýG[ , исполь9ован опьlт построения К.Гёделем его систеfiu ак-

сио}r Е t 21.

ýl. Теория ýqI

Форr,rулаrqи (теории) ý0I будут lrорt улч сигнатурý а -
= (€ , }t ) , соаеDlrацеМ двухr4естн9й предикатl.ýй символ € ,

и одно}.естнЕй предикатфlй символ lД. Переr.еннg."t1,1 в Форtaулах

ýСТ будут буквu T,XIY 1Z (возиохно, с имексаliи).
преднетная область (носитель иодели) U теории ýlcп есть

совокупность объектов, назчвае!t|х классав.l. Первовачальнче по-

няlия ,еории суть: дByxriecтHoe отнqдение принадлехности меfiду

классаr,оf r обозначае}rое через € , и свойство классов "6uть
rlноtествоr.r", обозначаеиое череэ !Л .

Логической основой теории SOT слухит исr.исление преди-

катов (с paвeнcтBor.) сигнатурu о
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АксиоllU теории SlE распадаDтся на четчре l'руппц: А , В,
С, D

Группа А.

А1: Vx д(vz(z€ х н z€ у) - х = I) ,

Aa:vx(]T(Tcx) фJI(y€х &yz(ze! +z /х))),
Аз: Vх,т(х€ т - ш(x) v rM(T)) ,

А4: чх,у(чz(z€ х ф z€:r) * M(x)v 1 M(y)).

Аксио}rа А1 в этой группе есть аксио}rа экстенсионально-

сти дrrя кпассов. Аксио}rа А2 - аксиоltа ФундированИя (регуляр-

ности) для классов

Класс, не являоцийся tt|Hox(ecтBor.r, будет называться собст -
веннши ;<лассоl,|, т.е., по определенио, РЗ(Х) .. -iШ(Х) . Ак-

сиоlrа А, ( Де ) утверждает,что эленентом (часть:э) MolKeT бчть

как множество, так и собственнчй класс, приче!i собственный

класс не MolKeT бчть элейентолl (частьtо) множества.

В дальнейшlеr.r буквами t rX rY, Z (возlrоtхно, с индексами)

будеr"r обозначать пере}tеннuеrобластьо из}lенения которuх являет-

ся совокупность Uш всех ltнoшecтB, входяцих в область U
Такие переменнче будем называть l/[:переменнчми. Разумеется,

всякая заr.tкнутая Фор}rула сигнатурu о , содеDжацая lД -пере -

меннь.е, будет сокрашенной записьlо некоторой Фор1.1уль. SCl! ,ко-
Topylo .,|ох(но восстановить (с точностьlо до эквивалентности ) обыч-

ныl't способоtt, заrlеняя каждуD Фор..lулу (подформулу) вида

Vx О(Х) на YХ(Ш(Х) * Ф(il) " *"*дуо Форйулу (подrDорму-

лу) вида :jx *(х) "а JХ(Шt(Х) g r(Х) ) Фор"уr,п сигнату -

ры О, содержащие !l!-переменные, будеr,,r называть (конечноrус-

ловно) Формула}rи ýqE. В отличие от l[-переменнuх переменные

T rXrY rZ будем назuвать С-пере}iеннý}lи.Форl.iулу,не содержа -

щую сиr,rвола !l[ и содершаlцуD только Ш-переменнuе (только

С-переменнuе), будеr.r назь.вать trД-Фор1.lулой ( GФорrrулой).

l

в
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Форr.rулу ýСТ Vp1 l..., р,, ЗvVЕ (Е е v е
-. 9(€rprr...rpo))rn}O, rде подоорфула 9(Е, Рr r...
. . . , Ро / не содерllит v сaободно и не содер{ит свободнuх пе-
per.eнHux, отличнвх ot Er }Д1 l..., Рп ,6удеri назчвать с3ерт-
кой, а подФор,{улу 9(Вrprr...rpr) - ядро" этой свертки. Яс-

но, что если 9(Еrur r...rЦ) является ядро с9е9тки Ф ,

то (Р Bupatxac, (срсдствани язнка теории ýС Т 1 некоторое се-

rrейство ý*= t 
"t,...,-u JEr. 

U,..., Ъ€ U } свойств

классов, а Е вчраrает утверлдение "для всякого сaойства иэ

сеиейства 8n сшtествует класс всех классов, обладаццих этий

свойствоrr". Свертку, r!ляlоlц,Dся Ш-Фориуло* ( С-Фор}rулой)r бу-

де}i назuвать Х-сверткой (C -cBepTxol). Соэохупность всех

l| -свертох будеи бозначать череg 8П .

Принеr. следушие соrла!ениr. Ecrrr О - Форlула ýСТ , то

9апись Ц [Дl l...,{,t|*1l...l\*rJ буАет о9начать,чта пе-

per.eнHue Р1 ,... ,Ч+r ПОПаРНО РаЗЛИЧНl, lti l.. . ll{ еСТЬ

перечень асех свя3анl.чх пeperieнHux, Bxoдrulrrx в Ф

вýесть п€речень всех перевен}ýх, свобод}ýх

|дц11,. . .

. Если

в ollнoн контексте после записи

эстречаеrся 9апись О[
ý[Е.|, . _,в*-, }Д**.1 r...lF,

r Vllt r.' }

' ' ' 'Fb+r

Vlr"'rVl+l

"" рr*r]

]

k
то последнrя будет обо3начать !rезультат подстаноaки переменнчх

9яесlо всех вхопяений в Ф[ffi.ц'-,ц+r ,..,
пере!iевнчх Р1 l... r\*, соотэетственно.

Если Y., есть I-0ор.rула Offi?{,X.4tr...ra141J ,

а Y. есть ( С -Форвупа) O[E].-{,X*ar,...,X**rJ,
то qopr.ryrъl Y.| n Ya будеr. наачвать двоJlствен}в}iи.

Аксиоl,iu группu В п9едстаэиr.ru схемой аксиоr (преАполаlао-

цей, естественно, некоторур нуiер€циD соотэетствуl0|lих Форraул

scT).
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ГDуппа В.

в Wr ,...,tL ] у Vx (хе у.- оо 1r.,.rzL ,I,

tr, . ..,t}
n

п

J)-VT.,,..., lE*o:lxW (Х€ t.- с" [fiT-{,
Х,Т., r . . . Д*о 1) , .ае Ол

сиr,rвола lб .

п

- Форliула ýG[ , нс содсрtr lая

Аксиоliu эrой группu есtь аксиомч переноса. иr.и утверrАа-
етсr, что ал, всrкой lД-свертки Y ,если Y истинна в Uц ,

то двойственная этой Y С-свертка истинна в U .

Свойство l,tнol(ecTв (классов) S будеlr назсвать !il-свой -
cTBorr ( С -сэойствоr.), если сучествует ld-cBepTKa ( С -сверт-
ка) О такая, что cвor;icтBo S принамеltит семейсrву, вчgа -
шаемоi,|у ядpoi.| этой Ф.

Аксrоliьl a9уппu С устанавливапт сущест9ование классоа.

Аксиойч этой группу представийu схеriой аксиоl,|.

Группа С.

сп : vt1 ,..., tk зY Yx (хG Y.-ш(х)&Ф. q,' " ?t
п

х ,t1 ,...,
сиr.вола !Д

Аксио.iаr,.и этой грlmпg утверr(дается, что для всякого }i-
свойства riнolrecтB суцествует класс всех M}lollecтB, обладашtих

эти}i свойствах.

t ]) ,'.д" о - Форйула ýСТ , не содерrацалt пп

Пусть r(x,t., ,. . .

Ф(r,Т., ,...,т*) - яяоо

- яд9о l/l-свеgтки Ф

С -свертки, двойGтвенноi свертке Ф

,t*) а

tlycтb ядро 9 вшрашает семейство

...,tcu") свойсrэ l.нo)l(ectв, а ф - сехейстэо
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( s-Ф |тl€U,...,тr€U} свойств классов. И fl,/сть

свойство йножест8 ч{ ест ь

представиlt|ы схелtой аксиоrr,

р кекоторъlе л{хох(ества и3 Uц Гогда свойство l(лас-
сов S
если

I{

" 
YЁl"""""'"_;ПРЯЖеННuи 

со с9ойствой rrHoжecTB ý*

ёrr...l t*
Аксиоllы грулпы D

ФJлпе-д.

Dп: Vtr,...,tk
а

х t

'k

тоrда и только тогда, когда лФбой класс,

нын с ýм свойствоlt, принадлекит классу

х, t1 , . . .

не содерца-

, будет HHot(ecтaolrl

обладаш|ий сопрлl(еi -

Y

vy {и( (х € х._tд(х)& Фв z1,,.,J:,,

t*" J ).[ш(t).-.чх ( Ф^ [ z;;;т,
- Х€ Y)]}, где Фr. - 9ормула ýСЕ,]

n

цая сиl,iвола l! .

Аксио ц этой группu есть аксиоr,u сводиности.

дается, что для

всех мнФ{еств,

всякого !Д-свойства BHolecTB ý"
Иии yтBeplt-

класс Y
обладаЕqих свойство ýtд

ý2. б аксиоrrах SOТ

Характери3уя аксиойч ýOТ в целон, noKalxel,I, что ýq[
,вляется скорее всего непротиворечивой теорией и чrо аксиоl.iа-

ми 8СТ постулирован некий критерriй Rg , котопuй i.oxнo

рассllатривать в качест9е экспликата почти неогр9ниченного п|rин-

ципа с9ертв9ания, поqти неограниченного в слеяушеri (теперь

'|конструкtивноi{|') сцýсле: все ll-свойства rrноfiссtв (т.е. все

свойства lrнo,xecTв, iDормулируе}rне в терминах tолько кнохеств)

сводиrau, (роие Texi сводииосtь которl.х привадит к нарущекио

расселовского принципа порочного круrа.
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0пределим две последовательности теорий, иллюстрируощие

процесс "разЕертывания" теории ýСТ : последовательчость

теорий йвояеств gIOrýtlr.., и последовательносyь IJ

рий классов СТО, СТ1,... Форr,rулаr,rи теорий из Trro

т*,

тео-

будуt

распада-
СТ1 - ,а

Форr.уль. сигнатуры 1i = ( €) , переl.ечнне в которýх - 5уквы

t,XryrZ (возяожно,с иrцексами). Логическая основа теорйй из

\, - исчисление предикатов (с paBeHcTBcr.r) сиrнаtуры Jц.Фор-
йулаии тесрий из IJ будут Форхулы ýСТ . Лоlическая основа

теорий из l - исчисление предикатов (с paBeHcTBorn) сигнатурьr

о Б дальнейшем всякая Фориула теорий инохеств из I1n бу-

дет отохдествляться a граФически идентичной !Д -4lормулой SCE
и назьlваться, когда это удобво для изложения) М-(юр.,1улой

Для всякого i - 0,1,... аксионв теории ýТ
на две группы: Дu, Bfr l а аксиомu теоряи

t

Dтся

три группь.: Д, Bl , С
Г руппа Дм .

1. Vx,y (vz(zc :.*z€ у) .rx = у);
2. Vx (зу(уе х)_о]у(уЕ х 8BVz(z€ у - zy'x))).

Группы

Группu

,)Bfi=

С определенu в п9едuдуцем параграФе.

и Bl олределяотся следупци^{ образоrii
(группа Bfi

zl Bl = вfi U {ФlзOh€ Bi

д,
в,l,

0 пуста);

( Ф двойсrвенна )}Фш

и сейейства С-8t есть объединение группьt

двойст9еннцх l&cBepTKaM из

Bnii'= Bfi U {Ф€ ýltlcтr+ D |-,

',iвfr

(группа

сверток,

3)

есть объединеяие группu !fi и семейства всех

Ф} (группа {r*'
lД -сверток,до-
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Ка3уемых в теории СТ 1 , пополненноЙ аксиоl.{аr,tи группы D

определенной в предыдущел4 параграФе) .

Будеrа обозначать через Вм семейство М-сверток,рав-
cr
U

t=o
ное объединению ф

УТВЕРШЕНИЕ 1. Всякая М-сверпrcа dоrcазцела е ýСТ
поеOа u полоко по2Oа, коеOа она прuнаOлехuп ceMeii-

lЛ-свертка из В; (заметим,

что Bfi=d ) доказуема в ýСТ , поскольку она доказуе!iа

т

в CIIO+D и группа ВО пуста. Кроме того, если все

l[-свертки из 'fr, i :1 ,доказуе}iы в ýСТ l то все

Ш -свертки _из 'fr"' доказуе,{ы в SCT , поскольку они дока-

зуе'ы в CTr+D i-"."*"" аксиоl"tа группы В1 доказуе'а в

SCT (возможно,с использованием аксиоl.t группы В 1.Следователь-

но, выполняется Фa fo { ýОТ l" Ф.

Пусть теперь Р = ( Yr ,... , Yrr) - доказательство в

ýСТ li[-свертки Ч{ (Уо = fo) . Без ограничения оfuно-

сти будеr.r считать доказательство В -канонически}l в следуо -

цем сйысле: если фор..lула Уr€ Р есть аксио..lа из группч

В , то а) *r_a есть антецедент этой аксиоr.rы, б) Yr*,
есть консеквент этой аксиоllы, в) последовательность ( Yr,...
..., Y,_r) является доказательствоl,i в ýОТ !{-свертки

*r_., и г) формулы Yr_r , YJ " Yr*., имеют только по

одно}tу вхождению в доказаiельство Р . Пусть 1 - число aKcl.t-

ol"t из группы В, входящих в Р. Если 1 = 0, то Р будет

докаэательством в C|DO+D и, следовательно, fo a {
Если 1 >О n **о ,.. . Ёпr - перечень входяцих в Р акси-

ol+ иэ группы В в порядке их вхох(дения в Р , то последова -
тельностЬ Фор..rуЛ Р, = ( Y.1 l...'Yra-r, Yt'Y*r*a,...
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.. . ,Ч*r-r ,Ya rY*r*a ,. . . , Yo) буАет Аоказательстао в

СТ r+D и, следовательно, fua Вi*' (Еаlетиri, что начalль-

нuй отрезок (Yr ,... rY,.'_1) есть доказательстао в C!!o+D ,

начальнчй оrрезо* ( t'1 ,. . . ,g}2_1) есть доказательство в

ОТ r+D , поскольку g*n_r J*rlr€ Blr и т.д.). Такиrr об -

разоr,r, дл, всякой Ш-свертки Ф вчполняется SC Т |.. О ф

-Ф€Вrr.
У'lВЕРШЕН}|Е 2. Еслu все пеорuu хлассов uз послеOо-

ваmелоцоспц It непропuворечuва, по пеорuя *т не-
пропuворечuва ,

дOкА3АтЕльств0. предположиr.r, что 8СТ противоречива.Тог-

да в SCT будет доказуема ,рба, Форirула и, в частности, рас-
селовская !Д-свертка g= ]yVx (ХС у._ rУl). 3начит

(ээиду утверхдения l),для некоторого J будет ёa 4 . И9

последнего след],ет противоречrвость теор"" CTJ .

В дальфейщеri о бсяко.i упо!инаеноri Е тексте се.aействе со-

вокупностей будет предполагаться, что на неи опр€делено естест-

венное (стандартrюе) отнqдение прrнамеrности € .

0боснуем, имитируя доказательство по rнruкции, непроти!lо-

речивость теорий CTt, 1-0,t,...
УтВЕРЦЕниЕ э. Теорця аТо непропuворечuва.

ДО{ДЗАТЕЛЬСТВ0. Пред..етной Ьбластьо (носителем }iодели)

теории ОТО r.io,{eт слуrtить двухэлеlrентнаi со8окупность U0 .
= tdrt d}} , содGр*ацая одно '"'o,..ecT.o б и один собст-
gенньtй хлаGс {d) . Попуr"о отt.етиr., что одноэле!rентная со-
**ynro"r, (f} является предiетной обласtьD t Ufi ) ,eoonn

*о*есr" ýfо
Инд)rкти9rlь|й щаг будет подкреплен не дохазательствои (до-

казательства во ет вообtе не суцествовать), а tолько абосна!а-

нией.
l бl



утвЕрцЕниЕ \. Для всяrсоzо L = о,1,..., еслu пео-
рил CTr непропuворечuва, по пеорuя СТф1 лепропч-
еоречuва.

оБOснO8дниЕ. пусть Olýt фепротиворечи.а. тагда отд
ийеет iiодель, т.е. друг1lии сrювsr.r, с!щaствует (вепустая) пред-

нетная область тaорrи CTl , на коrорой определено qдно..ест-

rюa отноцrение |'6ьпь янопествон|'. обоsначип чере9 Ur пред-

}reTHyD область теории классо. CTl , а череэ Ufi - co"o*vn-

ность классов из ul , я!лr!цихся r.HolecтBar,9. Ясно,чrо

будет предяеrной облаGтьо ,еории rrHolecTB 8![t .

0пределим эписrеr,ологическуо интерпретаqиD теориli классов

CTr но прехде чех сделать это, раGс}rотр.rн поясняltций при-

яер. tlycтb Р- некоторое дока9аtельство э теории riнoжecTв

STr, J-й щаг Koтoporo (не первrй и не последний) предстпв-

ляет собой доп)цение li-свертки WryVx (ХС у.- g(x,t) ),
и пусть дDуrих доплений в Р нет. Ясно, что на J-lt trаrе
(доказатсльства Р ) утверхдается qJ : "предполоlин, что для

"""*о"о 
Е€ Uti .yl..r"y., 7е Ui такое, что У -

= {х-е Ufi ls!(I-) } ", гдG ýj - t&с!ойGт.о мHoпecTB,.I-

рапенное . (язuке) flll Фориулай 9(-rt)
реrrенная t Фиксирована l,t иraенует }iнoпecтBo

, э которой пе-

t .Через а_ ,t
Ui

Рчх В Uti пр"д*п".".r." ""
наЗuВаТЬ П9еДПОЛаГаеИЬЛ,Оl лtнОх(еС

до J-го ,лаrа и на carroн J-r,r

нuх в (Dор}rулах из Р iaляется

до элихинации допуцения) облас'
лах из Р будет предполагаеt,tая

",о ufi s (ufi), , ".. тa ,

J-, шаrе. Эти инонеGтaа будеr.

тваrлi. 0тиетии следуqlий Факт:

щаrе фЛастьD 9начений переriен_

Ufi , " no.n. J-го чlага (и

ьр значенrй перевеннвх в Фор}tу-

.o"o*vnro.r" (Ufi), такая,

t€ Ui , лринаАлсrа, со.окуп-

Ui

t€ , буден обозначать те ннопссlэа, суцествование кото-
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юсти (Ui) J и все аксиоич SТt (и только они) постули-

poвa}lol на (ufi), . Если совокупносtь (Ui), ."*""r"""r,rо
в эпистеиоrюгической ситуации после J-го ttlага доказательства
Р о предполагаеr.gх t{ноrествах тa, Т cufi ,6!rде, rоворить,

что они как бо| принадлежат области Ufi

Предполоiиr., *rо coBo*rn"ocT" (Ufi), суцествует. Тогда

в ситуации после J-го шага ут!ерriдение 9, будет равно-

3начно уtвервденип Q, : "для зсякого Ее Ufr суцествует

предполагаейое множестю пi a (Ui)l таr<ое,что na -

- { --€ Ui l S9(fl }, т_ каk бu прr.надлеrит облаGти Ui и

предполагается, что п_ € Ufi ". B.nr, наприхер, предполохе -
ние, сделанное на J-M шаге, ока*ется в дальнейше}r опrюверг -
Hyтьtrl, то этий Фактон будет докаэано в ý|!l отрицание допу-

ценной li-свертки и этип lrе Фактон будет до(азано уtверr(де -

..rе, "сушесr"че, €€ Ufr_ такое, что для всяко.о преАполаrае-

i,lого йнохества пе (Ufi): вьlltолняется следушее. если т i.

. { r-e UfitSJ(х-) ) " т как 5u принадлекит области Ui ,

то тУ Ufi ". Аналогичная двойственность будет иметь иесто и

в то случае, коrда предположение J-го оlага ок9хетс8 в даль-
нейдем подтЕерrден}ýl{.

Пусть Ф1 roar... - перечень aсех l! -сверtок. 3аrrениll

J -й шаг доказательства Э на следуOций: "предполоrrин, laTo

Ф., & Фа & ... ". Получевнуо в результате такой заиенu по-

следовательность назове}t квазидоказательствоli в Б1[l и обо -
9начиr. через ý Ч.р." (ф), оОоr""*"" предпоrаrаеi,,уо со-

вокупность, . которуо превраqается созокчпность (UfiJ, при

занене док8зательстза Р на *вазцо*азаaел"сrво f,
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ст9r предметну! область Ul тюрr" СТ! с предполагаеюй

соgокупносlьр (fri) J . Такое отохдествление возио*но ввrду
того, что

а) Ui яUД ,

6) все т_ , Ее Ufr , принадлеrат области IIl (это обе-
спечивается аксиоliами группн С ),

в) все аксиоиu 9llt вчпол"яотся *а Ut (это обеспе -
чивается !еrr обстояrельствоri, что sсе Форцулu CTl , дэойст-
вeнHue аксио|,iаr. ýТД , язляотся аксиома"и CTt ;;

г) каrдая аксиоrrа С|Е! , являЕlдаяся С-Фориулой, двой-
ственна некоторой аксиоие 8Т| .

3аметиrr, что суцествование предметной области Ut *" -
чет с)цествование совокупности (fffr), Мr.*rоa, как бu при -

нвдлеraцих пред}rетной Мласти IIfi теоg,"" "ноrеств Sl[l .

Итак, эпистеraоrюrическая ивтерпретация

сов 0Tl есть оrоftдествление области Ur
(ffi)J

р
мя всякоrо l[-свойства ýu

шествляется с пDедпола гаешп,t (на

IЕ теории клас-

совокупностьо

( хе ufi 1Bu(x) } о,о-

с

т
, предполагае!@й после J-го lлага ква9идока9ательст-

9 теории raHoIecTB ý1[l пр, такоr отождествлении

класс

J -rr шаге к9азидокаэательст-

". ff ) ",,оr."""о" 
(r€ Uil8ш(Х)}, по"*.дп."".и}. совокупно-

"r" (fffi), . Эпистеiiологическая инrерпретация теории CEr
обладае, следушlии свойство.,|: VХ€ UI(M(X) ._Т"(Х) е Ufr) ,

rяе Ir(X) - предполаrае,.ое ннопество иа (flfi), , оr*о" -
стlляе}iое при инrе9пDетации

тачии Т* а*с"о"а А, (An)
Io с классон I. Прrr интерпрс-

вUрахает тот очсэиднuй Факт,qто
эпенента!и (частяяи) "реально" Gуцествуших I,1Hot{ecTB (т.е. мно-

trеств и9 Ur| ) ,,oav, бuть ,олько "реалью" суцест!ущr.е }lнo-
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rэстaa. 06 lнтaрп9aтaцr, Ъ буден гоэоDить, что она баtи-

руетG, нa (ваllдокalaтепDcтaе (a ml l ý .

BIrcHxH эпrстеrrолог.aчэс(rй с.lсл аксrо. гDlmfil D r кон-

тв(стa ?eoЁirt C|!t . nycTr fu - некотопоэ I -сrойстю

цldacтa ..! Ufi . l nrcTr 
'в 

- t.нqестaо aGGх x*oriecтa и!
Ui , удоlлстзорцlrх lrcrxrarro ýI , a пDaдrtолоrcнич, что та-
кое rнfiacrao с)цaстaуaт, ! I - класс rcex rrно*естэ из U!,
удоaлстюрr!оlх fu в cooTaaтcтшrr

критерий В ecтD экlllltлентностD :

с интуlтlaltri крl{тaрхе}a

и толLко тогдa, когда

опрёд€r!rФ. только черal

в сaойсraо fu будеr сaод}rя9. тогдr

л!6ой 9лахGнт lill Ccтla Т не будст
(о.т.ч.) шlолrэстrо Т .11оскопьку "$, сзо$rrrc" оlначаст

1 а (хе ui lsш(х) },-
(длr всяхоrо ý" )

тоre, чтои" r - хtrопестlо"rа

I(x)H Yr< ui (sш(х) * 1(х о.т.ч. т )) .

С другой сторонr..з принятвх ссйчае обо!нaчениrх р5сселовскйй
принцип ltорочного хруга (то.a}€е, экспликаци, этого прrнципа)

предстaaляет собой инплrкациD: (для всякого sш )

3хе ufi (в"(х) & (т о.т.ч. п)) - rH(T).

0тс!да ясно, что критерий R классиФикации lf,сэойст! rrнo-

recтB на сэодинуе и несaодиlФaе соrласован с расселовскп. прин-

qипоra порочного круга и вu9аrает почти неограниченнuй прlнцип

саерrlвания.
Покахс}r равносильность криrериi R и хритерия Ъ,"о"о-

иулированного 9 аксиqиах группч D | (для всяко.о S![ )

ш(t).- VXe ul (s(х) _о Х€ y) ,

где S- свойство классов, сопряtrенное со свойсlвон S".PaB-
tlосильность этих критериеэ следует из lDakтa суцесrgования эпи-

стеr.ологической интерпреrаци, Iц теории ClE! и Факта кср-
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реl(тности квазидоказательства (в теории ri'oxecTв SТд l
fr *). 

д"о.r""r.льно, пусть 9(x,t., ,...,t*) - оос"чла ýTr,
вuра аццая -свойсiво r,rHoxecTB S" (переяеннче t,r '...t

L ФиксrрованЕ). Тогда областьlо значений всех перемен-
g(Xrt' ,... ,t*) до j-го оlага (квазидоказаrельства

ý ) буя", обп".r. Ufi , а после J-го rшага - предполагае-

Hux из

""" .o.o*vnro"r. (fffr), . Обозначин через

предполаf аемых r.нопеств, авраrаейое Форrrулой

сэойство

.,...,tk)
ý!l

9(x,t
после j -го tлага квазидока9атеJrьст9а Р . ['|оскольку квазидо-
(а3ательство ý no"n*""*' корректно и в этон кriазидоказатель-

стве совокупности Ufi ,,. (fffr)J неразличи1,1u и веразличи,,ig

свойсr9а 8ш и, ýд , то логически корректньD. будет отошАе-

ствление совокупностеи Ur1 , (ff;)J " отохдеGтвление свойсtв

Sш, fu. САелаеи такое отоlхдест9ление. Тогда при эпистемоло-

aической интерпретачии I" класс I будеl отоrдествлен с

предполаaаеi{вй l4нox(ecтBol.i т , область Ul будет отождеств-

лена с областьlо Ufr , а сво*ство 8 будет отоl(дествлено со

свойствок Sц . Уtвеохяе"ие ý(Х) а Xy'I пDи эписте}iоло-

гическсй инrерпретации будет о9начать то, что fiредполагаеное

Iд(Х) 
""оя", 

в т (так s*(r"(х) ),.rHor(ec т эо как )ичrо
опреаелийо только через т ,поскольку trнo ecTвo

"появляется" в т только пQсле "появления" (утверж -

дения с суцествовании) предполагаейого HнolliecтBa Т . Следова-

IЕ(х)
IЕ(х)

*' 
По"*о""*" во всякох доказательстве в CT!+D , используD -
цем критерий Ro r.oxeт вст9етиться только коречное число

аксиоr. из группu С , то привенение критерия

дит 9сеrда в контексте НекОТОрОЙ подтеории т
ъ происхо-

с тд ,
эписtеfiологичес(ая интерпретациi которой будет ба9ироваться

на Фактическоlt доказательстве в Si,t , вклDчаOцеir в себi
доп)цение (онъонкциr. конечного числа ii-cBepToK.
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тельно, при интерпретации IE праэuе части (ритериев ъ
R будут утверждать одно и то же.

Таким образоrr, критерий Rр , постуливченчй

и

а к сиоrtlаr,lrt

неогра -rруппu D в контекGте теории CTl , вuра*ает почти

ниченнutil п9инцип свертuвавия. Согласованность критерия ъ
с расселовскиri прифципоr. порочного круrа tl то обстоятельство,
что аксиоl"lаlrlи ý|f t не накладuваетGя каких-либо оrраничений

на предполагаеriуD совокупность Bcet сводиl|0|х }i-свойств r.rHo -

recтB, ЯВЛ'lеТСЯ, ПО- ВиДиl{ОяУ, дОстаточнýi,l ОСнОВание}r для При-

нятия гипоте8ф hr .

ГИПOТЕЗА h! . Еслч пеорuя CTt цепропuворечuва,
по пеорuя 0E!+D непропцвореччеа.

Далее будет исполь3ована идея типизации iiнo'{ecTв. Инопе -

ства теории ýст будут йнопестваriи типа 0,классu теории ýýт
будут ифоlества1.1и типа l, и будут рассхотренч Mxo|(QcTaa вплоть

до Tnna (i а !) .

Oпределиir последоваlельност ь

пt0 , lш' ,..., lЕД*'
lьрнула1,1и теооий иэ Ц, буАут Форнулr. сиrнатур9 fu =

= ( е , Wо ,.. . лд+1) гле ito ,... Sa*, - одноl.iестнь.е пре -

цJ, теорий мно{еств

дикатнuе сиraBоrld.

бук9ý т,хrФrФ
Ilереиеннuми в Форr.lулах теорий и9 ltJv будут
(воэноltно, с индексахrr). Пред.аеtхой областьD

U,f теоопи WTJ , j = O,...,i+1 , будет севейство со9окуп -

ностей, назýваемuх r.lнor{ecTвalut типа (i+2), илц, иначе,

( 1+2) -"*о*""r"ами. Первоначальнul,|и понятияl{и теории WТJ
будут стандартное отнощение лринадле!1носrи € и свойства

( i+2) -"rо*есr" '|бнть инохествоrq типа п " ("6чть Iд-вно-

яecTBor.r" ) W . ц=О....,1+1 . Лоrической основой теории_a
WlЕЭ будет исчисление предикатоЁ (с paвeнcтBori) сигнатурr

бW.
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отс,

н€чно, условно) Форrrула}aи теорий из

llpelxдC чси опрgдgляrь гр)ппr

€

Дл, всrкого J =О r.. . ,i+1 аксrю,ry Tcomrr I|РJ Dsспaдa _

на To,r гDlлпr fu, Вi ,ft .

ГDуппа Дт.

1. Vх,Ф(Vrо(rое 1._ ro€ ф)о х= Ф).

2. vх(rф(Фе х)* Зо(ф€ I &Vo(oc 4, - nrl х ))).

з. чх,ф(I€ф -по(х)V (wr(х)е 1rо(Ф))v ...
... v(ч.*r(х) е fll(Ф)) v rtl.tr(Ф) ) .

4 . V x,(v ч{ roc х +ок ф ).r 'ло(х) v (шr(х)е

& 1Iýо(Ф) )v ... v (ш.*r(х) g r'g,(Ф) ) V rtv,*r(Ф) ) .

. Дл, л!боrо ц= Ol...,1+1 букааш 1(,),*("),"(") ,
Z('/ будa" обоахачать пgрGr,rен}uс ( \ -переrrеннчс), о6-

ластьD изхенени, KoroElux явлrется ссrlCйстзо aсех П -raнqgств,

!ходrцrх э область ф, J 
= 

1+1 . П€реIсн|tlс тrхrФr 0
будеr. Hasraaтb Yi _ _ л-псреlеннrrrr и обоаначaть чсрaа

g( r+a) , -( r*.) ,'](.*.) , 2( *z), оор,.улI сrгватурI ql ,

содерхацие lJ, -переrrенхrе, П Si+2 l буден нlэurать (ко -

ъ
",i

J S1+1 , опрGдепl'.

дополнrт

ставиин

Gльн)по rруппу аксиои Dn . Ахсиоr+l этой группr прсд-
(1+2)-, 

"""""", 
э*.rо*:

ф), vt!"),..., .l,) оr(,+l)1у*("+') (х(.+')е

.r(п+l) ._,,;,.(x(,+r) )ео ( i ) (.) *("+r)Lz ,.,.rz t'
ll

,1"),...,t[")]) - 1,.r 1у("*.);._у-(,+l)
п
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(о.[ z

- *('+r)a 
"('+r);;1r.я" 

шS1+1, iDr, - Форrrула теорий из

!п, не содешаlая сиri!оло! tlJo ,.. . ýдаr .

Формулу (тсорий из !ц, ) Ф= Vp1 l.. .,Fo9vYi(|e v l-о
._ 9(Еr}\ r...rч")),nZO, где подФор}rула 9(Е.В.,_.rВ")

tJ -саерткой

п S 1+1 , если о
переl'lеннgе, входlцие в

Группч Bfr определiотся ре(урсивно: ,fi i

(,+r) ,... ,z(.+r),*(.+1),1(.),. ..,t[")] -

не содер,rи, v свободно, будеи назU9ать

нс содержит сиlволов lTo ,. .. Лa*a и эсе

О , являотся lil. -персr,.енншни .

iiУла Ф вхомт " .oynny Bfr+1 , j < i+1 , тогда

-l схеliани ак -

, а Фор-

и только

некотороготоrда, когда О является \ -сверткой 
_ 
(для

Ш Si+1 ) и Ф доказуема в теории WТ ]+D,{,

Аксиоr+. группu С" п9едставинu (i+e)
сиоil:

сý"). vt(") ,...,rl:) з"(r+r) y1(.+r) 1*(.+r) 6

е y(r+T )._" U.(х(.+ l ) )eoIz ,

]) , гяе ПSlj., Фr,- Форrrчла тео9ий из \,

(,
1

_(.)
n

*(.+ r )

*(" ) х(. )
}

не сqдерпацаi сиr,tэолов xlo r. . . r tJ a*. '
0тцеrиr. Факт: rеория ПТО непrотиворечива. действитель-

но, пред..i€rноli областьо (носителе^l иодели) теории g110 rroкeT

слу"rть союкупность ц} (1+2)-,""-,."r" такая, что а) Gо-

вокlпность 1;fl "."r Б-""о*..r", входяцих в IДfi , е.r" еаr-
Wo

,r"roc"ro,,ccTBo(f} и б) если U{} ,п S 1+1 , - мно-

,.ество всех ш-riноцеств, входяqих в i; , ,a созокупностьD
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Ч..
(ufi 

=

L+2
U

a=о

будст riнqecтBo всех подмlоцеств raнqccrвa
";п

)

3aleTlr.l далсе, что для лбого tn= о l... ,i+1 cxeria ак-
с"о" ф/ соэпадае? со схеяой D , если з rюследней ll-ле-
реNеннuе 3ахснить на U_ -neocr.reHHue, С -переltеннuе - нбt
W111 -переlеннrrе, а сиraвол I эахенить на сиr.aол Ua

Следовательно, l конrексте теори, ПТ', J S1 r СХеЮЙ

Оd;') , ' S 1+1 , вчраlrrается критерий сюдr.Фсти свойств Ц-
мноrестэ (оорlrулируенtlх ! терraaн€х таль;о д-нiоfi(еGтэ ) , ана-
лоrичнчй кр.aтерио Ъ . Провсдя рассу денияrанаrlогичн9с тсm,

коrорýе ,{оrивирурт принятhе (истинность) гaпоrеэч hl , ,оr,rо

убедиться в ,or,l, что суцествуот, по-видимоriу, достаточнче ос-
нования для пр"rяrrя гиarотеэu Е!.

гипотЕ3А Hr . Для всяко?о J = о,...|, еслч mео-

рил WТJ цепропцворечuва, по пеорuя YIt+\ не-

пропuворечuва.
Приrеri гипоте9у gl . Тогда (ввиду непротиворечи9ости

W1!0) непрот"ворсчиво.i будет теорпя UTl+1 .Пчст. ф+r -

предмстная облвсть теории WЛtФl , а tL1+ 
1 - совокупность

'1
всех l-нножеGrв, входяцих в Ur!+i. Ъ.*о убедитьсr, чrо

ц}*1 о"дa, предветной областьо теорr,. CTr+r , если l -r.ю-п_

хесrэа наз9ать классами тсории CTr+1 , О-мнdестэ8 - мноше-

cтBarr,l теории CTi+r , a свойс?tо l-r.HorecтB "6ttTb 0-rqHole ,

cTBoI.|" назвать свойство.i класса |'бUrь HнolecтBora|' (иlцукцией

no j доказuвается, что для эсякого J S i+1 , если некото-

рая Ш-свертка принадлсхит .cvnn" Bfr , то соответствуш|а,
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эrой l|-cвepTKe fо -свсртка пшнадлежrт .pynn. ЗЁ " .pynn.

-lý принадлеrатсоот.етствуOие (д.ойст.еннrе) ll.-свертки
при Д =t,...,(t€)_J) . Этив закончим обоснование утвер*-

дснlя lr.

Gледствиев утaерriдGвrй 2-4 являстся

УТВЕРШЕНИЕ 5. Теорuя ýff цепропчворечuва.
Раауraеется, это уtверцение не дока3ано, а только обосно-

вано, причaв обоснованис этого утaерrд€ни, опи;Еется ва приня-

тие гипоте8 Er , t . 0,1r..., каt{да, иЕ Koropux является,

по сути, (овсчной конъонкцией гипоте8 о допустиl.iосrи той или

иной ра3новидносrи почти неограниченного принципа с!сртчвания.

бозн8чив черсЕ ВТ Teopr.o r.Ho{ecTa, получаш)alос, gg

8ТО за,.еной группr Bfi ". l.nvnnv fo
raаксrliальная теория riнoliecтB, строяllaяса средстваl.и теории

ýСТ . Ясно Tаxre, что Uш буоa, предr{етюй областьо теории

8![ .Если ипеть в виду тот эписте!юлоrический сrtrcл, хоторьlй

инепт аксиоriч группu D в конт€ксrе теориl C|Etrl .0,1,...,
то ,lo|llю сказать, что в теории Slr акGио}.аriи группч D по-

стулирован почти неограничGннчй принцип свсртllваниi для ý[-

вно|*ёств.

ý3. 0 фекоторr.х теорецах 8СlЕ о сjцество9ании }i|rошестэ

пРЕДЛO ЕНИЕ l. 8 gОТ ёоказаела Ц-сверпка Sal,

зJr Vx (8€ у фа, l z) .

ДО(А3АТЕЛЬСТВ0. Рассrrоrрим класс Io такой, что

Yx (х€ lо._ u(х) & х l х)

(с)лцестэование класса То следует из (подходiцей) аксиойr,

групru С ). Слсдстэиеrr (пqдходяцей) аксио..ч группI D будет

Ш(tо )._. Vr (Х l Х - I€ Io).

. Ясно, что 8П -
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Jlоскольку вtполняетс, уl (l = х) , то ti(Io).
НножеGrво, определяепое ll-свсрткой 8Y{., , есть пустое

йноiество d . Оr*rr", что в 8оТ доказуеlrа (aвид), подхо -
дяцей аксионu иа группu В ) С-свертка ill YX (Iе t е.
..- XlX), опрGделяrlqая пустой клаGс. 8 силу аксиоr. Дr ,
Д, пустое }rнoжecтBo и пустой хлаGс совпадаDт.

ПРЕДЛOrЕНИЕ 2. В scт аоtаэаеда u-саерпка Ы!2 :

Vtr,t, 3yVx (хе у-. Etrv Etz) .

ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. РаGсr.отрrв класс tо такой, что

YX (Х€ Io ".. rt(x) а (х= trv х= ta))

(суцествование класса Iо
Следст!иеri аксиоr,Е группч D

Предполоrим, что lШ(Yо

следует йз аксиоllн гр)ппв

будет

с)

ш(то) .- vx ((х= trv х= t.) - х€ Iо) .

кол, что (Хо=

с"оль*у Ш(Iо )
йножесrttо,

рядоченная па9а

определrейое Х-сверткirй 8lla , есть неупо-

ttr ,t2 }

. Тогда слествует класс Хо та-
) n IоУ Io - противоречие,по-t., V Iо=,

)
t.

прЦЛОrЕНИЕ 3- 8 gСТ ОохаэаеАа l-сверпка Ыl

Vt ]у Y8 (re у.- J! (z€ t& r€ z)).
,I

ДШАЗАТЕЛЬСТВ0. Р.Gс,.отрип класс lo такой, что

vI (I€ tо._ ш(х) & 1а (zа t & хе z))

(Gуцествование класса ro следrcт r.rз аксиоtоl rруппu С )

СледствиеN аксиоиu rруппr I) будет

ш(tо )... vx (]z (z€ t & I€ z) + I€ Io).
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Предполоtliиll, что 1Ш(Iо )
Zo такие, что (Zoe t g

. Тогда с5ацествуlот классв Nо

го, используя аксиоху Д, , последовательно 9ьl9одии

. Ш(Хо) Учитuвая определение класса Io ,получаеr.r

!д( zo )
Хо€

€ Io . Проти9оречие.

}lнorecTgo, определяемое Ш-сверткой

xecтBo-cyiir,ra ввохества t .

пРЕдлOхЕниЕ ц. В ýст )оirазуе;qа tД-свериrсr ýfi"

Vt Зу V: (хе у .-, Yz (ze t -о zе t)) .

ДО(A3АТЕЛЬСТВ0. Рассliотрин класс Yo такой, что

vx (х€ rо..-о ш(х) &\z (ze х -о z€ t))

(существование класса Iо следует иэ аксиойu rруппu С 1.След-
ствиеl4 аксиоt ч группч D будет

ш(хо)._Yх (vz (zc х + Z€ t) + I€ Yо).

Ilредполоrtим, что 1Ш(Iо) . Тогда суцествует класс Хо та-

кой, что XoSt " Xol Yo , где через Хо 9 t обозначе-

но вчрахение VZ (Z€ Хо -о Zc t) . lз Iо 9 t и аксиоrrч

lп вuвояин Ш(Iо ) , "rо 
влечет Io€ Io

}lнoшecтBo, определrеraое Ш-сверткой 8Wa , есть HHore-

ство-степень HrorecTBa t .

В дальнейлеr,i Форнулу

Хо€ Zo) n Хо/ Iо . Из лерво -

ý19, , есть rrHo -

rP".1 r... ,Р.., j , "
которой перененнUе р1 ,... ,lдt ,!лrотся Ц-перененнrми, 5у-

d (U**., ,..., Р,.+r ) , а Формулуден обо9начать чере3

о[ , ! которой переr.еннtе

соаер-
форцула

Vllr l "' l Vl*rl*a
V1 r... r9* являэтся C -nepcrrcнHчrira, буАея обозначаrь че-

р." ОС( v"* 1 ,...rvk+r).
прцлшЕнl{Е 5. Для всякой форлула 9 , не

,ацей счлво!ла L , еслu в ýlO! 0оказgела
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Vtr ,... ,t* Vx (3ty ФШ(х,у,t. ,...,th) &

& yI (E(y) + roc(x,l,t., ,.. . ,t,.) )) ,

,Io б ýст аоrcазуеда U,-сверпка ý"sФ

Vt1 ,. .. ,tE Vt Эу !х (ze у .+

*lz(zet&#(z,x,tr

дOкдздтЕльств0. Пусть о - Форriула, для коrорой вь.полнr-
еtся усло9ие преJUlо{енrя. Рассr.отрих класс lo ,акой, что

vx (х € Yо F. i,l(x) & ] ! (z€ t &d(z,x,t1 ,...,t\)))
(суrцестgование класса Io следует и9 аксио!ш г9уппьt с ).
Следствием акGиоич aруппч D будет

,...,tk)))

l!(To).-.Vx (1z (ze t & Фс(z,х,t1 ,,..,tL))

х€ Io).

П9едпоrюжих, что ]}i(Yо) . Тогда с)пцествуDт классu Хо

Zo tакие, что 1zoc t goс(zo,xo,t' ,...,t.), хо/Iо.
ясно, что t;(zo) . из b(zo) , co(zo,xo,t1 , ... ,t.) ,
условия п9едлоrения следует rPT(Xo), т.е. Ш(Nо)Т З*аrпr,
хо€ Yo

Из предлоrефий 1-5 следуеr, что теория }tвox(ecтB S Т
строяцаясл в paмKax ýlC Т , не слабее теории r,rHoxecTB ZEo ,

.lолучаlоцейся и3 теории ltервело-Френкеля ZFC исклDчениеr. ак-
сиох вuбора и бес(онечности, Это обстоятельство далсе будет ис-
поль3оваться. Буде' использо9аться такхе (ввиду аксиох гDуппв

в) то сбстоятельство, что если li-Фор"ула # доказуема
ь Zlo 

^ 
(следовательно, в ýСТ ), то двойственная ей С-Фор-

нула 9v доказуеr.а в SCT
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0пределим свойства r/tнoшecтB ||быть транзитивным" ТJ(Х),
"6ыть линейно упорядоченнчlt (отночlением € )l| IДШ(Х) , "бuть
фундированныir" шШ(х) и '|быть !Д-ординало"" о#1-) :

тJ(х)с-+ Vz., ,zz (zt€ х & zz€ zl о zrG, х) ,

IдM(x)*.Yzr rz" (z.t€ х & z"€.х +

гпМ(х)._+Vz (zgz а z/6 -
-)z.t (zf z &Yz" (z2< z - z"y' zr))) ,

ооМ(=)._ тJ(х) s. L,.М(=) & FпМ(х) .

Если выполняется OnC(X) , то класс ! будеrq называть

0 -ординалоl,t. }'lHoxecTBo Х будем называть конечным }l-орди-

"ало,.i 
(писат" ОФ(Х) ) тогда и только тогда, когда выполня-

ется

о"М(*) &Yz (zl б bk = хy zc х)- ]у (z = у u {у})) .

Если выполняется OtO(X) , то класс Х буде^r называть конеч-

ны}t С-ординалоr.r. 3аметим, что в OfC(x) символы ý, 6rU
, {...} обозначают понятия, двойственные Teir, которые обозна-

чаlотся и,{и в Форl"tуле of,M(x) : Х€ yr_+ VZ (Z€ Х + Z еХ) ,

6= {z|zlz}, xuI =tzl z€ Nчz€ y } и tх} =

={zlz=x}.
ПРЕДЛШЕНИЕ 6. В ýСТ )оrcазуема М-сверmка Swg .

f yVx (хс у-. ofШ(x)) .

ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. Рассмотрим класс Iо такой, что

yx (хе tо._- lJ(x) & оД($ )

- 21= ZzY Zr€ U"Y Zre Zr) ,

-



ствиеr. аксиомьl группu D будет

ш(rо)..- vx (оfС(x) - х€ Io).
ПредполоIиrr, что ]};(Iо ). Тогда найдется класс Хо

,"rо OfC(Xo ) и Хо/ ro Поскольку иrл€ет

VX (OfC(x). 
'{(х)& 

ОД(Х) ) (что доказцвается иа

&О#Ф) индукцией по конечrфrrl С-ординалаrr), то хо
конечнuй !l -ординал. Следавательно, Хо€ Io

такой,

место

есть

ш(l) &

ё
HrroжecтBo, определяехое lД -сверткой 8ýI" , есть rrини-

лlальнuй бесконечнчй !' -ординал, доказуеиосtь 8ý5 в ЕЮТ
указнвает на то, что в ýclB доказуема аксиоriа бесконечности

ZF 0тr.rетиr.r, что в ýСТ доказуема (ввиду подходяцей аксио-
r.rц из группы В ) С-свертка ]IVХ (Х€ Y.{ OfC(X) ) ,

определяDlllая r.ининальнuй бесхонечнrй С-ординал, которuй, од-
нахо, соgпадает с йинийаль}lчх бесконечнuи tД -ординалок.

теперь ясно, что теори, llHorrecTB ýТ не слабее теорrи

*i'ol*ecтB Ztr . Следовательно, если tД -Оорrrула d дока -

зуеяа в ZF , то в ýоТ доказуе!u ё и (ввиду аксиоrq

rруппu В ) двойственная ей Ф" В дальнейшен это обстоя -

тельство будет, как правило, лодраЕуйеэат ься.

в дополнение к ранее принятýD. соглалёнияи об обозначевиях

при!4ех новuе, при этои (стандартнuе) понлтия теории rlнoxecтB

ZE будут являться }l -понятиями теории ýlOlE , а двойствен -

"uе и" - С -понятияии ýСТ . Если череэ Р сrбоэначека

Ц-лере*евная с обласtьр значений 1 Хе Uц l Фt*) ), то

через Ё' будет обо3начаться (двойстбенвая) С -переr,iенrая

с областьо з*ачений {Х€ U l ФС(Х) }. Есл, в Z8 докаЕуева

Форйула l: I d(х) (значит, а ýСТ доказуева эта }I-Фор-

1,1ула и двойсrвенная ей зlх Фс(х) ) и если через р обо-

значева l[-KoHcTaHTa такая, что d( р ) } ,о чере9 ,Р
будетобозна.rаться (двойственная) С-константа такая, что
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оС( вС) . Если через р(х. ,... д*)
введенная э связи с доказуецой в ZF ld-Форlлулой

сбозначена li-6ункция,
V*.,,",

.,.,х* Jty d(*r,...,х*,r), то через рС{хr,...Д*)
будет обозначаться (двойственная) Ффункция, в9еденная в свr-
зи с доказуеиой в ýСТ Q-6ориулой VXr,..., Хk]!IОtХI,...
..., Xr,I). Если через p(xr,...rx*) обоэrаче" l[-предикат,

вь.рахtаеяuй ld-Форнулой. СШ(:.,...,х.),то через pO(Xr,..,
:..,Х_ ) будет обозначаlься (двайственный) С-предикат, вý9а-
*"""rf Ффоо""пой ФС(Хr ,... Д*). Верхний индекс С у обо-

зrачеr"я р' будек, как правилоr опускать, еGли и3 контекста

ясно, что этQ С -вuражение (так ухе ранее делалось при исполь-

зовании обозначениа 9, 6, |J п t...) ) ,

Буквами О!r9rY (Bo3l.iox(Ho, с индексаяи) будем обоэхачать
(tF) ордr*"л". Орд.налu-констант " i,Фl ,Ф,Ф)},... О"-

деl.r обоgначать чере3 0,1,2,... Чере3 G+1 будеr,r обозначать

ординал С U {а) . Будеr говоgить, что ординал С! яеньце ор-

динала Р (писать С ( Р), если и tолько если cr€ В ,3ались

с S Р будет означать с< Pvc =Р
Начальнше (т.е. йининальнuе из равноt.оlлвuх) Ш-ординаlъ

будеп назuвать ( ti- )*"рдп""п""п . Бесконечнuе кардиналu будеи

обо3начать чере9 Фе и будем предполагать , rrтo оо есть счет-
ньaй (яиниraальнuй бесконечнuй) хардинал и что для всякого отлич-

}lого от 0 ординала сa кардинал (лсЕ есть l'lиниr.альннй из кар -

l]li]]i; ilii]-]}:: :::":f 
,.[,; ",,.l]"!l]];,,]]' T"]i]"-"'I

чена ll-Функция (если |lнolieclвo :t не я8ляеrся ординалоl,t, то

(наприr.rер) о(х) = шо ).
Через cf( с) будем обозначать конФинальность с , т.е.

наиr.tеньutий ординал В такой, что найдется сохраняццее порядок

(( ) отобраl*ение f: [j .o с , область значений которого неог -

раничена в с . Кардинал ос будем назuвать (слабо) недости-
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воряет трех условиям: а)

(oс удовлет-
оf(ф.

ОРrl < roo )!

циlнrl (писать ПёШ( trtJ ), если и только если

ц)с регулiрен, т. е.
- Фо i б) о., прэделеф, т.е. VP (ou < to,, -о

" в) Фбg несчетен, ,.е. Фо < ll)с! .

ПРЕДЛШЕНИЕ 7. 8 scT Ооtаэуело суцеспоованuе сла-
бо цеOоспuruдо zо \-tсарёuнала.

ДО(AЗАТЕЛЬСТВ0. РассrФтриr. класс Io так(й, что

Yx (х€ Iо.-r ш(х) & о"Ш(х) &Vz (z= х vz€ х ф

ф fidШ(о(Е))))

(сlдествование класса Io слсдуст иЕ аксио.lrr rруппч С ).Слеп-
стмех аксиоr.н гDупп9 D будет

ш(то).-.yх (оос(х) е vz (z=х,ч zex ф

ф llTdc(o( z) ) ) .о х€ Iо ) .

Предполоlttим, что rtrt(Xo ) . Тоrда найдется 6-ордrr"л с!
такой, ч,о Vва(рОs с3{ rшdС(Ф(9С))) n о!{ хо .и" no-

следнеrо следуе, ,rШ("!) (trocKorrbK]r ti(cr! ) "r,.*.,
{ a 

'о 
). Используя трансФ4нитнуо и}яукцио по О-орАиналаrl,

из Фактов nr(o) " Ш(а!) вuвод.r. с!лцествование С-ор -

д",",," в! та(ого, что в!=а!, rш(d) " vTC<B! шtfl.
ясно, что вuполняется 1ШаС(O(Рg)) . Поскольку 0-кардинал

ro(f) ," иокет бuть счетнчн (вмду В! l О l и не южет бýть

непредельнuи (ввиду УоС (Ш(tч(аС)) - Ш(лl(сС+1)) ) l, то

С -кардинал at{) нере.улярен, т.е. и еет i.есtо

ёfС(ФФ.:)) < 
"(вЗ). 

flус,. 1С= cfc({,,( р3 )) и область
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Еначений С-отобраrения t!: у! -to(B!) "еогра"п.,е"а в

Ф(в:) . используя VTo< в! rt(чС) n v'c (ш(с.С) -
- Ш(Ф(ссС))) , получаеi,l сфачала VTC . d m(tl(T0)) ,

заrеr. (ввиду определенrя с-Функции ro l Vас<о(;l!) ш(сс)

и далее Ш(1!) . а". последних Факта влекут !r(f:( еС))

-" ..., оС ( y! По"*оп"*у область значений Функqиr f:
неографичена " 0r(Р3) , то Gy}lltta класса Zo = if!(crс) |

"С< т3} совпадает с С-кардиналоrr ol(P!). B",av Ш(Zо) ,

cyиr.ra класса Zo есть ri}KrпecтBo. Следовательно, будет

Ё3) )

о)

и (так как вЯs,O(рg)) ш(р:).}i(

1lt привеJrо к противоречир.

Предполоке ние

Такия обра9оrа, ,}.ее, иесто !d(Io). Оraод" следует, что

в ýОТ доказуеrrо суцесrвоgание инох(есrэа Уб r для которо-

го эýrполняется

Vx(:e yo._olrШ(x) а Vz(z= xvz€ хф ]IId!д(O(z)))) .

Ясно, чtо уо - оодинал ( уо содерr<ит только ординалurи если

некоторuй ордrнал с не прaнадлеt{ит taнorecтBy Уо , то все

ординалý, превu{lаllцие С , Tole не принадлежат 
"юхеству Уо }.

ЯGно Taкle, что rО(Ул ) являеtся иrниlrальнЕrr слабо недости -

жинчr.r tt -кардинапо" i,rЦаШ1"1Уо ) ) "."о."*,"о, поскольку

мечет уо € уо ).
Ьвестно, что в Z8 суцествование слабо недостшимого

к|рдинала не дока9уеrrо. Следовательно, теория мноцеGтв ýТ ,

стDоящаяqя в parrkax ýот r сильнее теории шнохеств zE.

(

т

Ф

(
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ýlr, 0 некоторuх теоремах SCT
о несуцесtвоэании lrнoxecTB

прЕдл0)IЕНиЕ 8. В scт dоказуело опрuцанuе |Д-сверп-
Ku

]yVr (хе уф+ х = х).

ДО(А3АТЕЛЬСТВ0. Рассйотрий класс Iо такой, что

YX (Хе tо.-.

(суцествование класса То
ствием аксиояьt группu D

предпоrlомй

ш(x)ах=х)
следует из аксиоiiu группч С ).След-

будет

Ш(Iо)._.yх (х = х -х€ Iо).

, что tД(Iо) . То.да будет, в частности, вчпол -

хu

нiться Yo= То +Yо€ tо , что влечет (ввиду Iо = Io)
принадлекность Iо € Iо Последнее HeBoзl.oKHo вaиду аксио -
* Аz,

пРЕдлOIЕниЕ 9. Д ýст dоказуело опрuцацuе \-сверп-

fyYx (хе Nф zl, z) .

ДШАЗАТЕЛЬСТВ0. РасGl,tотрий класс !о такой, что

vI (I€ Io- ш(х) & х/ х)

(суцествование класса Io следует из акGиоlrш rруппu 0).След-
ствие,,{ аксиоиU группч D буАет

Пt(tо)"_.YХ(Х/ Х + I€ to).

Предполоlм}r, что Х(Iо) . Тоrда будет, в частности, вgпол -

""r"с" Iо У tо .о Iо € Iо
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tu

(суцсствование класса

стсиеri ахсио}lU г9уппt

Io следует и9 аксиоиu группu С ).След-
D будет

аоказ!ело опрuцацце t-сверп-

пРЦлШЕниЕ 10. в 8ог dоtазуецо опрuцахuе Ш-сверп-

]у Vx (к у-" gцШlх)) .

ДО(AЗАТЦЬСТВ0. Рассlrотрин класс Io такой, что

vx (х€ tо..- ш(х) & ФШ(х) )

t{(Iо).,Yх (оrС(х) -r I€ Io).

Jlgедполо{ии, что Ш(Iо) . Тогда будет, в частности, 9lпол -

,"r"." ФС(tо ) -о Io € Yo , что .лечет (ввиду ФС(Yо ))
принадлеrность Io € to

[lредло ения 8-10 показuваDт, что теория ýСТ свободна

от логических антинохtiй' Кантора, Рассела и Бу]rали-Ърrи.
ПРЕДЛOrЕНИЕ ll. а 8СТ dоказуело опрuцанuе ЪcBeptTt-

кu

YtlyV:(xey._tgx).
ДО(AЗАТЕЛЬСТВ0. Paccrioтpxr. класс to TaKoJl, что

VI (I€ Io , ш(l) &t gx)

(суцестэоэание класса Io следует и9 аксиоху группu,С).След -
GтвrGм ахGиоral группr D будет

rr(rо)+.у1 (t g х - х€ Iо) .

Предполоrик, что Ш(Iо). Тогда буде,, в частности, вчпол ,
нrтьGя t 9Io -oIoe Io , гАе Iо= t U (Io } .Поскольху

t S Iо , то Хо € Iо . alослеанее противоречи, 91gиоrlе Аa
эвиду Io € Io

прЕrцшЕниЕ 12. в ýст
Ku

l8l



ily vx (:е y.-".!zrp, (х=(zп,з.))).

ДO(А3АТЕЛЬСТВ0. Рассr,ютриr.r класс Yо такой, что

Yx (I€ lo- ш(х) &Jzl,a2 1д . {rr,z.}))
(суцествование класса ru следует из аксrонu группu С ).След-
ствиен аксиоиU группU D будет

!i(Io ).-.о Vx (3zr,z" (х = (zr,z.}) -о !€ rо) .

Предположин, что Ш(lо
з z{z2 (хо= {zr,z2

).
})

.тогда,a частности,будет !Uполнятьс,

+Iо€Iо , rяе

Следовательно, будут 9фполняться Iо€ Io и

Следуплие два предложения показrrваот,что EICII свободна

от двух (ра9нотип+нх) антино.4.rй, найденнцх д.А.Бочваро.. t3,
c.3l9].

пРцлшЕниЕ 13. В 8от ооказуело опрuцанче !-сверп-
кu

f,yVx (хе уф v, (zet - z/ il).
ДОКМАТЕЛЬСТВ0. Рассrrоrриr. класс Io такой, что

vr (х€ to - ш(х) &vz (z€ х - z| z))
(суцестаованrе класса Iо следует из аксиойu группu С).След-
ствиеl.i аксиоl"|ll группu D будет

ш(tо)l+Vх (Nz(ze х ф z| il + I€ Io).
Предположиlt, чlо Ш(tо). Тоaд" будет, в частности, вuпол-

вяться ýZ (Z€ Iо - Z|, ф ф Io € Io ясно (ввиду аксиоидt

А . ) , ,.,rо VZ (Zе lоф Z У Z) .Следоваrел""о, Io € Io .

ПРЦЛOХЕНИЕ lЦ. В ýС[ ёоtазуело опрuцqнце !-сверп-
кu

JyVx (х< уG- 1]z (ze z & r€ z)).
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ДОGЗАТЕЬСТВ0. Расс|,iотриrа класс to такой, что

Vx (хс то)е+ ш(х) & Y! (zе х - х| z))
(с)щестэоaавие класса Iо следуеl иа аксио.ё| группý| С). След-

Grэиеta аксиоral rр5rплч D будет

Ш(Iо)._Yх (vz (ze t - х'{ il - Х€ Io) .

Предпоrlоtхия, что Ш(Iо). Тогпа будет, в частности, вuпол -

няться YZ (ZC Iо. Yo/ Z)- Io € Io. Ясво (ввиау аксиоiu

А. ), что YZ (Ze tоф Iоl Z). Следоваrель"о, Yо€ Io.

3акл|очение
в ,еории ýСТ аксиоиаr,rи групп д и с вчраженu, по су-

ти,rеоретико-raноlесT веннuе идеи, представленнuе аксиояаrrи (ко-

нечно, не эсеr.и) теории хншеств Е [2].Из этих аксиом нель-

зя вUвести ни одrюго предпохефиi о суцесrвоэании какого-либо

конхреrного i{ноаестэа. Ничеrо не rоворит о сучестэовании конк-

ретньaх л.ноrеств и соэоr<упность аксиом rрупп Д, В и С . В

8С l! единствсннuп tеоретико-l,.фопественнgх постулато|., п9едоп-

ределrЕциr. суцествование конкреlвuх }rнопеств (BrpaкeнHýlit аксио-

йайи группu I) в контексте всех остальнчх аксиоl.. Teoprn ЕS!!}
являеtся почти неогранrченнчй принцип свертuсани, Ъ : все

cвojicтBa r.Hor(ecTв, Фop..ryrtrpye..i8e в терliинах только мHolrecтB,

сaодимll, крохе тех, сводиl.iость Koтopux приводит к наруUенио

расселоэского принципа порочного круrа. 0казалось, что следова-

нlе это},lу постулаrу поgaолrет вчвести суцествование hе только

тех иноlеств, cylecтBoBaнre которшх доказуе о в z8 (и в Е ),
фо и тех, суцествование которuх в zE (и в Е ) не доказуеr.о

(заметин, что и3 дока9аrельстэа предложения 7 нетрудно yc}rot-

реть во9!юt(ность докаgательGтва в gCT суqествования целого

рrда болылих кардиналов [6, c.92-97]l сильно недосrихиriчх, сла-

бо/схльно гипернедосlихи!ýlх и т.д.). 0ка8алось также,что следо-
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вание эrоt{у l1осrулату позволrет, ло-сидиl.iо}rу, обойти все тео--
ретико-raнокественнче парадоксu.

Принятuе э данной работе теоретико-riнФсственнЕе представ-

ления, приведшйе к Форiaулировке аксиоli теории ýСТ недоста-

точхU для обосно9анного введения аксиоич вuбора.Такая ситуация

не является, по-видиrому, случайной, поскольку пtlинцип вчбора

ииееt скорее всеaо логическуо,а не теоретико-мнопественlуо при-

роду. Логический характер принцип8 вgборa продеfiонстрирован в

[5], rде использование в базоаой логике tеории логического опе-

ратора " т- " и ("l такой, что'|) лоэволило при построснии

теории HHollecTB в объеrlе ZEC обоiтись бе3 теоретико-riноlttе-

стэенной разновидносtи принципа вrбора. Естественно, такой х(е

результаl |{оано получить, если в качестве логической ocнoвu

теории r"iнo)recTв вэять исчисление п9едикатов с ФункцияfiDr (и ра-

венство ) и с |'собственньпiи неопределеннчilи ОalИСаНияr.иl' [ '{,
с. l99-205]. Такий образол{, поскольку аксиоиu ZF ,утgерr<даlо-

щие с}цествование конкретньlх l'|нояеств, и двойGтвеннце иia С-

боркулu 8СТ являDтся следствиен (в коhтексте aкcrorrl групп

А, В, С) почти неоrраниченного принципа сэертъlвания,то r.or(Ho

считать, что следствием этого ше принципа будет и akcroiia Bu-

бора для нноtllеств (такке и аксиома вuбора для классов),но след-

cтBrer. не в par.rKax "чистого|| исчисления предикатов, а в ралlках

исчисления предикатов с операторо}r " !х " илй с Функциiми ь

"собственнuни неопределеннчtrlи описанияци".

Поступая традиционнuri обра3ом, введеи аксиоку вýбора для

классов ( (lФорr.rулу) Е в аксионатику теоDии sciт . полу-

ченнур тео9ио обо3начий через ýgfЕ . Ясно, что теория riнo-

rеств ý!!D , сlрояцаяся в pa}iкax ýс[Е,6удет не слабее тео-

рии rlнохеств Ef , пополненной аксиоr.Фй вчбора для r.ножеств

ЕШ ( l&Фор"уп" # , д"ой"rве".ая Форл.уле в ,доказуе}rа в

ýCllE). Следоэательно| t ox(Ho утверядать, что э контексте ак-

сиоrr групп Д, В, О прrнятие почти неоrраниченноrо принцrпа
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свертчвания обусловливает (в оасlциренной логике) принятие как

теории riнoжecтB ZEC| , так и более сильной теории ýЕВ .

Вполне вероятно, что в SОД8 (как и в ZFС ) континууr.r-

проблема неразреши}lа. Если это так,то дrrя разрещения контину-

уr.r-проблеr,rý мошет оказагься полезной идея косвенной экстрапо -
п"цпп (n.peHoca) свойств конечнuх йно(еств на бесконечнuе [7].

Автор вчраlrает своо благодарность Н.В. Белякину Еа ряд

его Becb,tla ценньaх занечаний по данной работе.
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