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ФЛЗИЧЕСКАЯ СТРУКТУРА КАК ПДРМЕТРИЧЕСКИ ЗДДННДЯ

гхпЁрпOвЕрхнOсть

О.И. Кулаков

Теориr 0и3ических ст9укт)rр э какой-?о степени представJrя-

ет собай по.!uткi "6уфакизации" фrзикr, пср€с}.отра ее oc}ioBa-

нrй с единой тоtlки 8рения, э оG}lоlу {оторGй laiecтo нескольких

различнчх полуинтуrти!нUх понrтrlй, таких хак пространстaо и

aремя, вgаипqдеfiствиa, чостиqц и поп', поло ено qдно €дrнст!ен-
юе понятие - Фlзичссхая струхтура.

по сути дела, тaоDия Фr!кчаскrх структур прсдсtавляет со-
бой особrй раздел Физики, ! Koтopoii иаучаетс, специальнUй эид

GиraraQтриr, накладuваqtrй суцсств€ннче огранrчениi на !оапо нuй

aид (мзич€ских !a*оноa. ocнolнbhl объектои теории lDизrческrх

структур я!лiDlс, оtнqrcния равноправия и азаииосогласован -
Hocт}r, сФор}rулирооанньЁ в на}.6олее обlе и абстрактноц виде.

Благодаря этойу данна, теория по!волr€т, п9и соответст!у!qей

интерпре?ацIil., рассraатривать с единой точки 8pCHr, савце раэ -

лrчнуе Фио.'lческис т€ории, такие как г€оr.сrри,, r.CxaнrKa, эrк)кl-

родинаa.l.ка, кaаитоlat r€ханика, 1,1, как показали последние рабо-

тч О. С. Влади}rrрова [1-3], квавто!ая злaктродинarrика , Teopxi

электрослабц взаиr.qдейст!lй вай}берla-сsла}rа, квантовая хро -
l,рдина!.rrка. Главной эадaчсйrстоi|эй перед теорr.сй Фиэическltх

структlrрrrвлiетс, со8дание особо& хетатеории, обlекtов иgучс -
нr, коrорой,aлrOтс, не отдgль}r|е lИзrческие ,влени, и KoHKpel-
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ные объектý, а €аr,tи фи3ические теории. При этоlr важнейший ре-

зультат 1,еории Физических структур состоит не столько в описа-

нии и предскаэании отдельных конкретнчх Физических явлений,

сколько в установлении обrцего принципа, по9воляýцего объеди-

нить пестрое многообразие различнцх Физических теорий в единуо

систе}tу, в понинании глубоких причин с}4цествования и единствен-

ности известнUх Физических еаконов и соответствуццих Физиче -
ских величин и понятий, в указании общего правила, по которо-

}ry строятся Физические законч. Таким образоtt, в отличие от

всех су|цествуlощих физических теориfi, ка,кдая из которых описы -
вает вполне определенный круг конкретных явлений и Фактов,

теория Физических структур по9воляет, увидеть и понять строение

Физического мира в цело}t.

Что же 16ц99,физическая структура?

. К понятию ФизическоЙ структурш l.totKHo подоЙти с разных сто-

рон. Физическу|0 структуру l,toжHo рассltiатривать как:

l ) обобщение понятия скалярного произведения и соответст-

венно определителя Гра}tа в линейной алгебре;

2) обобщение понятия квадрата расстояния и соответственно

определителя Кэли-Ненгера в евклидовой гео.{етрии;

3) обоfuение ..4етрической гео}rетрии на двух мнохествах раэ,

личной природы (геоr.rетрия на 1.1ножестве |lбелuх|l и "черных" то-

чек) ;

4) обобщение понятия группы;

5) ofuyro теори|о бинарных отноцlений r.lежду объектаl.|и одина-

ковой или различной природu;

6) обобцение понятия инвариантности Физического закона от-
носительно выбора систе}iы единиц;

7) чисто геометрическуо теорио гиперповерхностей в ,"lного-

r,rерных пространствах, обладаоulих некоторой "внутреннейl| симиет-

рией.

0становимся на расс}.rотрении последней точки зрения.

а

ý-
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что такое Фrlrческий закон?

В об|чно понинасr{оr. сr.uсле этого сrюва Физический аакон -
это свя9ь 

^,|еп,|у 
наблqдаеl.ш.и Фиаическиl"0l вqпичинэми. н!прийер:

р = 9{чд,ц) или закон

I

0'.а I -- f(U,R) n,.n,
Другиt и слоэани, Фиаический за*о, - этЬ 

""*оrор"" 
(В-lЬ

r.ерная гиперповерх}rость в Д-r,€рно}r ариФцетическоt прост9ан -
стве. Эrа гrперповсрхносrь }roKeT бuть 9адaна пибо в яaноп ви-

де, кaкrфапример, В = t(XrY) , либо в нaяэноii .иде

O(: rYrZ) ý о, лlбо . параiiетрическо.t вrде
а, 8(u,v),
у = у(чл),
, = !(ч ,v)

у9авненlе состоiниi реального rаЕа

Преtце эсего paccraoTpxн вопрос о числе пара}.етров

обхоАи,цlх мя описания а-}rерной гиперповерхности в

}aepвol. пространстве.

0бlчво счrтаетсi, что длi 9того необхqдrirо 3адать

Фtlнкций д нсзавrсиr.Uх napal.teтpoв:

8tý 9r(Ur ...., U.) ,

to+to 9.+t(Цt ,..., Ц!)
таких, что

бОл

D ,нс-
(п+О -

д+1

aOr

lдбтj

гI]

t

оо.., 0Qо+ t

п
з l.

п arn

Дсйсt!rтGлью, дJt опraса.lrя raетрики вфутрсllней rеоrетрии

з-.{ерФй полсрхности ф;tз ЧвдРЪu9, сlрэ1,2; ...,в,
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необходийо tlt (]' TorrbKo Ц ) нс!аaиси..$lх пaDахстров 1l',...
...,ца . Однsко если рaчt идет лtlllь о пар&aетричсскоri задаltхи
а -}€рной поверх}юсти,?оr 3 прalнqипе, для се 8адания вопю взrть
Д+1 Функций D> а параr€тро.:, tr= q(u.l ,... , 5) ,

al+t= 9л+t(Цl"", \),
Но ! этолl случае эт, оуфкции Jrre не .ioryT 6otть coвaplteнHo про-
и8эольнчraи, а доrfiafl фlть согласоaакU ..Glцу собой так,' что6ý
по-прежне}iу

a9r

гд

а9.t

0орl

J

щl = д.
69а 0 9o+tl

Тек, наприr.ср, сФера единrчного радиуса t8+ Yt+ Zt= !
южет бuть заrисана э следуш€r параriетричэско.a преаGта!л€нииl

1

I = чaсоa цaGо8 ц, r

у Е чrсоз цаaiэ ц,,

ац аъ

t-rr|coз 8rr
п

заri€тиa,l, что параветричеGкое 9адание ка|(ой-либо гиперпо-

верхноGти предоставляa? aораздо бdлaщ"е !озriоlности дл, ее и3у-

чефиrrне ел, непосредст!сфное сс задание с поraоllьlo коо9дина' в

'вной 
,tпи феявноr. эlде,чеr. опrсанис сс a раьках rнt,т]Енней гео-

}tетрии, так как тольхо 9веденrе тех или инrх l'иэфtточнtх|' не-

3€aиси!ýх пара!€троl по8aолraт уaarдеть и описать ее BH!,TpCH -
ниеrскDl.тьaс, "э3отерические" структуDu. ,Как rФ| увrяrra ни-

t|le, 3адафие n -йерной поверхности с пot qlbo Р>Д HG3€a}r -
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СИlОlХ ПаРаl4еТРОВ }rotxeт ОКа9аТЬСЯ Becbr4a ПЛОДОТВОРНЦr,r ПРИ РеЩе-

нии некоторчх обцих проблеlir.

Среди различнь.х Фор}t Физических эаконов особое место за-
ни}.lаот Фунда}iентальньaе законьa.

геометрическим образоtt Фунда..rентальнцх Физических законов

являотся гиперповерхности, обладашlие особой l1внутренней.| син-

метрией.

}lы будем говорить, что поверхность

0(I11r,z) = Q (l)

обладает тривиальной симr,втрией, если все переменньaе ZrlrZl
входяцие в уравнение'(l), равноправны }tецду собой, т.е. если

вид уравнений (l) остается неизriеннцм при лобой перестановке

этих переменнчх. Напринер:

: + у 1 3 = О1 (2)

zе+ у2+ zz= а2, (3)

l2+!"+z'+ |g(*аqr",|IЕ) = at, (4)

-2ау2аzz-2(зу+лz+ц)=О l (5)

-'+ yl+ z'+ 4xrz = е! , (6)

(r+у+g)l- 27t7в = О, (7)

цrz з е' (s)

и т.п.
суцествует ли оfuий принцкп, позволяшций ос)дествить даль-

нейшуо классиФикацио тривиально сиrоiетричнчх поверхностей, т. е.

скаgать, какие и9 поверхностей (2)-(8) в како}.-то сr,нсле болеЕ

сиilметричньarчем осталь нuе?

Нечто подобное встречается в lD{зике, когда речь. идет о

lФассиФикации радиalльно-симriетричннх потенциалов. Так, в прин-

ципе, все потенциаrlч вида

I
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U(г)= - С , _Д. atl. аэЗ, a.f
lla!.

a т.п. сиrшетрrчнll относительно группьl пrюстDанстэеннuх эраце-

ний. Но срсдl. перечислсннчх потсфциаj,!ов есть поlенцrаш, в ка-

кой-rо степени болес сиrataaтрrчнtе, чсra все остальнlе, т.е. об-
ладашие дополнительной "внутренней|l сии}rетрией.

Так, наприriер, как пока9ал B.A.tDoK [Ц ]r кулоновский потен-

циал U(r)= -9 облэдает такой дополнительной "aнутренней"-r
сиroiетрией, так t(ак xoleт бцть получен иэ qдюaо толь(о треба-

вания инэариантности трехиерной гип€рсФеш в 4-мернои иlсtульс-

Holi пространстве относительно rруппu четuрехiернtrх lDаценrй

о(4) (rл, более обqей группь. Koнoopxнux преобразований

0(4,2)).
Такия образои, !юrно гоgорить, чlа различнче централь}lо-

сиa.aiетричяuе потенциалв обладаDт или ве обладарi дополнитель -
вой "энутренней|' сиr.r стрйGй. }lo чтобra обнaрlrrиrь эrо, необхо-

диl"D взглянуть на проблgriу с более обцхх по!иций,auйд, за рам-

ки привuчнrх стереотипов.

Итак, tlotlнo ли rовоDить о доalолнительной l'внутренней'| сиri-

хетрии тех или и}llх трr!иально сиr,$.стрrчнui повgрхносrей?

Чтобв понять, что это такое, pacclroтprir несколько простrх

прriероl.

l. ПростейUее соотношение }ielвy рэсстоянияraи на п9ямой

расGi.отрив rноцество вGех сиrллексов g]r=( 1rtsrП},со-
стояцих иа ,рех произвоJlьнl.х точек еaклидоэой прr.Фй. ltr aи-

дин, что Herr|y тр€riя произ!ольнrtви тоцкаии 1rtsrД прrной

суцествует ,(акаr-то нaобччная с!я9ь: с одюй cTopoнr, точки

irtsrд совепленно проиэвольнu и никак не сsя3ан9 друг с дру-
гои, а с другой - это трr квёдрата рассlоаний

a
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а =Itlr Ll

которые не являкrтся произвольныйи, так как связанч нехду собой

а =1аtrtа =18i.l t}

аEr
о

соотноlлениеrlt

01t 1

1

1

I

о 8..

аоtL

а
1

llr ,l}r
(а)=(-1)' tr = 0, (9)D

а аlrt

а

т.е. один иэ ниi является двуэначной Функцией двух других.
Рассиатривая каr*дчй сиr4плекс, ё, как некоторчй единшй

физический объект, йý мохем приписать e}ry три числа - три из-
!tеряе}tuх на огrчте квадрата расстояний. Трактуя их как три ко -
ординатu симплекса @, в Tpex}repнoll ариlD},rетическом простран-

стве Rl , мu Tel,t саичм ставим в соответствие каlцому сиilп-

лексу d, "e*oropyn 
точку " В' . 3ту точку мц будем наЕш-

вать характеристической точкой си}iплекса ё, , a ca}ro ариФ -
метическое пространство lR 

9 
- характеристическиrJt пространство!t.

Факт суrцествования соотношения (9) означаетrчто характери-
стические точкиrсоответствушlие Различнuli си!iплекса}r 6 r 'la
располаrаотся в трехмерном пространстве tR' не произволь -
но, а на некоторой двумерной поверхности, имеоцей вид конуса,
вписанного в первый октант.

Своеобразие этой поверхности состоит в ToaJt, что три коор-

динатьa точки этой поверхности

Х,=*aa Iз="t
I,=""

ИМеОТ Щ, а ИХ ЗаВИСИr.tОСТЬ ОТ ТРеХ НеЭаВИ -
си}Ф.х параметров Зlrtl, I. - декартовьaх коорди"", то""* t,
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krц 
' лсfqriх н. прrюй, !tФайаaтс, с trо..qьо 9дщ

Фухкции д.ух пер€.icфfiх p(Brn ) , ,.е.

tr= 9.,(:a rз.rl.). а.r= е(rar:r)=(хa1)' ,

r.= 9.(Хa.:r rХ.). ta.= 9(:arx.)=(la-x )3, (lo)

rr= 9r(r. л. F.)= "..= о(:.r:.)=(-.1) е.

аада}l, Tol4 ll.8tlхсиr.ýх параNaтра

l. рассaaатрйlaртся !сс эозlilопнuе и! них
парra

(х.rх.) (х. rх. )
(х.:)' l' r'

!lалсе расGlrатри.!стс, о!,нкцrt, двух пере}.Gннrх ,p(Brd -
. (Е _ п)', с поi lьD |Фто9ой каrдой n.o" (Irr-a) .r"""r-
с'r a cooтBeтcтll.e с!оя д!ухиlцексlrая кооJцrната ttr -
. g(x, :.) . (x.-:r)t.

}io!(}ý похааать, что ! эrоr. слtцaе внонест!о точек с коор-

динатаaira

еаl} lr

"r.
,aляется дaунерriой поaерх}.остьо a трехa.врнох пространстaе.

такrrа обрaэо.., Crcтcr.a трех равенств (l0) п]Едсraвлrет сд-

бой трехпaDаfiетрическое задание двунерной поверхност}t в трех -
!€pнora прострaнствс.

другrrrg слоrаиrr,

-О( !ar!, rt ( о,

2. Простейl|ее соотноllЕние веrду расстояниiии на плоскости

Расс1,1отрив r.HorecTao lcGx сrйaiлехсо! da = {trkrnra}
состо lих из чстlр€х тоaек, лaхаlrх ва свl(,|,во!ой плосхостr.

как х в случае п9r|.ой, иеlду четUрDlii точl(аш,l пmскостll суце -

l0



стэует yrc зн8ко..ая Hara с!r9ь: с одlюй Gторо|.tlrточки trtsrЧД
Gов€пlенно проrзвольнt, а с другоl - это ltacTb зфачений квад -

9атов рaсстоrниЙ:

а =18 r =18 а =18lllrlrt.lrtr
1tь

п

1l
аaдl lr lt

al! =lt -a!'

cai8aв}Ux r€lду собой соот llolЕHxeн

i;]
l
lllr. tlll (а)=(-1) С

о1 1

1о а

1 ".. о

1l лr
1а tl

= Or (ll)

оа al
ао
ll

т.е. qд}aн и9 них язляaтс, дaу!начно.i Функцr€й пяти друг}aх.

Рaссцатри!аr каlцtй сицrrЕкG 6a как некотоп,lй еди}чй Фr-
ахчесхий обtект, ,{U ione_ra поставtть eм!, a соотзетствrс qдн), хa-

Dtктеристическур точку в цсстrr€рно. арпШетхческоrr простран -
GTIG lR', a"- a к8чaствa Ga цаст,. коо9дrнат ао9ьией !есtL
иllnерiеr.uх на опUте кsадраrов расстояний а11 ,... , 8aо

Факт сjцсстaоaани, соотноllвфri (l|) оsн!чает, что хар!ктерис -
тичсские точкt, cooTBGTcTBl/шuae рааличнur си.r.,лексам d0 ,
р8споп8гýтс, " 8е a" прои3вольно, а на некото9ой пrти'tер-
ной lхперпо!ерхности.

как }r ! пDaднАуцari случас,lllecтb координ!т тоr.ки, леl рй
на поlерхностх:

I.r= аrr п п Il= адо

I_= аDrп

п

Il= lt Ir=
b

ll



шrCoT дв]aхи|rдGксн)'! прiaроду, а }lx 9аlиси|Фст.r от чaтl.рех rрупп
не8ависиrtц пaраlGтроl - дск!ртовIх (оордrн8т четu9ех то.aск

1rkrЩrП , лспаlих нa е!кл]rдоэой плоскости,

t u=
l r] гп

ос!цестlлrотс, с поrФlьо одной и той r€ Функции чет..оех пaDg -

u=t ], *= []:J, Е:], Е:],

I,leiнlrx g (ё., ,nr;Er rna),

Хr= 9r(xa.Yai x"ryai x.rY.i :о.Уо) =

= .ll = {Хarуa; х.,у.) =

= (х.1)2+ (tr.-У.) 8 
,

Х.= 9r(x,rУ,i aartrri a.ry.i Хоrtrо) =

о !t = о(х,,тa; r.,у.) =

= (хa..:, ) 
а+ (уa-у. ) 

. 
,

uЕ

(|2)

ч)n

Ia= 9a(:aryai aaryai I. ltr i хоrуо) =

= irn = 9(x.ry.i хr, rуо) =

= (*.1)а+ (у.-У. ) 
. 

.
Другишa сr,tоваl.и, задаDтс, !оggиь }llв3аarсиr.Iх парамеr!ю!,

объединеннUх э четвре группч по два параa.iётра a каtliдой rруппе,

й рассraатриgаDтся все возriоrнuе парu иs четUрех гр)mп u. ,lu .ц .u :l' !' n

(ur,ur) (u., u. )

(ur ru.)

(ur'
(u",un ).

(u,,uo)
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Далее рассrrатривается Функция четчрех переменнuх

о(Е.. lтr;Ъ,nt) = (Er-ga)'+ (пп-п")',

с поrrоцью которой кашой паре (UarUr) ставится в соответ-

ствие своя двухи}цексная координата

o(u.,u.) = 
p(ll lyl i I,,у.) = (-.--.) е+(ч.-уr)' .

ilожно показать, что в этоri случае мнохество точек с коор-

дината..rи

alllt lr tD
ааlr lц

".о
является пятимерной поверхностьо в щестинерноri пространстве.

таким образоt/t, система щести равенств (lz1 предqтавляет

собой восьl,tипараr4етрическое 9адание пятиl,ррной поверхностиrвло-

кенной в щестимерное пространство.

3. Простейшее соотношение }relцy раGстоянияrlи

в Tpex}repнoll евкл]цовон пространстве

Рассиотрии }.ножество всех сиr.пле*сов dr=( 1rkrmrПrР},
состоящих из пяти точек, проиавольно располопеннчу. в трехиер -
ном евклидовоri пространстве. Как и в случае пряl,tой и плоскости,

t{еЖДУ ПЯТЬD ТОЧКаr,rИ ТРеХ}iеРНОГО еВКЛ1,1ДОВа ПРОСТРаНСТВа С)ЩеСТ-

вует необччная связь: с одной стороньarточки lrkrЦrarP совер-

шенно произвоrlьнн, а с другой - десять значений квадратов рас-
стояний riе!(ду ниии связанý меlиу собой соотношениеri

г'l
l
Шr.Р lllrBP

(е) =

13



о

1

1

1,

1

1

1

о

1111
't* "t "ь 'tp

't.0 а а е_tsr lц lр
= (-r)' =О

rP

= 8.р

( l3),

п

аи
а lп

'.р

аоаl! lll

аеоlв rn

arp е.Р а,.Р

i.P

о

п
р

'.е. оАин из них ,aлrется Аву9начной Функцйей де9rти друrих.
Рассватриваi ка!цuЙ сиriплекс 65 как некоторЙ единчй

Физический объект, Mu l.ioreli поставить ену э соот9етст9ие одну

характеристическур точку в десятимерноra aрl.Фrеrrческок просr-

раr"r"a BlO , если в качестaе ее десяти кооaяинат loэb.e'
соответств]aпцие х8адратш расстоя!lий. 0акт с)щестiования соот-

но(rения (l3) о9начаеr, qто характерrсraч€Gкис точки, соответ-

Gтвупtие раЕличнU сиrJrrлекса* d5r Dаспоlrоrенu, RlО фе

проr9вольно, а на некоторой девлтиrерной поgерхности, вrюtхен-

"ой 
а lRlO .

Как и в двух предчд)дlих случаяхrдесiть хоординат тоqки,

лехlацей на этой повеDхюсти

Ia= it. xl= ato

xl= at. хa='"о
Хa='rо

х пп lrl пе

х7

х9

Xro= аор,
ИriеОТ ДВУХrНДеКСН]aD ПРИРqДУ, а ИХ ЗаВИСИ!ЮСТЬ ol ПЯТИ 

'.rУПП 
Не-

зависийuх па9аиетров - декартовuх координат пяtи точек trk ,

ll|



DrarP, РаСПОЛФКеННUХ В TPeXMePHOl.i еВКЛИДОВОa.l ПРОСТРаНСТВе,

1
ч Е

L,

*. ч) (u.,u.)
(u. rur)

i],*= [i,],-=[;;] 
,цо= 

[i,],"u Е]
ос)дlествляется с поl.tоlцью одной и той же Функции шести переr{ен-

ных о(Е., rп.' ,€1i€2rтl2 rL.) :

Xn= 9., (х, lT r, z 1ixa lyn, u, i-, r у., z, ixr, ryo l zo i

\lyploB)= aa*= 9(xrryarrai-*rУ.rz.) =

' = (х.-хr)'+ (т*-rt)'+ (ur-u.)" ,

Xt,o= 9., о 
(=* tT 1 Р ril. t У", О, iI. lln lznixo, У. r zo i

}ryplzn)= 8ор= 9(Хо ,Уо, z, iIprypl Ор) =

= (хо-;1)'+ (yo-yn) а1 (zo-zn) а .

( l4)

Другими словаlutи, задаотся пятнадцать независиlttнх пара}iет-

ров, объединенных в пять групп по три пара}iетра в каltдой груп-

пеrи рассllатриваloтся все воз}rожные пары, составленные из пяти

групп Цl ,tl ,U, lЦor\ :

(ur,uo)

(ut,ur)
(u. ,uo )

(оо,Ъ

[алее рассrчатривается Функция щести переменных

о( Е, ,п, ,Е, iE ,I. ,Ё.)= ( 1- L)'+( пr-п.) "*{ц,L")" ,

с по}rоцьо которой каtшой паре (uarUa) ставится в соответ -
ствие своя двухи}вексная координата

l5

(о.r*р

(о. r*р

( )

)

)

l

ор(ч
i



.aa = n{-a ,У ,rz ri IаrУ.rZr) =

= (х.1) З+ (у.-у.) е+ (z.-zr) 8 .

йolKHo показать, что в этоr.t сJrучае }iножество точек с двух-
индексньaми координатаяи

аlD

arp

'aР
а.Р

аоD

f

ýаlr
е}r

аllе

аln

является девятиr.iерной поверхностьр в десятиllерноa.{ лростран -

стве.

Таким обраэо,.,t, систе}lа десяти соотношений (t4) представ -
ляет собой пятнадцатипара}iетрическое задание девятимерной по-

верхности, вrюlкенной в десяти..{ерное пространстэо.

Итак, во всех трех pacc..loTpeнHux приa{ерах речь идет о со-
поставлении пря..iой, плоскости и Tpexrtepнot{y евклидову прост-

ранству трех специальнчх гиперповерхностей в 3-, 6-, l0-мерных

пространствах, задаваеиых с по1lшlьо 3,8 и 15 параиетров.

При ЭТОtt КООРДиНаТа1.1И ТОЧеК, ЛеtКаЦlИХ На ЭТИХ ГИПеРпОверх-

НОСТЯхrЯВЛЯОТСЯ КВаДРаТЬ. ВЗаИl4НuХ РаССТОЯНиЙ Melmy Iд9дД ТОЧ -
Ка.ltИ На ПРЯlr{О1.9 ПеРВОl.{ СЛУЧае, MelИy ЧеТuРЬйЯ ТОЧКа1.1И На ПЛО-

скости - во второн и,наконец, }4ежду щ точкаtiи в Tpexr.Epнol.|

евклидово}r пространстве - в третьем. Что же касается независи-

r.rux параr{етров, то ими являDтся ].] - 3 декартовu координатч

трех точек на пряttой в первоtl сrrучае, Ц.2 = 8 декартовшх коор-

ДинаТ ЧеТыРеХ ТОЧеК На пrЮСкОСТи - ВО Bтopoltt и, наконецr5.3 -
= 1 5 AeKapToвýlx координат пяти точек в трехиернои евклидово}r

пространстве - в третьеr{.

Характерной особенностьD pacct"loтpeнHux гиперповерхностей

ЯВЛЯеТСЯ ИХ ВНУТРеННЯЯ СИl!t}iеТРИЯ - Becba.ia ШеСТКОе ОГРаНИЧеНИе,

состоящее в Tol.i, что все их двухиндексньaе координатч а

lб
l}



1 St <ts Sr , qинаковuн образо1,1 вuра!каотся через соответ -

ствурщие группь. параrrетров U(t) и U(k) с помоцьо 9дной

и той же Функции 2lr переr.rеннь.х аlt= Q(u(t) ru(К)).
Вся BalltHocTb и значиl.,iость рассttотрения подобных гиперпо -

верхностей

ния Boзl.toxeн лиlль при нескольких Becba.ta специальнuх Функциях

9(ч(t),ч(k)) = 
p(u{(t) 9 ...1ц!(r) ; чt(ь), ...,чО(k)) .

При этом возникает интересная и вполне содер,хательная ца-

тематическая задача: при заданноl.,t ранге Т = 3,4r5r... и раз-
}rерности П = В-2 найти все воэrlоt(нче Функции Ъ перемен-

ных <р(u(1) ,U(k) ) , осуlцествляýцие Пr-параllетрическое

jr(b1) -MepHo,'l

Эта идея легко MorKeT бuть riepeHeceHa иЕ области чистой

геометрии в область теоретической qизиiи, где лiо,(ет быть ис-
пользована для доказательства существования и единственности

различнчх Фундаtiентальншх Физических законов.

Итак, что же такое внутренняя сиl"|r{етрия гиперповерхности?

PacctloTpeHHыe вьaше гео}iетрические примерu являDтся для нее хо-

рошей иллострацией. 0чевидно, что свойства внутренней си}rмет -
рии гиперповерхности наиболее естественньaм образом 1.1огут бuть

вчражены с по}tоцьD того или иного выбора зависи}rости 'lвнещнихl|

характеристик гиперповерхности - координат Х. от |'внутрен -
а

них||параметров 'р . 
' 

качестве простейшего варианта такого

отображения, воспроизводillего основные идеи, заложеннuе в рас-
c}loтpeнHux вшше при}rерахrпредлагается следуоlцее бинарное (пар-

ное) отобрахейие.

Из трех независиr.tнх пара!tетров

возliоrкнче парч (идея бинарности!)

их булет три:

состоит в их уникальности - ca}i Факт их суцествова-

представление некоторой гиперповерхности в

пространстве.

u ч О, обраэуеr.,r все

,1st<kSз i
1l z,

17
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(u',u.) (ur,ur)

(u. ,u, ) .

Рассл,lотриrl произвольнуD непрерьlвнуо и достаточное чисrю
РаЗ диФФеренцируемуо Функцио двух переrtенных ,p(6rn ). с no-

'"tоцьlО 
этой ФункциИ постави}i в соответствие кахдой паре

( uaru*) coo'Be'c'Bymlylo двухиндекснуlо переменнуD - бр"*"r*)

9.. = Ъ(rr,ч*) .

Полученные таким образом брэкеты будем рассматривать как
три ксординаты

Xr = 9r" Z"= 9rэ

Xl = 9.з
некоторой характеристической точки в трехr{ернои ариФ..rетическо..,|

пространств" IB'.
Итак, имеем следушlее симriетрическое отображение:

t,

Хr. = 9(ur ru.) ,

Xl, = g(ur rur) ,

Х.l = g(u.rur) ,

которое мы будеr,r называть бинарннl.t отобраlкениеrr,r ранга а

Дадим строгое определение Физической моноструктуры ранга

=3.

=3.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ l . Мы будеr"r говорить, что на liнoжecтBe Вj)

иi,rеет }recтo Физическая моноструктура ранга 8 = 3, если най -
дется хотя бu одна непрерывная, достаточное чиiло раз диФферен-

цируе}rая Функция двух пере}.iеннчх g : lR - lR ,О В , называеиая

брэкетом, такая, что r.{нoжecтBo точек с треa.iя двухиндексныtiи ко-

*)
Брэкет - от англ. Ыacket - скобка; исполь3ование Teplirrнo -
логии,!'!редложенной Дираком дrrя оýозначения двух сопряженных
векторов состояния в квантовой ltеханике (r |- Опа и
l 1 ) - кет в дaнHoltt контексте не является случЪйнЬr, и имеет
достаточно rлубокие основания.

?

t8



ординатаl.,iи

Хо.= 9(х.' ,х2) Хrr= 9(х.rхr)
Х.r= 9(х.r*r) ,

где {*r rrr rхr) е. Rl, является двумерным многообразием.

При этоr,r возникает следуюцая }rате!tатическая задача: какой

должна быть Функция е(€r1) , чтобы множество точек с коор-

динатаr,iи

р(х l'Zr,) Хr r= 9(х,, rхr)

}
^.lZ-

2r= 9(Х.rХr)
( l5)

х
являлось двумерныl.i t,lногообразиеr.r?

Можно показать [5], что общее решение этой задачи - брэ -
кет 9( Ern ) - "yut""r"yeт 

в двух видах.

1 . Антисимr,iетричнuй брэкет 9( ё, n ) = х(&i ) , опр"д" -
ленный с точностьо до произвольной монотонной функции одной пе-

ременной Х(S) , определенной на всем интервале -Ф< 3< Ф,
и с точностьlо до преобразования аргу!iентов: Г=р(g) , i' =

= p(n), при этоl.t всегАа x-1(9(Ern)) =-f '(q( nrE)}
2. 9g"п*р"ч"пй бр*. 9(6rn)= Л((Е-П )2), опреде-

ленный с точность(, до произвольной монотонной функции одной пе-

ременной I(S) , определенной на интервале О <S <Ф.
приэтоlчвсегда q(g,d = E(nr6), Л-1(9(grп)) =

= л-'(р(п,€ )).

Мы будем говорить, что двумерная поверхность

Ф(хr.rхtзrхаr) = о,
все двухиндексные координаты которой одинаковым образом зави -
сят от соответствуlоtцих независиtlых переменных (1ý), обладает

внутренней 9иr.rrqетрией

Таким образоtt, в зависимости от выбора Функции x(S)
или r,(E) r.rы будем получать различные поверхности. обладаю-

щие внутренней симметрией.

Так, например,
19



l)если х(в)=!,то

tb -Xrt'
Хra= -r- Ia l
хеr= ra- аr'
Irr= хr- xn

и, следовательно,

o(xra,I.rrxrr) = tl"* I.r+ Irr= о

I

цп,

1

a

,

о(х.,.,х.rrrr1) = DI.1rrzr(х) =

= (-1)'

о1 1 1
1 о хr. Xrr

1 xar 0 x.r

1 rr, хr, о

= (I' z* tzl* Irо)8= 0;

2) если х(;)=а9 rTo
Irr= - \r'
Хr.= (xn- х
Х.r= (х.- з
Хrr= (зr- х

и, следовательно,

о(х l z,xa э rI з., ) = (х r.+I. r+хr, )' 4Ъ, 
"x 

rrlr r = о i

3) если I(g) = ае' , то

?а2
^1r- Г'

ar,
20
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-хх
1 2

Xn a= аэ ,

Ia l=
X-jE

ао а ',
I

=аa
-at,х ,t

и, следовательно,

4) если

и, следовательно,

о(х.z,х.!,,хе,)

o(Irz I., хr.,)= trrL"rlrr- al= oi

r(B)=8,To
?-?

^tr- \t'
Nr.= (x.r-xr)t,

Х.r= (хr-хr)2,

Х, .,= (хr--., ) 
2

01
1о 12

1
х
о

х

1
х
х
0

= Dl.r,.rаэ(]() = (-1) ' t,

tз1х
1х

2,1

31

t

,а

= хf,r+хzrr*хZэ- Z(x.lz\lr+x'f.r+X.rXr.) = о.
3аr,rетим, что сФера X2;YZaZZ = а2 не обладает внут -

ренней симметрией, так как не суцествует такой Функции

9( Erd , чтобн

?1



I = Ila= 9(зr r-.) ,

у = Ia,о 9(х.rхr),
n , trr= 9(х,,х,),

т. е. чтобч Ф)rrrкция

нальнону уравнaхl.о:

g( Е. rD удо.оr.орrл. слеАуOЕrу Функцио-

9t(u,T)+ pt(T,r)+ 98(т д) о аа .

06оfuин тGперь о.l9eд€ленис Физичесхой ионо€трукту!|U оангs
! - 3 и разtеgноGт. ! . l ф€сл!цай проraзaольнвх t l а.

0пDеделефие бихарной оиsич€ской ионос трltкт5rш ранrа 8 и

t

Lа3r.срности Щ lly будеr гоaоритьr что на r.horecтBe

sr(1) ... ar(8)
вг ,=t(i)(r),...,(i)c.l l

состоrцев иЕ Щ незаaис9riuх па9аla]вIDоэ, обtсдинсннчх в t
! -,.еDнuх квесторов (сто16цоr) t?'(r), 1.1,2,...,э,
no 8 параr.еYроa в кёtцоr., оп9еделена бинарная lм3ическая ro-
ноструктура ранaа 8 и р83l.ерности Ц , если наiЪетсi по

крайяей ,{ере одна непрерчaно дrОоерехqируевая Функqия 2! пе-

peireнвgx g: Ё* Ё- В, назuваеиая 2д -6рэкетоt", такая,

что r.хоlестэо точек с двухи}цекснчraи координата.{a
(.) (.)

t.*= 9( 
-rr (1) , 

-r (k) ) 
=

э g(xr(t), ...,f (1); :t1l) ,...,f 1r)) ,

1=l<ksT,
яaлiется Д_1_"aрфlri ,rногообрааrе}r.

2!(э-2) l

,i(0 f(э)

0п9еделение Р-а9ной оизическоri rrонострукtурч ранга !
и DазiiеDности

22
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lr(1) ... lr(!)

f(1) ... t'(r)
опрGделена Р-арная Ои3ичеGха, rioнocтpyxтy9a ранга 8 и раз-
r{lЕрности ц , aспи найвсlся по храйней йсре одна непрернвно

дхФФсренцирусr.ая Функция Эц переяеннt|х

ха3lвaеrая р-брэкетои, rахал,

D -rндекснUraи хооDдинат аtaи

что aaнохсство точеl( с

l )
I

е,. t(i)(r),...,(;)(", ) =

Ё х ... * lEi+ 8.
р

9

l = n1('n)1*.),...;(i)(rn

1slr<...<ipS8,
))

1.1 . . .tP

яaлaетсl -Д_l-r-оннr нноl.ообоа!иеr.

л",*" "O"J 

(ГiJ"i"",o,""n, 
бо.*.,, n( 

(i) 
(*., ) ,. . ,

..., 
(i'{lo)) 

, з..исilие от Р групп хе9ависиrфя параr..еl-

'юв, 
принадл?ха|lих к одноiiУ l. тоху ке блоку d'!
Сдвлаgи glе один п9инципr!льно ваrшUй lДal по пути обо&lе-

ниi lюнятrя Фrзической cтpyKтlrpu.

Рассraотри}r брэкет
(.r) (..,)

q(з (1n),...,! (1р (kr) (ц
Е ),

l)
(.(.

.| l

эависяций от p=Pr+... +ч групп яеgаaисиt{uх парайетрав,

принадлешqrrх х 1
a

различнs. блокаm

(.r) (.
( э (1) ,... ,

.!)
г (lr) )в l'l

2,



B'r

дем говорить, что на мнохеств" R""* "' ffl'l-, 
состоflцеи

иэ Blr1+... Фr", независиr.rых j"pa"urpo", объединеннчх

в 8r* ... о8, квесторов, определена Физическая структура

Trna 
'(р, 

,.... r-рл) ,р"r." (:Э, ,... r 8l) n размерности
(Цt ,...r"r) 1 €Gли найдется по крайней }lepe одна непрерывно

диФФеренцируемая Функция PtЦr+ . о. ФРrЦ, переменных

9; вР"' х... х вР"' . в l

назuваеная

ство точек с
Рrцt+ ... +рlцt-брэке,rом, такая, Что 

'.tнoжe 
-

Pr+ ... +Рl-ИНдеКСными координатаl"lи

,, 
= t('})

'(..)
(1) ,..., i (вr) i.

{

a

'rr....nri...i kr..Ъ, в

(.r) (.
=Ф( 8 (1r)rо..1 r

(._ ) (._ )
);...; r'lвr), ..., "'(ъr)),

1)
(1р

t

1= tr< ...< tp S8r'
1

1skr ( ...( Ъ, s ", ,

.....-"'! . _t-MepHuM

э, ! (rr-р, ).t

f

является
rr!
rr-Pr

a
prl( t

иногообразием.

Такиr.r образо..., определенные выlце р-арные Фиэические

моноструктуры ранга t и раз},!ерности Ц представляот собой

Физические структурн типа (Р) , р""r" (Э) и размерности

(п)

2ц



Среди всех Фиэических структур ,nn" (Р 
1 , . . . J, ) особое

r,iecтo заниr.{аот Физические структуры типа (l,'|) - Физические
структурьa на двух'мноt|(ествах ранга (Вrr) и размерности

(ПrП) . Поэтоr.rу вьaделиr.i их специальннl,r определение.{.

0пределение бинаончх Физических структур на двух лlнохест-

вах га r и . Мu будеr"r говорить,

что на множестве

Rц.фr =t(ъ)(1) ,. .. ,'ъ',"r,(i)trt ,.. . ,(i)1") 1 =

g,(1) ... ,i.(1) х1(1) ... -1(r)

состоящеr,r из Цý+Ша-независил{ых параметров, объединеннчх

в два блока: блок ковариантных параметров

':11'
... 1(1)

Еr(с) ... fu(c)

}

",,,
ьr{в) .. . |(l)

состоящий из 8 коквесторов (строк) по n пара}iетров в ка)r< -

доl.t, и блок контравариантных параметров

-r(1)

f (1)

... х'(r)

... f(r)
состоящий из ll квесторов (столбцов ) по Ц пара}rетров в Ka)t(-

доtti, определена бинарная Физическая структура ранга (В r)
и разi4ерности (ПrП) , если найдется по крайней мере одна не-

xl(r)

,|(1)
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прерuвно диФФеренцируемая Функция nqн! перененнuх 9:
Ё Х F- lR, на3uвае.{ая DDбрэкетом, такая, что lrtнoxe -

СТВО ТОЧеК С ДВУХИНДеКСНЬa..iИ КООРДИНаТаИИ

(")
Е (cg (r эxBr = 9(

)(.
I) , ))

9( 1(с) ,... g,о(сr); xrlt) ,. .. J(r)) ,

1Sc= l, 1sls т,
являеrся 3B-1-,lepHutl иногообразиеи.

Различнuе типu Физических структур приэеденч в таблице.
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