
систЕнOлOгr, х,tЕтOдOлOгичЕск]iЕ прOБлЕl,sl
июор}цlцоннO_лOгllчЕских систЕ

(вUчисл..тсльцJе GrстеЁu) 
вuпуск l35

yrlк 5| 7.9ц8

ФизичЕскАя структурд рАнгА (4,2)

В. х. 
'ъв

В теори, Фrзrческих структур, раарa6атчвае.,tой П. И. Кулако-

!ь.ri и ero ученrкахrl,исслсдустся зопрос о с)цссrвовании и един-

стtенноGти lи8ичсских Gтруктур, опрqделеннчх на qднон, двух и

более вноцеGтаах оизичеGкFх oO."*ror [l,q].
3адача о с]цaст8озанrх Ф{rичесхйх структур на двух iiнore-

стэах полностьо решGна Г.Г. Пихайличенко в его дисссртации. Иrr

lle бr.ли исследоэанu ФиЕическrra Gтруктурr ранга r - 3, l . Ц,

опрсделеннше на qдноr rнor(ecTвa. Пр}, рещенrи эrих задач приве-

нялся разработаннчй 1.iri спеqиэльнrй oункtlиональнчй }rетод. }Ь ре-

Uить волрос о суlaст!оваяrrr cTplrкTyp на qдно.. xнolecTвe ранга

D > q Функцlrональнllв iaтодох не удалось.

Для исслсдоэани, Фtt!ичссхих структур на одноra HнolecTac

ранга 8 > l aзTo9orr разработан о5ций пара}tетричсский иетод,

которuй ,вляетGя достаточно универсальнraa. С еrо по1iоtьо lюrно

исследоэать cтpyKтyprr определеннilе на дaух ll более arнolecтBax

[5]. Поr.с"е"пе пара..(!трrческого rrетqда поазолиrр внести lt'Te-

ресфче уточнения, свя!аннь€ с едtlнствснностьо реuения для

струхтур ранга (rrr), определефнrх на д!ух t Ho'.ec'Bax.

В данной работе этrrв нaтодоr исследуе?ся Физичесха, струк-

тура ранга (4.2) и дастся г€оветрrческая интерпретация получен-

Hux результатоa,
Приведен краrкуо постановку 3адачr.Пусть иясотся дaа r.Ho-

ltecTвa объектов 7/Y= (L,r,...l " Т( з (с!rРr...}. Br-

a

а
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берем из }lнохGства 7f( ,* четIре эле}€нта, . n" ft - no-

бЕ два элеr.ентэ.' JlоGтавиr. в соотaстстэие кэtцой паре эr'Еr.€н -

тов (по од}rоrау из кэtцого 
"ншэстэа; 

(i, св) BalecTBeHHoe чисrю

f (1С) . Вссго та{их чисел будет BocGr.b.

Будем гозоритl, что эле"rентu r.ноr(есll l( " 7( на-

хqдятсi в отношенrи Фено}€ноrlогичgсl(ой сиrФ€трrи (или с!цест -

вует (йзическаi сrруктура ранга (4,2))rесли ииеет весто зааи -

синость:

o[f (fu) ,f (tB),f (Jc) ,r(Jp) ,

,(ke),f(tsp),f(b).c(rp)]= о (ll
мя Vt,;,k,I€ ?ift g YвrF€ /(. на *,шества йt " й ".
функции f и ý lводлтся достаrочно ecTecTleHHIe оrранt.rчени,.

l. Нно{естaу /0| aооr"ar"r"уaт }.ЁогообDазие разrерности

д i Ёнохеству ?t соответствует l.ногообраlrе разr.ерности В .

В [6,7] показано, что содеDrатaльнuки задачаr.и в теориr
lD.,l8ическrх структур ,вляотся те, дп, KoTopUx вUполняDтся усло-
вri: д=в_1 , д=r-1 , где (ЭrЭ) ri ссть ранг Фrаической

grа(l ý / о.Рас-

cтpyKтypal; т.е. в рассватрива€i.(lr. случае Ц . l;Д.3.
Тахив обраsоrarэто требоaанrс о!начаст, что каmнй 9леraент

}iноцества ?7?' ".p".r"pr"y.ic, однrr. tiapa"cToo" (i) - х
а э,rе}iент "" Vt - rо""" .,"о"".r]"",. i;r- {;n-r{ . ;:
rочечна, функци, !(tC) иrеэт ,rохаль}.ое коо9дифатное пред-

стаэление в виде:

f(k). f(:.,ь,ъ,il
2. Функцил 

'(1С) 
- гладкаi клаGса Ol (rде k - дос-

таточно больuоs) rr су|ественфur. о69аэо* заiисцая от своих

коордrнат (по Эйзанхэ9ту [B,".rb ] l.
J. Функция О - достаточrо rладкаr, и

cмoтpri cooTнoueнre (l). Пров].ФOеренqируеф его по вGен деGirи
ПаРа..еТРаН -зrlr rХa rХr rЕвrЪrЪ rВр rrlр' Ер Получаеr.

систех!/ иа дэсrтх ура!}€нхй отфосхтсльно aocbaar часrнцх проr3-
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!однчх oyнкtlxr l по kalдorry

и..еет след!цilй э.lд;

fr(io) f*(iB)

у. lЬтр.rцa хооao.rq{ефтов
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о

о
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о
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(2)
(la )

fr(ha) _,*.J
0

о

о

f€ (i8)

fп ( iB)

fG(iB)

fq (j8)

fп (jB)

f.(jB)

о

0

о

r}

t

fg (k8)

(kB

о

о

о
п

о

о

0

f
п

)f

fg (rB

f_(fr(LB)

rде

t (tc)= fu) 1р;- d(Jc).

d(lp)
аЕв

!ll
af(le)
аЕЕ

tg(rc)= r,(19)=

х l.д.
Так как по трстDей aKcиoitlc i постaноlкa 9адач}r

gleat О l О , то систсra иrGет нетри.хaльно€ рсrtенrе. Следо-

!ат€пьно, ранг r.атрицч (2) raефь]е Bocbir. lloxнo пока3ать, что

определитель седь..оrо порrцк!, оrr€чефнUй пунктrроaa r (2), фе

равен нуm, ,.е. рlанг ватрщу (2) раэен сеи... вuпицеr. aGе трr

окайrrляOцие еaо определителi восьraого порядка, раaнlЕ нуrl.
РаGскоьt!ая их по перaоr.у столбцу и Оrксируi 9леr.ентU J, ts,
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с, Р, получrrх систеl.), }.а трсх ураrнэнrй относительно оункqиrl

'(rc):
B*(r) +

э,1 fu) ai(c) +аьt

гЕoi( q
+ + о = 0, (3)

тrl

(4)

аъ

гле р - 1,2,з,зп(1)

Tl

з в"(r.), о}(св) = о,l(Ь,ъ.il
и т.д. liошю по(аэаiь, чrо р!нг CIcTeri. равен трсм, т.е.
!/раaненхя линейно-}legазисинJ.

Рс]aзх п€рaоa )ipaвHeнr.c r€тqдоr. характgрrстrк:

drt= а

Br(t)
_ъ
С|(с)

-ъ
а](с)з (с)l

Его rrнтегgапt: Фr( Eorn rEr) = t,, ; Фl (с) = ts. ; оr(1) -
- Фr(а) = k, Делаеr заr.енУ перg}.енЁ.х: kr= yri tsa= Yai
k!= Уr; 8 = Уо . ТогА€ иэ пер.ого !iравкени, f"o(lс).

= 0. а второе и третье ypalнaнrri систаfl (3) 8апиUутс, ! !иде:

tr, [r.,(r.)-nr( с,,,ц, ro)1+ fynв r( €о,ц, Е, )*

+ f".Вз(Есrr,|сril= О,

'уr[Д.(r.)-В.( 
Е*rП,rrQ l+ fyrRr( fu ,п,rr1 )+

+ 
'у2Rr(ЕЕrпсr?= 

О

. - af(lc). . - d(lс).-уr- 
Т..у.- ъ;-'

ac(iq)
,

rде

8l

t"
Ф,



Длrя удобства перейдем. к пере,{еннч" f, = Or(t); 1 =

= фr(с) i Т,, = Ф.(с); L = Фr(а) . ' ,оrо" f(Й =

= f(EorT*E_-ЧJ.B дальнейше}t щтрихи и индексч у пере}iен -
ных опускае}t.

Рассtчотрим первое уравнение систе!tч (4).ПродиФФеренциру -
er,r его по r , затем его rke по € и слокиrrt полученнче соот -
ношения. Получаеr.,r

'"r".,Ё*fу.R.Е 
+ fyr(Ar*- Rrg) = О. (5)

:::r" 
* процедуру проделаем и с полученны!t уравнением. Получа-

'"r*rЕб 
* fr.R z€с+fуr(lr:-Вrцg ) = о, ,u,

Полученные два соотношения Bltecтe с первч,.l уравнение}i систеr.rч

(4) образуот систейу уравнений относительно трех "неизвестнчх"

'"r' '"rr'"r. Так как ни одно иэ неизвестнчх не равно нуло

а

Rr ,R. д1 _ Rз

RrE R.g Дr- -

R' Ва

= Q.

+ Ar:

R l€

R1 Rag,g Ar:- Rэg,g

PacKpoer.r его по третьему столбцу:

д

,

lIR

R

R

:ilR

RR z

А 1х R R1LL R1сс
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R1 R2 R,

RrE R.E RrЕ

RlЕg, Rеg,! Rз|(

Фиксируя пере,{еннь.е ЕlЦlЁ, получаей

aoA.t:+ аrДrх* а.Аa = hо.. (7)

3десь возr.rоlкнч два случая:

1 ) все коэФФициенть. равнь. нуло;

2) не все коэФФициентч равнч нуло.

Рассмотрим случай l. Пусть 8о = 81 = 42 = ho = 0.
Рассl.tотриl.t

8о
В1 R2

RoL R.L

0тсода -k = 11Ё
Rf R2

- Оr(Уr rУa)Вr. Подставляя значение Ra

=о.

t

t

= о.

. Решая, получаем

Е n

т2

R. = 8r(Ern)Rr=

в первое уравнение

систе}ш (4) и сокрацая на В., , ииеем

'".,* '".'.,(у.',tr.) 
* 

'", [ ^., ri - 
й] =Q

0тсрда
!

д. 1 -&= r('R., Br
,t_9)

lэ
,

yr

Это функциональное уравнение легко решtается:

21 = О.(уl,у.)еrр krуз- еr(rr,у.).

Подставляя )( в первое уравнение, получаем;
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fyr*fy.Or(trr rY.)+ f,гrlО.trr,у.)шдl kryr -
- Вr(trr,т.)] . 9. (s)

Рассr.rотоим слччай 2- Не все коэO.hишиентЕ а _ l, _ а
hо равнu нул('.

Уиноltин первое уравнение системц (4) на е2r(5) - на lr,
(6) - на 8о и сло|и..t их. Учитчвая (7), получае.{:

fy., [. rВ r* е rB 1 Ё+аоВ., gбJ*f 
". 

[r rR.*"rB. f.oB, ggJ +

* '"r[ 
(а.Вr+еrВз!+аоRэgg)] = О.

Если не все скобки равны нуло, то производиr/t деление, наприai4ер,

j

на скобку при f" , получаем:
l

'"r* 
r"."r(ЕrПrЁ ) + f5,r0a(ErnrB ) = О.

}lожно показать, что такое уравнение ведет к потере суцествен -
ного аргуr4ента, что не допускается по аксиоrrе 2 в постановке

задачи, т.е. все скобки равнч нуло, и окончательно имее!i:

аоАtrхФаrД *+а.Аrз Ьо i aoB.r Ё*, F., *.aBr=O i'l- } (*)
аоВэЕЕ+аrRrfа2В1= ho i аоRаК+еlRеЕ+азВе=о. J

В оfuем случае lюпно считать, что ни один из коэФФtiциен -
тов lo, 81, Еgrhо не равен нулр. При равенстве,нуло qдного

из коэФФициентов получарщиеся рещения будут являться частнчrlи

случаяliи оfuегорешения. Пусть Д= ai - 4ааао l О . ,Из

( * ) находи1.1:

Дr= оrсцl tsr- * еаоIр k.- + Ъо/а.i

R.,= Фr(ё,тl )охдl krЁ + Фr(Еrп )ср krB i

а
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В.= Фr(Еrп )охр krЕ + Ф*(Е ,dеrдl k.6 i

Rr= Фr(Еrп )оцl krЁ+ф.(Еrdехр krB+ ho/a.i

k.t,.=#.
ПодстаЁляя полученнь.е вь.рашения в первое уравнение систеr.rч (4)

и ра9делив его нё Оry tsвl, получаем:

[{", Ф.,*tr. фrd", (" 
'.T 

k tУr- Ф, ) ]ехр 1t.,-к. ) Е +

+ [r".,фrd"rф.d"r(о."Ф k.уr-Ф.)] = 9.

так как Д = "i- 4а.а, / О, ,о }сrlb" и }|окно показать,

что квадратнче скобки равны нуrю. В результате получэеtl два

уравнения, аналогичнчх уравненип (8).

l

.,=ka и ко9ФФициентнЕсли А=а 2 =0,то ts

t
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+ f'r[orotp kryr- Ф,(rr,у.)] - О.

Подставлая его в (9), получ€ен:

fуrФ"(у,,у.). l"rФ"(чr,т.) +

+ trr[(oryr+ сr)оц,tsrуr- Ф.(у.,l.)] = О. ( lo)

И, наконец, посr|едний Bapl,laнT:

ураанение, корняrи которого являотся

k =} = О . Перспюlэrr

kl+ank *8о
+ а2э О . €слх tsr= ka= О , то и aa = О. Тогда

k(aob зr) = О . ОтсцАа kr= О, aok 1an= Q. Еслl
io = 0 , то во8враЕеr.ся к случаlо I мя уравнения (7). Прl
ео l О имеэн k"= *r/ао = Оrт.е. а., = аa = О
тогда аодl:= hо; Rl6Ё= О; П, 

ЕЕ = oi aoRrEE = Ьо.
0тсода пол).чае}.:

Д.l=
Тц

ва= фэ( Е,т)Е +Ф|( E,?t ) ; вr= 
;}с'*Фr( ё,d Е+ Ф.( ё,п ).

JЬдставляя полученньЕ gtраrени, в первое ураlнеllие систеr,rч (4),

получаеl'l i

ldy ,(о.- Ф. J+ E[t"., фr+fr,. {!-fy, ъ ]+

t
1 п

зtа ona + G.i Вr= Фп(Е,rt ) r, + Фr(в.тi;

Фaа

,
Ify ф

l

+f
Ё.:" ".-*.'] =О . (ll)

у,

JlиФФеренцируя (lt) io : | заrаф его хе по | и, складцваi,

получаев:

Еб



fуrФr(Тr,У.)* fу.Ф9(уr,у") +

+

у,

f ,
Ihо
,tT

,l,

,!+ оr- Фr(тr,т.)l=О
,

Испольау, полученное уравнение, и9 (ll) получаех:

fу.,Ф"(Уr,у.). rу.Ф.(уr,lr) *

[fi *- с.,у,+ са- о.(r,,т.)]=+ fy о. (l2)
,

Тахих обраsов, .repвoe ypaвHeн}ie систеrol (4) исслGдовано пол-

воGтьо. Boar.ol}il три в.рrанта: (8), (lO), (l2).
Анаllогичнg,t образо}r rссл€дустс, и второе ураaнение систе-

}ч (4); для непо также иrrеем три варианта.

Исследуя эсе aоэiФrфче коrбинации для уравненrй систеriu
(4), приходии к двуц воэt{оtrнв вариантаra,прrвqдяциra к неaьDоп-

деннura рещсниiх.
Вариант Ii

fзr.. Фr(Уr,у.)+ rу, Фr(уп, trr).

+ f"r[эхэ krуr- Фr(уr,у.)]= О,

'у. 
Ф"(Уr,у.)* rу.Ф.(у.,,т.)+

[о-р k.rr- Ф.(тr,l.) ]= О.

Вариафт П;

ftrrrФr(Уr,У.)r r5r.Ф9(уr,т.).

+ t"rlaryr- Фr(l.,r.)]= О

(l3)

+f

1
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ftr., Ф.(Уr, т.)+ f"rФ.(trr,у.)+

- '"rF т|* уr- Ф.(rr,"rr] = о.

( l4)

1l s)

Рассl.tотриtl вариант I.

Jhя упроцения введе}t пере}tеннче 7.r= 7r{Vrrr.) ,
У.= 7.(тrrr.) такие, что 7.уrф, + 7."_Ф. = о;

lуrфa* 7'raфa . В новчх перейеннь.х систеr.а (t3) иr.rе-

ет вид:

'"_r* 
r", [Г.. (rr,7. ) ехр kryr- Е, (у-r,tr-. ) ]=9

'7.*'"r[Ъ(уr,у.)вцl 
k.уr- F.(7п,7.) ]=g

(Далее щтрихи опускаеr,r.)

3апишем систеltу в операторно!| виде: Ilлf,(rО) = О ,

Р - 1,2. По теории [9,".6t] , если систена диФФеренциальнь.х

уравнений в частных производншх иt{еет решение, то оно долtкно

удовлетворять такrхе уравненияи :

(х*х" _ xvxp)f(ic) = [x*rx"Jf(tc) = о .

Если систеr,rч Хчf,(lСЗ)= О записать в виде:

i *n' (у",у,,у.1€(&J = 9,
Е=1 ' бУr

,о [XurXnJf(ia)=O запиlltутся 9 виде:

i { i t*Y *yp- Щ** ] чrд-r} = о. (t6)FlE=rLOyr Ъ J ау} J

,

,

,

a
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Составиt"l уравнение (t6) для систенц (l5) (prv=1,2). Получи1,1

следуощее соотноlttение :

.I

(Ф., Фr)(rr,т.) (kr- к.)епт(kr+ k.)yr+

*[фtуа t.,(ФrФп) (tr, ,tr.) ]erp k.,trr-

-[фr"r-о. (Ф. Ф, ) (rr, Г, ) ]ехдl krУэ+фпу, -! 
"у "= 

о . ( l 7)

Если kr+ k.l О, то ФrФr= О (так как k., # kr).
Но равенство нулD Ф1 "rr" ф, приводит к потере c)дlecтBeнHo-

го аргумента, что не допускается, т.е. kr+ ka = О .Тогда из

(l7) имеем:

фtуа krФrФ" = oi фэуr k"ф.ф, = О; 'l 
.]l t,,l

2klФrФr+ фоуr ф.у. = J

п

тик:

Рещаен первое уравнение систеrlш (l5) r.rетодоr,l характерис -

ёУr 
=

ёу
=%,.

с

1 фr9хр krtr - Ф, О

Его интегралч: У. = СОПSt; 8r(rlrу.)ехлll-krУr) +

+Вa(УrrУa) = СОПВt . Делаем заl.iену переменншх: l"= р1;
Тr(rrrт.)ехр(-Кlуr)+ 8.(уrrу.) = pz.

. 
Второе уравнение из (l5) после заменч:

'оr*'о.1 
8rгrЧ(-Ьrтr)+ т.уа+

+ тr(-kr)[Фrехр(-r.,уr)- Ф.Jехэ(-вrчr)} = о.

КоэФФпциент при 
'ra 

,
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-kr (ts rФr) (то, у.)ецl(-2Ц.,уr) +

+(krТ.ф.* Тrу.) (гr rч.)ехэ(-krчr)п Еауа

=Х[ц: 1(уr, у.)эхр(-krтr)+ Е.(у.,, ут )]. 1lэ)

р{ pl

,
}lояно, используя явный вид 8' n Еa и условия (l8), вы-

разить коэФФициент non f,pa через переменные Р., ,, Fа .}lожно

и непосредственно исследовать вь.рах(ение (l9).ПродиФференцируе}i

(l9) по (ехр(-k.,уr) ) :

2о-р(-krгr) (-Ь.,)т rфrdЕrп rфл+Д tуд хр.!г, .

Поделиr.,r соотнощение на Т, '(Т.r/О) и продhФференцируеЁ еце

раэ по (ехдl(-tsrуr)), -Дrфэ = хе"е!, , т.е. *rr?" =

= O(ylrya) . Легко показать, что {lrrtrr) = Ф(Уа) з

- O(pr). Тогда, интегрируя полученное состнощение, получиl.t

второе уравнение в виде:

'rr* ', ,[.r( 
en)e !+ $( еr)е.+ $( е.,) J= О .

Уравнение характеристики имеет вид:

dр.

=1' = о.,(е.,)е!+ О.(еn)p.+ Фr(Рr) .
фr'

Это уравнение Рикатти.

Вьбереи какое-нибудь частное решение: Гa(еr)
обцее решение [О,с,47 ]:

(2о)

Тогда

t
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вт[-kr(х-g)]гr(Еtl,Ё ) + Е*(Е,I.Ё )

f(fu) = х[Y(fu)] , где х - стро-

Рассиотрим варианi П (система (14)).

Как и в варианте I, вводи1,1 те ше новьaе переменнýе

7r(У.',!r), 7.(rr,vr) и после упроцений получаем систеr.iу

Возврачlаясь к старчй переменныtt, имее}l

ецl[-kо(х{)]rо(Е,l,Е ) + Е .( E,nrB )

0бщее решвние и.{еет вид

го }rонотонная Функция.

fy
7" t

Решаем первое уравнение (штрихи опускаем):

е,=Е.(е,)*с^;(йП

* 
= СrФr(уr,у.)уr+ Ф.(rr,у.);

0тспда
t

a

l

'7r* 
r", [" rrrТ, (г-r, у-. )+ Е.(f.,,у-.) ]= 9,

tt} ":-",]Ъtп,7.)+Фп(у.,, 
у.) 

]=о.

(22)

+t
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Это линейное tравфение. Его интегрaл: Ir(yn,y.)l, *

Е.(7rrI") = conвt .
Проиааqдrrr. запену перевэннчх: уа= Pl; !r tJr!+ Т2= р!.

'рr+ 
fp.[Or(er)p! + q(en)cr+ ilr(pr)l= О,

Второa _чраоlение сисrеrоr (22) после за.{енц ифеет вид:

f 
рr* 

fp.IOn(yl,y.)y!1 s(уr,r")lr+о, (v.,,v.) ]=о,

Как и в варианте I, rfltнo показать, что Функql,tи Ф1 , aI2 о

аависят TorlbKo от Уэ. 1l уравнснис приниaaаст видi

т.е. тахой ll.е, как и в варианте I.
итак, реЕние систсt.| (4), соответств},0aей lизичссхой

структуре рахrа (4,2), ,r€ет вхд:

о,

(2з)f(х.,ёо,пr,fo ) * [ 
-.Е" *ъ l1 х.+ l,J

где Х - строго юнотонна, 0!rнкция оrl}lого аргуr,€нrа.

В теорrи Фa3ическrх струхтур qдниri из ваrнцх аопросов,э-
ля€тся вопрос фrаической интерпретаqr, получсн}нх реа]/льтатов.

В работах ll. 
'. 

Кула(ова [t,z]Оuло показ8tlо,что структура (2,2),

напрrrеD, свr9ана G зако+lо}. HbDToHa, (3,2) - с электродrнаrrt -
кой постояннuх тшов и т.д. В работах Г . Г. Нихайличекко f3] ц

а.rор. [4,S] показано, что Фиsи.laская структура ранга 8 - 4

опrсUвает все воз}юlr}flе дву.€Dнче геоl{етр,lи, r, 5 - тпвхьер-

lt.e rl т.д.

как re r.otlнo интерпретиров€ть реrулыат (2з) длi Фlаичес-
l(ой структурч (4,2)? Напо.iний qд}кt 8ахечатсль.{ое сrойстlо
ч8стнчх рсrрний у9авнеRrя Рrкатти! ангарl.|оничgско€ отнqlевrе

ло6aaх четчрех часlнцх реrвний уравненlя Рикатти равно посrоrн-

t
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ноilу Ш(),с.50 ]. Таким образоl,t, если уравнение Рикатти аапи-

сать в виде

а

a

ýЕ = р(-)у!+ Q(x)y+ В(х) ,
dr

а частнUе решения обоэначить У1 l Уд l t9l Yr : 'о
yr- уе yr- yr

Yr- Yr :;;Тl=G, rде G=сФвt.

хорошо известно, что ангар..tоническое отнощение (или слоr-
ное отноl|вние) есть инвариант проективньaх отобракений. Это от-

ноцtение, позволяшlее охарактериЕовать проективнур эквивалент -
ность, "является основнч}a инварианто}r проективной гео}tетрии,

полобно ToaiYrKaK расстояние lrelцy точкани, характери9ушlее

конгруэнтность, есть основной инвариант геоЁетрии элементар -
нои" Ьl].

Такин образо1l, видно, что структура (4r2) связана с проек-

тивной геоиетрией.

В своей диссерации Г.Г.}iихайличенко [l3] наlшел рецrение
(23) и указал явншй вид Функции О , связчвашlей все Bocerlb

Функций 
'(tc) 

,. о., З(rР):
f(fu)
f(Jc)
f(kc)
f(lД)

t(tp)
t(lр)
f(rр)
t(rp)

f (fu)f(lB) 1

f(Ja)f(Jp) 1

f(kdf(tsp) 1

t(fug)f(ц) 1

= о. (24)

t Iнтересно, что точно такой ше определитель (в других обозначе-

ниях) приведен в 'llцecтol,l }внуаре о Фор}.ахr| А.Кэли как условие
проективного соответствия двух четверок то"е* [!2," .22iJ.

0пределитеrrь (24) мошно преобразовать следупllиltt образом.

Прибавии к (24) два определителя 4-го порядка, равнне нуrm, у
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которых 1,2,4 столбцы совпадаDт с 7,2,& столбцаt"и в (24)r тр€-
тий столбец в первой определителе есть перьый из (24),умножен-

ншй на (-f (Ц)) , и тЁетий столбец во Bтopot{ есть Еторой из

(2Ц), умнохеннuй на (-f(kC)). С*r,"дп""" определители, полу-
.iaeM:

f(ic)

f(jc)

f (ko)

f(ic)

f(iB)

f(iB)

f (k9)

f(lB)

э0.

=0.

I r( ic)t( iB )-t(rp )r( io )-r(rc)r( ip) ]

Ir(jс)r( j0)-t(rp)r(.jc)-f (1ц)f (jp) ]

Ir(ьо)t(кв)-f (1B)f (ko)-f (10)f (kB) ]

I t(ro)r(rp )-f(lB )f(lc)-f(]-c)f(lB ) ]

.}

.э

Вччтем последнDrl строчку из первых трех. Раэлагая по последне-

r,ry столбцу и группируя членч, получаем:

If(ic)-f(la)]
If(jc)-f(le)]
I f(ko)-f(lc) ]

I f( iB )-f(10) ]

If(jp)-f(lB)]
Ir(кв)-r(rр)]

f (ip)_f (1р) f (fu)-f (ь)
1

r(Jd-t(rа)

I r( ic)-r(ro) ] [ f(iB)-f(19) ]

It( jq)-r(rc) ] tf (jp)-f (1B) ]

Ir(кс)-t(rq) ] [r(Kp)-r(rp) ]

= Q.

Раэделиr,r на произведение скобок в каlltдой строчке:

1 1

f(J B)_f(lp)
1 1

1

1

1
f (kp)-f (1р) f (kc)_f(b)

Вuчитая третью строчку из первоЙ и второй и преобраэуя получен-

ное соотночrение, окончательно получае!t:

f(kc)-f(iq) . f(Ic)-f(ic) _ f(k9)-f(ig) , 9ý9]jýEl ,
f(kc)-f(jc) f(Io)_f(jo) f(kB)_f(jpj ' ;Б;;;Бl (25)

Как видно,левая и правая части равенства не зависят от в и от

р
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