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Введение
Понятие Физической структурьa (qеноr.lенологической синнет -

рии) бшло введено l0.И.Кулакоэчrr II12] в исследованиях по осно-
ванияl.,l Физики.

В основании теории Физических структур лехит представле -
ние о множествах однорqднtrх объектов, rielцy элехентаии которь.х

суцествупт чисrlовче отношaения, удавлетворяшlие определеннып

требованиян сиrо{етрии.

Рассr.rотрение Физических структур на одно}i r.ноrестве объек-

тов позволяет развить новчй подхqд к вопросу об осноэаниях гео-
irетрии.

Геоr.rетрии плоскости соответствует структура ранга 8 . l*,

которая бчла полностьо исследована Г.г.}lихайличgнко t3] n

В.Х.Львоr.r [Ц].
Приведем KpaTKyD постановку 

"*"*"*) 
и результать., отно -

сяциеся к структуре ранга ,8 = 4.

Пусть Йt - тqлолоrическое многообраэие разr4ерности Е =

= 2. Элеменtч ?ift будеи наэшвать точкани и oý63g6961b J.rJ,
k ,.. . ,! . Назовем расстоrнией 9ункцип i3 V|Yrfi(.+ В1 ,

которая ставит в соответствие кахдой паре точек ( t , J) е

Точньв Форхулировки и оfi9еделения данч в работе [5].

t

о

97



€ вецественное число 8lJ . В локальньlх координатах

функция 8 и,{еет преАставление Бrr= f (ХarХ, rY1 ,Уr) .

ОПРЕДЕЛЕНиЕ l. Будеr.r говорить, что пара (аft ra) об-

разует Физическуо структуру ранга r - Ц, если для лобых че -
тырех точек L ,t ,Е rmе 17t имеет ,{есто зависиl.,tость :

O[atr r8il'8l.r8l1ra5r rarrJ = о' (l)

При этом на Функции Ф: R6+R1 и 8l f,/{x/f| +R1
накладываlотся некоторые ограниченйя: функция, а дол)кна быть

гладкой и с)rulественным_образом зависеть от координа, ItrУl
n XJry, [6], Функция Ф долкна.быть гладкой, причем

Brad, Ф l О.

Возникает следуtoulая задача: найти такие Функции а и Фl
что для лобых четырех точек L , t ,Е ,Ве ?tt чiiеет ltecтo

соотношение ( I ).
TEOPE}rA 1. Все воэмохнае рассmоянця неварохOенной

заt|еной rcоорОuнаm u преобразованцем аrJф ф(аtJ) мо-
еуп бапо прuвеОенu к оOной uз слеОцюшuа форм [3,4):

"rJ= 
(".- хr) 2+ (уr-уr)' , (2.1)

BrJ= (х1- -r)'- (r.-чr) , Q.2)

.. J= 
(=.- х, ) (r.- т, ) 

q r (2. з)

I-Х
а.r= 1п[(rt-Ir)'+(tr.-trr) 2]+ yarctg r r , (2.4)

Yr-Yt

аrr= (vr- уr)
I-I

ехр Д-l
Yt-Yr

}

,

(2.5)

(r.- .-r)+(6r- Оr)Ь(v.- vr) ,8=tJ

93
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ar,E(6t- 6rХх.- -r)+(т.- уr)',
alr= ооя уa ооя 1., ооl(хa-:r)+аlв уa !1д уr,

аar= сЬ yr оh yl ооа(хa-:r)-эh I. !Ь trr,

а.r. ah у. ф yr ооr(ra--хr)-оh у. оh уr,

arr= lrYl- llYr 
:

(-.-хr) 8+ 6 .r|+ Оrrr"

(z,1,

(2.8)

(2.9)

(2. lo)

(2.Il)

(2.12)
"t,= YrYl

где ql
0.- бl

о,
l
Ylo - coвбt; 6, 16r - сФвt,! (2.6).. (2.7)

H€Koтopre иЕ расстоrний (2.1)-(2.12) явлrотся простшии

Функциямlr от расстоянrй ! изaестнUх гео.i]втрllrх: (2.1) есть ев-

кпидо.а плоскость,(2.2) - псевдоеэклl|дова плоскость, (2.8) -
д.tlнGрная сФера, (2.10) - плоGкость Jlобачсвскоfо, (2.1l) - си..r-

плектическаi пmскость. 0сталь}llе гGоliетрхи ранее,по-aидиноиl,,
не бшl. изt€стн9.

Г. Г.llихайличенко вllска8aл прqдпоrrо|raние о сargи групповой

и Фено!€ноrlогrческой ся}rrrетрий [7l l рецr"л обратнуо задачу:

ана, группI преобразоааний пJюскоGти [8,|, найти все невrроr.дaн-

}ýе дa!.хточaч}fG инвар.lантч [9]. Результатr полностlо совпаЛи

с (2.1)-(2.12). 0rсода следует, что каlцос рассrоiниG яaлiетс,
ре{Ение}r систеl,u линейнlц qюроднrж ураaн€ний видаi

!"(1)r.r+ Du(J)a.,= О, v = 1,2,3, (з)

l"(п)= оJъ,rD)аъ+ rJъ,rD)аур; ov n

- некотоЁaе Ф}rнкqhl, gадашrе группу инФrнитезимальнчх

преобрssов.нrйi ЪrУр - кооэlл}iнатl проиa!оr|ьвой точки D ,

" С=*r аr. +. Поскольху операторu 'v, v. |,2,3,
аау
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Образуот алгебру Ли, они удовлетворяDт коt{}iутационнцr/t соотно -
rлениям [t0]:

[ГчrгпJ = оl*Ч 1 yrprв = 7,,213, (4)

где Gъ
W - структурнь.е константч. Каrrдону расстоянио,,такиr/t

образои, соответствует набор трех операторов:

Fr= Е,
Еr= 0х,

Rr= 0I ,

lr= 0х,

Fr= 0I ,

El= Е,
Ft= й,

Еa=

Fa=

1?=-2
D=-t
I=-2
D=-2
Е=

0У,

0у,
0У,

0у,
0У,

0у,

0У,

Еr= }ОХ - lOY l

lr= уй + lOyl
Еr= уау - qEaE,

'r= 
(2tr ,rт)от.-(Ъ+ ту)оу,

гr= (х-у)Оr + yOyl

trr= уа, - 60I l
Еr= 2у& - боу,

(5.1)

(5.2)

(5. з)
(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5. 7)

(5.8)

(5.9)

?

+

D

Fr= 0х,
!.= tg у.вlа х.ох + со8 r.aJr,

Fr= t8 Jr.coв I-0r - Bln х.Oу,

Fr= 0х,

F.= -tr1 Jr.Bin I.aI + оов -.о;r,
Er= -th Jr.coв х.Oх _ вtп x.otrr,

Еr= 0х,

tа= -ctb у.siп х.Oх + соg I.aJr,

Er= -cth Jr.coв х.ох - вiп x.O;r,

Fr= 0х,

F.= :Фх + уOу,

Fr= (х2_ бу')а: + ?zygy.

(5. lo)

(5.1l)

(5. l 2)

.f

Fr= хOу, Е.= yEl 8r= хOх - уOу,
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a

}lu дадиr.t определение уrла для произволЬной плоской геомет-

9ии и для каждой из геометрий (2.1)-(2.12) наЙдем уг()л, как

Функциl0 трех сторон треугольника.

ý1. Угол в плоской гео}iетрии

0ПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Будем наэввать треугольникоl.i тройку точек
( t,J,ts) .

*)
0ПРЕДЕЛЕНИЕ 3 '. Будем наэнвать углоtit Ф(l1J ) ,р"у.оr,"-

1 , uro дп" лрбчхтакуD ФункциD 9: Вl - В
1ri, j,k и!tеет место соотнощение:

ЁlЦаrar.rl rазl), 9(аrr,аllrаlt),
g(ar.rar.r.t.)] = О, (6)

приче}t на функции t; В' - В' и 9: В' - R' накладыва-

ртся Heкoтopue ограничения; Функция 9 должна бuть гладкой и

g / OOnBt ни в какой области из}iенения своих трех перемен -
нчх; qункция Ё долlхна бчть гладкой и 83d fr l О. Соо, -
ноч!ение (6) обобцает свойство аддитивности углов с оФlей вепли-

ной.

Результатом этой работы является

, ТЕОРЕИА 2. Уеол в процзволёflой плосrсоспu ееодеп -
рuu uJqeem. слеOцюtцuй Bu1:

g (arararr ralJ) =

a

= х(с.ф(аllrЕ.tr rа.r)+ Д("оr) - Д(аrr)},

ника ( 1,1,J)
четчрех точек

еОе о =Oonrt,
Ф('rrfrr:d

l: Br .о В1 - елаОкая функцuя, а

а завuсuлосmu оп ееоце.прuu uдееп

Данное определение возникло в процессе обсухдения с 0.lt.Ky -
лаковьaн и Г. Г.}lихайличенко.

*)
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вud:

ф(аr r,8tr, atJ) * апссоs

а = ]в 2+1пt,

а +а -а1t 1J rJ

2

R-а +а1t

Y

".,t"rJ

2у

(7. l )

(7.5)

ф(аrtr.lJ rаir) = Атсь 
a't* 

"J- 
"lJ о Q.2)

2\гaJJ-F;

Ф(аr.rаrrr"ar)=IдR, (7.з)

ede R - peaeHue аравненuя arr=(arr-..,afq)(t-B)q,

ф(аrtrrtrr.lr) = R, (7.4)

ede В, - решенu<| араененuя

[*+- 
сов

,lJ
+

+ yaratg

"-1 "о" 
R+Zаr, _"* 

"о" 
R-2arr

4dartr"rJ,riJ) =

2у

1п R,
ý

еOе f, - petlleHue уравl1енuя

I"rl
а rJ

а lJ

'rJ
BR(r-B) 1-R

ф(аrrratJ r8l.) = Iп R ,

еёе В - решенuе аравнепuя
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+а arJ-arrar*"tJ
Er 

t "r,
а

еEt
1

в Е1
I (7.7)

-а

п

1

1-а
(7.8)

(7.9)

а
{ q{..' r,a1, ,аa, ) =

L

t

1-а

а

1t 1,

а а
ф(аr r rarr ratJ ) = arTcos {t rJ t (7.1o)

(7.1l)

, (7.12)

lt

t

,
а

ф(аrдrarJrаlJ) = lJ 
,

"., ,'r,
ф{аrlrаrl rrtr) =

".' ,",,
2 6.,в

=
\/т; гi r-46 r 6 ,4u., u,а

п 1

еое
"lau 

= бt, - бч.
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ý2. Доказательство Teope.iu

ДокаsательСтво разобьем на две *""rn*): сначала pacc'oт-
pr.l,.i Функцио 9 как Функциlо шести координат:

,p(arrrtlrrltr) = f(-rlуl lхзrуlrх5rуr) (s)

и найдеr.l ограничения, которые накладнвает на Функциlо t со-
отношение (6). 

gJ

Введеr,l обозначения f(XrrXllrlrYlrIlrYr.}= f(llJ)
и подстави,!t (8) в (6):

Ё [t(rrc),f,(ltB),f,(ljk)] = о. (9)

3апишем соотношение (9) для четверки (1rirJrP ) ,

fr[t(rtg),f(!tp),з(lJp)] = о; (l0)

}

аФпредполагая, для определенности, что

реrлим ( 1 0) относительно f(1lJ )
af (шj)

и 9аФиксируе}t координатч

l Ро3-

Ip ,ур ; обозначив f(llp)= р(11), f,(l3p)= p(lJ) r по-

лучим:

f(lrJ) = г[р(Ц), p(lJ)]. (ll1

лЕнt{А. Функцuu ur = р(Ц), ,J = p(lJ), zL --

= р(lЕ) Bocoлll перiлеrнаr TrlyriaarYlrarrYgrxllY1
|lезавuсuла.

ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. Предполохиr.r обратное: пусть суцествует

Функция О: В' - nr такая, что для лобой четверки ( 1rt,
J ,ts) ил{еет лlесто соотноOrение

B[p(rr),p(lJ)rp(lk)]=o. (l2)

Из (l2) следует', что ранг 1,1атрицы Якоби

ý

*)
Идея такого разбиения принадлежит Г.Г.Михайличенко.
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L (11)

р- (11)

рl (1r)
!
(11)

t
о

р_ (1J)

ру (lJ)
l
о

о

о

9_ (1})

,"r'о'
о

0

о

о

(1k)

(1l)

ру
е, (rJ)

,
(lз)

pJ, (1J)
,
о &}

ъ.

долrен бuть rrcнblle тр€х, Приравни!€э}l нулD двa опреаалени,
третьегО порядкarсос?эaлекнU. и! строК (3,5,7) и (4,6,8) нат -
рищ (!3):

еr.(11)эrr(ltr)о:r(!Д) , о, (l4.1)

гr.(1+)е, 0J)е".(tД) о о. (l4.2)

lis (l4. l) r (t4.2) след!,ет, что р (u) , р(:r, yn).
С учетон зтого ,8 соотridрний (8) и (ll) получаqх:

o(ena, а.r,аar) . е(-rrуr). (l5)

о

0

о

Ках от|aёчалось зо a!эдaнr}r, !вссtоянh, а_
систсв уDабненхй 

'v(l)a!J 
+ гч(J)l|,

Подсйсr!!.с}r на урa!нaние 05) mзраторавl
+ !rr(J ) ,

'влrDтсl реlaнияraи
эо, v- 1,2.з.

Г" (1) + !"(1) *

l05



9r( ) (rч(l)аrr+ F"(i)аr.)+

+ о.( )(rч(l)а.,о+ ru(J)arr)+
+ еr( ) (Гч(r)а.r+ Гп( j)arr) = Еч(l)е(х.,trr), (t6)

.дu gr( ), оa( ), 'оr( )- """r"n" 
производнuе по первоlt{у, вто-

potly и Tpeтber.ry аРГУ}tеНТа.tl Функции q(arr ralr, еar) . В силу
уравнений (3) левая часть системн (16) обратится в ноль, сле -
довательно, Fч(l)е(ХlrУr)= О, и в силу линейной незави-
си}rости операторов Г1(1), Еа(1) ,Ез(1), е(Ir rУr) = е,
где е= сопgt , что противоречит условио 9 / aonBt . Этим

заверчtается доказательство ле}rл.|ч.

Подставиl.,t (1l) в соотнодение (9)

fr tгt ut,ut), г(zl,zr), г(zr,z")J= о. (l7)

Уравнение (t7) аналогично уравнениD для структурн ранга
э = 3, решение которого приведено в работе [ll]. Согласно до-
казанной лемме, ZLrZlrZt ,lroxнo считать независиt{чйи пере -
}lеннчJ.lи. Ofuее решение уравнения (17) имеет вид

Г(z.,zr) = 2g[u(z.)-u(zr)],

где 2gi В'.о 81 , u: R'- Rl - гладкие Функции. Подставляя

в u(z.) вшрахение U. = p(li), nony*"." HeKoTopyD Функ-'

циD В(Хr rУ., ,Хa, Уa) и'из (l l ) и (8) ийеей:

q(аrr,аrr,адJ1 = x[B(lt)- B(lJ)]. (ts)

На этом первая часть доказательства закончена. Теперь не-

обходино решить уравнение (l8) для каllдого из расстояний (2.1)-
(2.12).

Подействуем на уравнение (18) оператораllи

+ Pu(t) + Гч(j) r V = 1,2,3, у,lитuваF, что

противной случае g= сопrвt ), получаеr.l:

ý

9

Eu
х,/о

+

l06
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Еч(l)В(lr) + гч(t)в(lt) =

= гч(l)в(lJ) + rv(J)B(lJ), v =1,2,3.
Из (t9) непосредственно следует, что

Fч(l)В(Ш)+ ru(i)B(tt)= rлч(1) о v = L,2,3,

где tou(1) = шч(Хrrуr) . Система (20) аналогична

(3) и отличается от последней наличием неоднородных

rou{1)
Получиlч урdвнение совместности системч (20). Для этого вы-

пиtле1.1 лрбые два уравнения:

Ecg(l)B(ll)* ъ(i)B(tt)= too(1) ,

Гч(l)в(Ш)+ ru(i)B(tt)= rоч(1) .

Подействуем на уравнение (21.1) оператором

уравнение (21 .2) - операторо" Ео(1) и вцчте..t

первое:

о}дr(r ) в(11 ) + (вr(1 )гч (* ) .ru (1 )rо (r ) ) в (1i ) =

= Er(l)tru(l)-Bu (1)tl,r(1) .

Подействуем на уравнение (2t.l) операторо,.i Ер(1) rНё
и из второго внчтем

( l9)

(2о)

систеr4е

членов

(2I.1)

(2 l .2)

Fр(1} r Ht

из второго

(22)

(2з)

t

гс(1)
l

(B,r(t )гu (t ) -гu (t )вr(1 ) ) в (rt ) +аIрF y(i ) в (ц ) =о .

Складчвая (22\ и (2Drс учето!t (20) получаем:

oIp., (1)= lоз(l)оlu(1)- Гu(l)о,r(1) ,

0!r9lyr= tr2r3. (24)
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Уравнефие (2lt) есть исхоrUс условrя совк!стrrФсти систс!ý
(20).

0пуская подробнос р€цение систarш (20) для каrцой группu

олераторов (5. 1 ) - (5. 1 2), приведея ре9ультатu:

Yl- У
1 t(a.,.)+ э(1) ,В(л)= с.аэсаов

в(11)= с .r!сh

.Е;

r- air

зiп(хr-х
а

)вЬ у

(25. ! )

(25. 2 )

( 25. з)

( 25 .4)

(25.5)

(25.6)

(25,7)

( 25.9 )

Yr- У
+ А(а lt

. Д(аr.) + р(1) ,

)+ р(1) ,

1e(a..)+d1).

q
3(11)= o,rB(y1- у,) + t(er.) + р(1),

в(11 )= о. 1д((:r_z. ) 
а+(уr_у. 

) 
а )аа(а r, )+с(1),

B(lr)= с.]л(уl_у.) + е(аr.)+ р(1),

в(11)= о.rд(уl-у.) + .l(a., r)+ п(1),

Yr-Y

В(11)= с. атсвlд

B(lr)= с
6r-5.

в(11)= о.ýсЬ

в(11)= с.аэсвlп

Bb(xn-x )сов,
+(rr.)+p(1), tzs.Bl

1-а ll

аlп(хr-- )сh у

-1
1 l(er.)+ р(1) ,

е1l

l08
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r(lt). о
п

l,!

-alrt

l

,a ,a

ltл(r )+ р(1) (25.1l)

Д(rrrЬ(1), <zs. rzl
п в (rr{

в(Ц)=

0боrншая

л(rл

,r lз

)

ц

л(r

)

+

п

гдз a.. - соотв€тстa)цхе расстоянllr, Д: Br,o В' ,
Р: Ва-Ъr - гладхие 65rнкции. Подствэлrr (25.|)-(25.!2) с (lE)r
rЕлно пол)/чrть (7.1)-(7. |2).

8 8€кrDчснrс отнaтиri, что упu, согласю тсорохе 2, опре-

деr€ru с то1.1.|оGтьэ до двух прФrrволDluх Фпкцхl 1: В' О Bi
r.r Д: Е' l Br ri с Tor{HoGTto до коiстrфтI о . Прсдrrола -
г.r, что О f О ("rа"э ),гол тр.al.лен), угоrl imlio пDGобрr -
g<)!ать к слgдt чвх!a aид!/:

.lп'(,]1
с )) г-]

п l, tJ

))
)+ ttf

п з

O(l.. .lrrrl..)) . ii(erare.r.lar),

'tд'l1r,la,
(26)

ЗI'
G

л(r
r.]

r.8 GФтЁсзнl, (26) получаеm:

) л(l.rп л(

"a),
. i(.rr) п

о

?(.rll.r,r.tl) о Ф(lп.,r.r.r.r)+Е(вr.)-i(rrr) . tzr)
Еслr тэпзр5 пшнiть ga сtредGлавla угла coTHccHrre (27),

то lrгft. !rда (7.t), (7.2), (7.8) и (7.1O) 6!,дt т отлич.тrci

t09



от углов в обнчнUх евклидовой, псевдоевклидовой, сФерической

гео}rетриях и геоr.4етрии Лобачевского амитивншllи слагаеa{ьal"tи ви-

о" i(чrr)-I(.rr)
Неопределенност5 в вшборе Функции Л означает,что рас-

стояние аt, оfiреАеляет гео..lетрик, неоднозначно, т.е. на пло-

скости с одниi4 и тен ,fle расстояниеit at, MolKeT сущестЕовать

},iнorrecтBo различнuх геометр}iческих структур.
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