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Р.I. пххaBоa

. классrчес(а,
кaантоэlх эOaекто! и в неиG|(D..зJ!еню}. прострaнстrс) o.llrcla8aт-
ся r.ате!аtr.чески пароl (ВaчД/, где tсF - }€трrч.схий

тенaо9 псэ.доGэкл.lАоa. просrр.нстaа Ъa, r... Gср'tбсзр,
лс l|коrектор-потснqиал|', T.G, клrсс reкlo9oa. опрqделен-

электрqпинаl{ика (беэ

(l)
lflx G точноGтьD до '|кaл.rброaочного пр€обраgоlaния"з

l,,' Д.r+ acf r 1ý с ý 4,

tlэосз Д,,
, 

^[g.р]ЦслDэ

гео..Gтричaс(ta rqдслl, которая пр1. сrрсrlGлaнно}. шборс пa9аr{эт-

роa точно соaпала ф. с классrчес|(ой аrtэ(тшдrнаratхой a укаaан-
Ho}r GЁaсrl.. С'tэдуцей lадачеl явлrcтсi покаа aозr.о[ност€l этой

юдели при !арьироaа{хr эе парaaaетDо! мя описан1., друг}rх Фr-

!ическllх aaаи..qдейстaaй.

Щ, Гaоr€т9rчaсt(rе о.rисаr}ll

элсктроa.arнaтrr..а !эд!/тсl со aparlGн кaлуцI-клсйна a a|цс пrlи-
r€9ного пDоGтранстза Т, 1с". [r-Зll. }lo оilи .. HG KoppeKт}fl

,атGr.аrичGскrr и не qlUaот t (аraвнай ,aдaчи. И}rсý}aо lo aсех

gtrх тGориrх добасоra}aо поraлrетс, 'tкамрноэ попэ'l, которого

ста|lдаDrЁо lrparaeтc, олзктроrагнrrтнос полс l

статlи ,lлrэтсl дaтD ?a(yD raataraатичсски |(oppGKT}r!,!
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|lэт ! клaGGическо. случае. СlвАозатэльюr пол!tчае..8я теори, нa

я!лiетсr обофснtGr. классtlки, a лиfr приблиЕитaльно со!падает

с классrкойi !едь |lо6оЦе}lиэх|| rad(нo нa8aать только такуо ,ю-

дсль, которaя прl. q!9сдеrrенrruх 8начсниrх парar.еlроa точ}к) Gо3-

падsaт с исхФ}.ой. Дцёе, з Dаспростра}Ёнкaх тGоD.rях тхпа Ка-

лл|r-Кjgйнa l-rrзpHoe прострar.с"ао-aрсriя нв .i(rет бuTD Gaхл]lдо-

at|. - оно обdаано иr.rеть нaнуrlэfуо крrэизху, инэчa Дс .
- oolrBt. слGдовательно, классикa цел1.ко.. yGKorrDaaGT rlg

этrх }rqдэлэй. Усло.хi аrtср . о, аrдс з о, 89, в 1
r другra HGxнaap.laнTtl a этllх тgо9rях, к!к t(оо9динатнý. Напоai-

Hllll, что 9liaiaнoaa iеоfiетриl опоа!дана толtко пDи допlцзниl'
aсaх кооDди}lатllх пDaо69аrоgaн].й, иначс окааltаDтся нGдока!ан-

|t|lii некоторЕ ФуlиаlсЁталrнЕ з€ тёоре}{I. Поэтойу в раr{ках рх-
ra!ноaой rеоiaстриll огрaнич€нr, на сtсте!ч координaт не8аконнч,

aслtl их коррсктноGть нс дохаraна инlариантно. Суrенис шaссa
допусr....uх нlrоrообрааrrй rногообрaзиirrt зидa Il' tr , т. ё.

reЕrIЦгпЕЕ и пaрaraеllнtх rоiютоa!ических тllпоa,!Urля-
дrт HeecтecTleнH$r, ибо нaр)r]aет локальность иtучaнйя, стоrlD

хаDактернуэ для ри..a|lовuх просlранств. Наконaц, arбор сиrнaт!/-

Dtl хGтрик, мr V, ! arдэ (+----) a перевод€ фа я!rк Ф.rа.rчaс-

ких Dаа}raоностaй оaн8ч8aт, что электрич€ст!о ,!пеDrется буд-
то a метрэх, а э lrrдс (+---+) ою и!}€рrетсi будто э се-
ку.цaх, что a обо.rх слlrчаrх фе€ствGт!знно - o}ro доJшно и!rGря-
тDG, . кулонaх (crr. так*е [з}. в,о re зре}.,, оGта.aясь . ра..-
хах фr}aaюaой гaоirетDrar, иной сrгнатурI a!ять нель3r.

llo.r Hllex пqдхqдс сrгнaт)rоa будет (+---0), что даст эrвхт-
ричестlу ao3xo|lнocTl нэ фrтl ни пDостранстaо}ar ни aDeraaнcra.

Ilх Br

Кро..a того, обlчнraй

lИаичесхrе Функцrи

pr.яt}roa ПqДХОlД aaОрrТ н€интеmретирlrеiЕ
ll , чего у нас re будст. Тот

чaстruй сл!вaй, коtоluй t, нас ,оr.ю соaпадаGт G

юrно будaт прN t!пенснrlr пsраr€троa н{ей lеорlrи

фать кal( по Dааr€Dности r так l. по криlttнеr

(в,.чд,,),

ll,

aп)rска, допол-



нительныз скалярнне или векторнчё поля.Конллекс]Фикацией, воз-
никапцей при расс!.rотрении квантовнх эФФектоЕ, ,t.ц не зани,{ае}rся;

ее ltorfiHG проводить, как в [Z], но налагая не на риt.анову lle-
вцроrценliуо геолiетриD, а на полуриl.iанову. Поэтому у нас rруппч

ýlO,aHeýI .

3. Полуриrrанова геометрия.Нашей модельр будет пол}.риr,rано-

Еа геоri€три" t;ra в обце}r случае - 
lol1"'1*r'"".

Напомния, в главноиrустройство полуриl.|ановой геоtетрип Т|' 'tl
Для глаdкого r,rногообраэия Хо определяется с!го гладкая проек-

ция Т: l' .о I на другое гладкое иногообразие lrrД<а.'l',cl

Тогда мя каlцой точки D€ lio возникает слой I.r= 8 ,lD.
В распространеннь.х теориях Фактически сrtояни слухат координат-

нче линии 15 ; " 
нашем обtцем пqдхqде через отноOrение порядка

[t t] поое*чия (Факторизация) осуцествляется посредствоOl отно -
шениrl эквивалентности, пОрОl(Даеai.ого отнощение}i порядка; нО МЛ

развиваемой ниr(е теории происхоlцение проекции Е безразлично.

назьaвается "баЕой расслоения|l. Полезно поlt|-

Io , тогда как Т С Ц*ДопускаDтся толь-

ко те гео}iетрические объектч, которче согласуртся с этой проек-

цией-расслоением l , в частности, только координатнtaе преоб -
разования видаз

#',,t9(-{1ooo,f), 1lcln, } Q)
#', d'(-1 ,...Jrf+rr.._.rf ),_l+tS pýB.J

0бозначая стандартно Oi'= а"r" n ЦЬ'1EiP, 1 51,k 
'д 

,

перgпшцеil (2) в раrносильноttl виде;

оfi'=о, Dir-O , c.f!(p, (з)

далсе эсцду использ)mс, указаннr.е адесь диапааонч дrtя иlцексо9

CtprPrD и l;t . В базе I. .водитс, невь.ро|ленная lЕт-

з

ltногообразие Ц.
нить, что I. d

lt4



рика tвF , ко}tпонентц которой за9исят только от В пере-

rleHHHx из базы:

аЁ"В
Согласно (3) это условие

=О, ссr9SЦ(р. (4)

инвариантно, ёчl = Dfrl Оо, +

Кроме того, в слое W вводит(,я .,ieт -
которой зависят уже от всех В пере-

* э[rО* =

рика 8 
}au

ll|енных из

Dt,ap .

, компоненты

шь . йы получили П21 (п-п)"= д2- 3д(ц-п)
' *orrno""", trr |lr.rетричес -компонент. Дабн получить все П

кого Флагтензора", вводятся ко}lпоненты Bon(xrr...rf).
Р€ Шо задаот в каса -
Е-мерное подпространст-

Компоненты 8aр
тельноri пространстве

в каtкдой точке

t

во, .,.ополнительное (трансверсальное, ортогональное) к слоlо

П__ С Ш_,. Инчии словаt,tи, на l[_ вводится Ц-распределе-Етвa
ние:

8,,u&*+8u'1[xp=O, в<чsп. (5)

Тройка (Вов€,ду, gou ) назнвается l|нетрически}r Флаrтензо -
porr 8rr ". Его компоненты преобразуотся не как у тензора, а

более гроl,tоздко:

вс9-в*рý,оЕ,, l
l

8сч'q"ФХ,DI,+В*РЁ,ОI,, l (6)

tl." 'BrrPfi,n},. J

|Efl некоторое

ll5
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По опр€дэланhо, мя л!6ой полурийаюaоfi rеоi€тDtr в Kat-
яой точке D€ I. lr*lto !адать Kaprt,, r коlорой аaВrr(Э).
- 0; это ра!}lоGrльно !rраrаётс, уGлоaй .$l i

8сlлrч + ta"rl.. О , (7)

где ,р 
О Vp обоgначает коaарrа|llнt D проtrаaqдфtэ по lt-хо-

ординате. В этоrr ele одно отлltчис полурr}aаноaоfl гGоiвтрии оt
риханоaой, ! которой такое уGJ гrэ tla кЬрт!/ нэ трa6уст ограни-
ченrf, на rrcтmK!/. KoaaplaнTнoe диФФaрaнцирозание v
Фtнная с!язностl 8 rra ) -oaa-""Tcl a полур].r€ноaой гео}.ет-

рии ! осю!ноaa ток r€. как tl)Фrннt, сlrrносtь ! ри}.ано!ой, !а
дaухя отлич.rrrr. Ь-перa9х, a схлу (3) oкalrlrтc, lнвариaнт -
|flaal равенства

=о, ф.о,
пп 'о, .О

.Orr 9

(8)

rr }rrr пqдобнrc, кото9* тоцдест!енно lgtortнrDтc, a поrrурr.}rэно -
aой гсоfiGтDии. Bo-lтoptx, ar.acтo l/слоrш vrtrr. О нала -
гаDтс, более слaфЕ Tpa6oaaнl, 9
(rroTlBBpoBKy 

"r. . [0]), nooro.,r

мя Е|a .. длв Blrl . С дDугой cтoeorfl, Ko{.lotlc"r" ф
остартся colepleнHo проиаaолrlý*r по отllфкlо ,( lGTprKa

!О

сrюй Il
гсонеlDио раамaDности

Еру окsзвrsетс, yra }€ r.ет9}lчсс(].r.

фе lхqдlт ! alDatCHш

Tcнtopoaa,

Вообlе rоaоDя, раGсJрaн}.ta r. eT фпь х}.ого|(рaт}si,так что

, ! сalоa o.lepctlb,расG.лаиaаясь,обраýуэт полурrrra}rозt,

и т.д. (сrr. пп.6-8).В 9тo}t Gл!ла€

а Флrгтенаоро}a, пост9о€ннllй, кaк В._ . Полурr|.аноaa raФaат -
ои, описана в [4], ее пр,.хен9н..,е 

" "ЬЪро"....r"э"у 
- . [S],

а хногоliGрю€ обофе}иr, сarlaннЕ с riqдaлrроfа}rraеr. рaзнrх Фr-
зичеGких рааrrерностей, ф.хечёЁ. э [6]. Вrqдиrrr* э

пунктa частнrй случа* полур}.i.aюaоl гaо}lетриr проtде l.. рассхa.
три!alлся.

llб



Подчсркнеrr, что по устройству полуриrано!ой гсоr€трии

вид |.етрrк|. 8аР в ба3е никаl( не с!язаЁ с вшой
п

иетрики Вру в слое. Поэто}lу, напрritер, требоэан].е, что5ч

8е9 уАОвrЕт!орrли уравн€ниD ЭЙнllтеЛнs (или д9угоttу),не нала-

гает никаких огоаничений ," tсвY , 8lan а Te}i саlфlи и на

обцrй вид яногообDааия I, . В этоrr отличrе от 9аслtостDанен-

нuх в Фиgике нап9аалaний иссл€доaанy|, - пол)aриirанова гсоraетри'

сниlrает "rлавн5lD пробле.rrу" А. Хоаоса [r].
Ц. Полуринаlюва геоr.стрия с абсолDтно евклядовltll сrlоэй. В

отличl,iе от риr.ано!ой, в полурииановой rео.iетрии условие

9;Bp"= О, СSа<цrv, (9)

lrнвариантно в силу (З). llooтorr]/ окааuaаетGл инварианtнчlt усло-
вие, чтобU кашrй слой (rrли. говорr ,зском Физикиr- '|энутреннее
пространство'l) Фи евхлидоэu}t пространст!оrr, точн€е, простран-

ство}a с эбсоrlэтнUra паралrtслl,r8!юи. Тогда он лхбо евклидоэ, либо

псеэдосвкл1,1дов, либо полу€вкJ}.rдов. В TeЁrrrHax ФrагтенЕора кри-

BrэHl соответств!rцрс требованrе эуглrдиt как условие (tlнва -
рrантное э силу (3) и (8)!):

в$., = о' ( lo)

которое обсспечrвает Bcrкoriy вв*тору ХF из crroa [ (r.е.
IC = о ) абсоrэtно пар€ллельнuй перенос вдоль ,!бого,п)Еи из

Х. . 0но равносильно ,.**. iFr[rr] З О . Поэтоrrу при вu-

полнении (lO), в Шл rlorшo ввести каDту (атлас), в которой

tla" суть константч. }lнвариантнчй класс тех кооDдинатфчх пре-

об9аgований, пр' которuх это посrоянство сох9аня€тсл, состоит

и3 линейнUх по (оординатав tР п9вобразований:

O.D$l = О, OrlD$, = О. (ll)

Вu на3чваеra полуриliбновч пространстэа с условиеr.r (lo)
прост9анQтвахи с абсоrтт|ila,l евклидоlur слоен. Коr.понефтU 8ор

s р,ч S д,lsi,ts5д,

ll7



не константч, но в (7) мя названного класса карт BMeiTo кова-

риантной производной .itolкHo эквивалентно иметь в виду обччнне

частнuе прои9воднь.е. Несколько более узкий класс декартовuх в

слое карт налагает дополнtrтельнне ограничения условием tрч=
- t брч , что л,|ь. обччно и будем предполагать.

6 пят""ерной полуриt"tановой геометрии V; ко}lпонентн

'Ё, " Ii* флагаФФинной связности определяотся однозначно

no ""rpn*"" Всrр n 8pu , компонентьr Г}a = О , а Kol.t -

no"""r, Г',rч остаFтся соверч!енно произвольнчии Функцияl.lи от

пяти переiiеннчх. В полуриr,lановой геометрии с абсолштно евкли -

довыl.t слоем ока9uвается Гia = О в силу (9) и мо}rно в де-

Kapтo.ol.t классе карт полоrкить 
'1р 

= О ; это условие инва -

риантно, и tiы его приниt{аеr{.

. М" 'О] , ког-

да базой расслоения слуrкит псевдориr.tаново пространство tо
с сигнатурой (+---) (причем случай с нулевой кривизной (8*р =

= t баF ) "" исклочается и никаких ограничений на топологиlо

не налагается)rв рамках lюдели из п.4 возникаот объектш:6оu,

t 5 ccr9S4; вэq, пли tr= в558rо, tоо = 1 й

'Ё, 
, вырах(аlоциеся Форrlула}lи Кристоффеля через 8,rр.Больше

ничего нет. При это1.1 инвариантно вчделен класс линейных преоб-

разований карт, а объекты согласно (6) преобразуртся как

8с9-в*О!,Эfi, , 
1

Elg-Brp!,u!,+g'5D;tD;l , l (l2)

в5s *вrrП],Э]l , J

т.е. при сохранении картц в пространстве-вре^{ени 'V" объект

Ао преобразуется по Форйуле (l), следовательно, градиентно .

!l8

*
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При этомlсогласно (4), а!8сЕв Е 0 l бrсогл€сно (7), 05Дс-
- О, причем тут имеDтся в виду как коварантньaе, так и обшчнче

частньaе производнь.е: эти условия инвариантны относительно (2).

Итак, доказана
TEOPEI.IA l. Полцрuманова ееолецрuя 'Oi

но евrcлuёовilr4 слоец эrсвuваленпна спрgr€пUре

uз п.7.
Тем саичm первая задача из п.1 реч!ена.

с абсолюп-

Как обстоит дело с изо}tетрия!tи, инвариантаl.,iи, лагран)|(иа -

наl.lи, уравнения!lи движения ilаксвелла? Jhя 8сrр = tбop
изометрии даDтся форtlулой:.

хg*фF, 13аз4,
I5* х5+ f(xlrxzrxtrx}) ,

Dý - .ornn" IЬренца " 'П" , "

(B,rurl,r)

i

(lз)

где

ция.

t - произвольная Функ-

Геометрическим инвариантоr,t окаэьaвается внрашение лс d#
ёg

что соответствует лагранlхиану в электро}iагнетизхе (здесь dg
есть 4-иерная мина).

Вид уравнения двихения для заря!(енной tlатериальной точки

#(g) в поле До определяет следупцая

TEOPE}IA 2. Еслu впорая коварuанпная проuзвоOная
iP(B) вuраrаеmся череэ 1С, 8с9 ч проuзвоОнпе оп
Д,, в аuOе ц.елой рацuональной фунtсццц пензорнdц пе-
реленнаI, по

iP = ad*' -,:** 
:;,ll;f. 

-.., 
1l4)

еое в оппоцlllt поOраэчмеваrопся слаеаецае нечепflоео

t.

ll9



веса по * , коэбфuцuеяпа аrЬrСrdr... сапо lle
u п.п.опреОеляе!4ае пеорuеа *or"ro"rn, $

Эта Форl.ула вr.ёден! . [z] ("".r.*rЪ Is-9]) .

н€йнчй случай Gодерrитс, ЕдеGь хак подслучай пDи Ь r О

ли,

* о.rr (t6)

-с
-(

.. * 0. Paccr.oTpeв частнtaй случай, когда Дс -
'rОrОrО) , },," получим [Z-Э] м" 3-"ер*оrо и,сr]ль-

+

с" f Фос"rпч,

ý = р{. ,r"

а м, анергии

'*. *'ffi...., ,,r,

где lrFrUr... суть }€ определяа,r.с теорrеf, {онстантU.Пер -
!ое слагаеr.ое в (|5) дает иЕэестну! кулон<rв!, сrлу на !арад a .

ВтоDое - иgвестно в кэантоtой р€лiт}rвистской тсоglии как ||ра-

диационна, попразк8" и и.€Gт согласно [|0] порядок ч, -
--л.7.t0-?. Посrвднее rе qл.гаеное в (l5) обварлrить

трудно: при,aJIx ско9оGтях оно дает дqlоrlвиr*r"a* '.-a /Ч 
l

\о'
при боль]йх - не r.oleT б|ть улозr€но э случас зрgцaни,, ибо

то.д. t ортоrонально !l , ,"* .,rо остаетс, труднuй случай

9аагона до v-О нa крaйне нaлоra Д! .Аналоl-rчнос су де-
ние относится к третье..!/ слагaеrrоиli a (16), а прх дaиtсниlr

вдоr!ь напра!лени, 8 энерги, интегриDуэтся в a]rдс

dt Ч*Р.lУ.r'
i]

(l7)

Соглaсl.iо теорхи Teнtop}.ux ко.ailтантоэ слепцl.rе aесa з (l4)
aсть пiть, ce$b и т.д. Это отaGчэет a (15)-(16) Gлaгaе}ruв с
at!-'o , 6'г-10 ,.. . , эоаrlойно, с чсрgr|у[и..ися aЁaкa}.l,t

коооо.lц]lентоa.

с = с; +
!

с
;l[T-TJ +
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Уравнения 1,1аксвелла (не говоря о тривиальных F[орот]
= 0) получартся из следуF|цих постулатов. Принимается

А)_ для 
l'тензора энергии заряхенной пýлиtI

пff = п*\ - * FОrru 
- +rrЁ 

]}

вевно Bfir,, з О

Б) уравнения,

=Q,таки
Bl ёеt(г*)

,

описываlOщие вещество, одинаковы

n:n FcplO ;

l о.

как при
t

Е

п
св9

Тогда верна

тЕOРЕмд 3. Прu вdполненuu А - В u цсловuй mео-

рела 2 спраееOлuво apaB+etue

гЁ= ai9+ ъгрý*6+ aвl9+ аз!rýr"a*т*6*

еOе про коэффuцuенпа d, bl О, аr...
по хе, чmо в связu с цравценuел 0t).

и кососимметрии r вuполняется

f .. . 1 (l8)

уmверхOаепся

( l9)

Наметим ход доказательства (см [9]).В силу F[,rр,yJ = о

ср
(гСYrru - *rufi ),о = -rр, паY- r03

a

Поэтому условие А означает

(piР),r*p + pip - h"аДll= О .

Пользуясь (14), получаем

дт(р#) д*р * frеf' +... -ввrrС})
где в отточии - нелинейные члены. По условию Б

и!iеот oдин и тот х(е вид как при Epy l О

(2о)

=Q l (2I)

уравнения

, так и при
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г = о r но в послеАфей случае (2|) своАится к

+ ,.. -l

pY

(eiP),o=O , <2z)
что известно под названиеr. уравнения нераарuвности. Подста9ляя

теперь (22) в (2l), получаеi{

19ДY (2з)

что в силу п9едполоr(енного условия В dot EByl О

даст требуе}1ое.

Ясно, что классическая теорri содержится в (l4)-(|8) как

частнuй случай, причеia неоt{иданво э нашей теории получилась и

квантовая добаэка, если no-*"ra Ъ f О .
_l

0днойернuй слой rвтр ("пятуо коо9динату", "анутреннее
пространство") r.orнo брать 9 лЕбо}r виде: как R1 ,rа* t,t ýl
(следовательно, распроGтраненная идеолоrия не oтiieTaeтcr, но

перестает бrть обязательной) и даrе перейеннu}i от tочки к

точке (t.е. }Фuно брать не случай ХaХ Цп и не а: Х, -
- Шa , а лиль "локальфо-тривиальное расслоение", коrда Т

9адана л.itь локально в окDестности каrдой ,оqки).

Еслl' бч r.r!. отхазалrсь от т9ебования, чтобu одноa{ернDй

слой t9 бuл абсолоrfiо еакл)lдовrч., t.е. от услоэий (9)-(lo),
то калибровочнuе прео69а3ования (l) по-прсжнеrrу вu!одились бta

из (6), так что ,.*a по-пр€rнсr.у получали бr| электроriаrнитное

поле !*9 в )ле фепре}rен}.о искривленноra псе9до9иl.аноаоra про-

"rр"*ar"" 'Va . Сообраrения, относяциеся х Форriулаri (t4)-
(l8), TaKre в ocнaвHota сохраняDт силу, хот, Фо9нуrЁa пополнmт-

ся HoBU|il. слагаеr{rr.r. }|о при 9то.. вознrкла бra ецс Функци'

8rr= 6rо(rlrХаrl'rХ'rХ') с закофо1.преобрааовани,

8зз + 85зD]rD]l l (24)

о

так что riorю сха9ать, что полуриralнова гео..етр&я
lг;
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условиi абсоштн(я евклидовости 9письlваеl эrrект9о1.1аiнитное

взаиl.iодейстбие плDс некоторое скаляркое поле бss .

6. l|Ьстииерннй случай без расслоения. На разверности в =

- 5 остановиться геометрически неестественко. Расс1,1отри Т :

шс - Шо и оба подслучая такоrо расслоения: когда дву^rернuй

aпб (х5rх6) не Dасслоен в с9ор очередь и когда он допол -
нительно расслоен со слоеlrl Зб Оба случая рассlrотриl,. в ралl-

ках абсоrштной е9клидовости, т.е. 8*" = i 61ду при 5 S
S р.v S 6. Сказанное в конqе предýдуцего пункта позаоли,

чrтателр у"пдеr", "16 
будет при откаэе от последнего постула -

та.
jз, х &х'-

невчрохденная евклидова

fu! ) nn" невýро!ценная

8сс ' -l, 8эо ' 0

Итак, слой х1 = Хо1 е, Х2

= al не расслоен, на нем возни*ает

геоиетрия 8ру = бpv (случай

псевдоеэклraдова lеопетрия 8rз . |,
(случай !'rT] l. Дrr" *p.J.n""*o"
случай. Тогда в классе допустимцх
(ll):

О!, = аов

ибо речь идет о

Вводин объе

лу (7) rьполненtr

о, D|l= вlп g, О.9= ol
евклидовчх aраlениях на плоскосlи

ктч Д,=85Р6,* , Вa= 85p8au

Ь,5 о ' дс.с= -Вaa rэ '

(25)

(rО,").
, В си-

Вс16 = О l (26)

(ал169о!очньЕ преобразова-

'--iI

ти расс..отриl. первrй под-

преобоазований коо9динаt

а (6) даот длi
нrr:

Дс'Всс А* 
,a

ц

Дс-\cоs о+ всslп Ф + 0,. х5сов 9+ асхб

Ва- -АdвlдQ+ ъсов 9 - ас Jda 0. 0.rr'

вlпg,
go8 9r },

l23
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Дсrс 'Ьr.
Если сбразовывать Еор = А[arр]
(27) будут выг.пядеть как

и G,rF = B[orяJ

(28)

(29)
8cF - Е,16сов е+ GouBtn 9 ,

G,rp - -Ео,чslп 9+ Gфоая т,
i,iTaK, в теории возникапт "векторншй заряд"

}

,То

и два поля Еор =r r[*

U* (ве

,F]е'

Ё

= А*,a = -В*rЭ)

Gc9 = .F[*,P]*''
ду собой калибровочны1,1и преобразования}tи (29). Все эти величи-

нý l.tогли бн зависсть от всех шести пере}tенных с ограниченияt{и

(26), но требования (29) приводят к следушlей теореме.

ТЕОРЕША Ц. Полурчланоаа ееоцепрця 'О! paBto -

сuлона спракпуре (В*uЛоЛсрrGсзр) , zОе rс =

= По(хlrх8rr'дr) - веrспор (а не lслаес векmоров с

почноспью 0о ераdценпа) u

F.F="[.rр]-', GсF=Т[оrр]*'. (Зо)

Содершательно эта модель не дает электроtrагнетизма. Изо-

метрии тут илiеот вид:

IФ- фF, 1ScS 4,

хР -о ф" * f|Д(rr, zlra,rrx,\) ,

где I,Ё - группа Лоренца " Ъ.

построеннче по нему и связаннче }rеш-

а

l
ý ý rr S 6,}

, 14атрица Вý задает вра-

суть прои9воль -

(зl)

щения на евклидовой 2-плоскости, а f' ,
ньlе Функции. Инвариантами здесь будут

tc
btl)= %€of *Р

(длина " 
!y. ), fut.) =g*Jil|Д drv (мина в

lzц

слое



ь

t

}

1х'rх6) при dxt = dIа = dx3 = dха = О)- и вчра-

. dxr 6-5 6rr бЕбжение д_ 

-.- 

+ JJ. . lIоследнее

' fu(r) ё"(.) ' ф(r) fu(.)
играет роль лагранхиана для этой модели. По части уравнений

двиtкения и 1,1аксвелла никаких новых идей сравнительно с п.5
здесь не возниiает. При отказе от абсолртной евклидовости по-

явятся и скалярные поля, но форtiулч (26)-(29) тогда резко ус-
лоtIнятся.

7. Шестиlqерчый случай с двукратнчr.,r расслоением. Шестимер-

ная полуриlttанова геометрия допускает еще подслучай двух после-

довательно влоfiеннь.х расслоений: Пr3 l[a ,r Цо и lta :

Ц, ,+ l[" . Такая полуриriанова гео}rетрия обозначаетс" fu:'1
Расслоение Шс - Шr породит все объектш, описаннче в п.ý, с

тем дополiением, что по построениD они не зависят от чlестой

координать.. Расслоение же lДa + Ш, пороlltдает добавочньв
объектч ýaо, 8сs " 8сс , приче}i по абсолDтной евкли -

довости слоя 1Х5rХ6) два последних объекта - константч
(Вaa = 1). 3акон преобразования (6) вчглядит так:

8сс- всJ!,пý, + 859D!rn|, + в..о!,э!, , (з2)

что дает при обозначении Br= g"ga 1 Форrrулы:

Ве * Во + 8.о0 oz5 * Ooz" , ,

Зсr5 * Всr5 ,

Вt 'В; * О5rхб

При этом, согласно (7), иr.rеет место

Всrс=0, 1ScS4

(зз)

(34)

(35)
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9то означает, что в данной 14одели появляlотся, как и в п.6,
|rвекторный заряд|| Wr, (U* = 

'*rr)говоря, от первчх пяти координат, а

= r nlo, F]е'

, зависяций7 вообtце

так,ке поле G,ap =

V: из п.6, поля

(з7)

, но здесьrв отличие от

нцкак не связана. Конспанпа

t8ов " Gоg независимы друг от друга (не связанн калибровоч-

ншми гiреобразования}lи (29)). fще появляется константа 8эa -
= В5 , преобразуOцаяся калибровочно по (28),т.е. с точностьlо

до конGтантu (c}r. (ll)). Итак,

ТЕОРЕМА 5. Поларuланоеа ееоцепрця 'Ul'o равно -

сltлона сmрукmаре (Вrurl*rЦrВо) , еОе а =а(Х1,
х2rх'rха) эаоан с почrlоспою Оо rcалuбровочцаr пре-
обраэованuй (|r, а Wсg= Псr(-1 ,Z2rZlrx"rx!) , uн-
варцанпно заOаннай веrcпор беэ калuбровочна8 преобра-

l*Р = д[r,р] u Gс,е = 
"[W[,,,р]е'

В, опреOелена с поч-

зованuй. Поля

носпью dо аOOuпuвflой консmанпа.
Содерlrательно эта t{одель дает обччнчй электро1,1агнетиэl.t

Дс плDс еще некое поле векторного заряда W,, плпс некая

константа.

В уравнение движения (l4) добавляDтся новьЕ слагаеlФ.е,

куда войдет свертка П, с прочими переменнч}lи при соблпдении

требования gЪ = О . Изометрии имерт вид:

-О-о фе,
15 .о t'+ f5(l1 ,z2 rz9 rx0) ,

Iб + х6+ f,6(х'rхаrx'rrПrr5),

1zб



'' Bl.ecтo qдного ин!аDианта появлiотся два: )rказаннuй в п. 5

л;* " Всg# + Вl*5 ; таковu лаrранtианU зтой r.одели.

8. 0бцце з€нечаниr. РаЕ.€рность а ,{ошю анапогичньtц о6-

разоц по!чlllать. Напримср, в сейtallерfiоЁ случае воэмовнс сr!едt р-
щие подслучаиi слой трех,.ер€н и нс расслоен, ,.". 'Т|, ,!м

' ' 'Т; , или ' ' "V; i ,rtс.Dтся одно}€рнцй слой !5 
"

дэуrr€рнцй (*'r*') , ,... 'Т}" nn" '"Tl"
двуiiернuй .поИ (r5rХ5) и одноtrернчй I7 , т.е.

i и}rептся

fu;"
l .1-1 .6 ,.-о.5 -6,л, ' u ?' i иl.еетс, трехкратное расслоение l ?' ' ,

так что хаlцая из координат Х5 , IC 
" 

I? прaд"r""п*, од-
ноrерицй слой. ЧитателD не предстэвит труда, пользуясь Форну -
лами (6), найти объектU и их законш п9еобра9оэsния в этrх под-
случаях, а такжa, поJtьэуясь (7), установить, от каких коорди -
нат "внутреннего пространства'! Z'rZC ,Z? Bo3t olxнa тут заaи-
си}rость. llри этоti допустйr{ьЕ преобра3овани, карт 3ап}шутс, по

ан.иоrхи с (2)-(з), а изоtrётрии - по аналогии с (l3), (3l) rr

(36). Аналогично найдутся лагранrианu. Форr.rула мя силu (I5),
напр}шaер, дпя случая трехкратноrо расслоенил, инaет вид:

dD

dt
(r\lе1+ Лsоа+ ]r,rer)й-'+ в н.r.е|е!в!fr-?+

+ Е ч.r.э|сjе|(fl)а й-'(аа-lr')-i+. .. , (3s)

гАе суr.r.ирование веАетса по о 
= 

1rj,k S 3 при i + J+k =

. 3.

идейно-генеrически полуриliаноЕа rеоaiетриi ра9аилась rэ
расс1,1отрения вuро денного иетрического тензора lia цногообразии
(на BeKTopHorr пространстве) i иraенно так вuглявит 8ор при

lS d, В = 
!, на хп мя П > 4. [lоэтойу она отвечает

вtlроrденной сигнатуре (+---0). В своо очеDедь, корень квадрат-
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ньaЙ из анака в сигнатуре }rодёлирует Физическур разнерность:
вещественнше числа tiоделируDт секундьa, чисто инил{ше - метрч, а

чисто дуальнь.е (а r при ? 
2= 

О , аС В) - кулоны ,лч

другие размерности, несводиriче к r.leтpal,t и ceкyндarit. Пользова-

ние дуальнчllи числаr,iи облегчается тем обстоятельство}arчто во3-

l.юкны разнне дуальнь.е числа t Et n аС 2 и даже а 3r 3 s

а

при .i = О, зл

tlolкHu и числа вида lt 1 , гд€

и С,, # Еa;воз-

0собенно хорошо

( Тчд

Зzзi = зrtri О

i8 = -1.
это видно при }|атричном представлении дуальнчх и иниttьaх чи-

сел. Поэтоrqу дуальннttи числаalи lio,(Ho про1.1сrделировать многократ-

нче расслоения и описать ситуациlо со llногиltи Физическиttи раэ -
мерностя!tи [6]. СоО"r""нно, вср теориD поrrуриlrlановой геометрии

}кlшно построить - и исторически она так и во9никла - как тео-

рио невчроl|(денного }iетрического тензора Y* ,ко}tпонентч ко-

торого частьl0 вещественнче, а частьо дуальньaе

(39)

- G8cp при дуальнчх координатах gP = аlД3, с ý п <р),
Правила, которu}rи при Taкo}r построении следует руководствовать-

ся, - это

2
+ (ъз) lal

lъ lr
при r l О;

при ! З 0l

и правило: вшраrкение l/Э при вещественноr"t а и.,{еет с}tчсл

только при С, о 0. Тогда получаDтся и.условия (2)-(3) на пре-

образования координат, и два i/tетрических тензора ý,rg n бр"
с распределениеlr 8,r* по (5), и условия (8), и }rногое дру -

гое. Формулч (7) приходится вводить независиttо из условия,что-

бu в каlкдой точке существовала "евклl,tдова" система координатrв

которой частные производнuе от иетрики равнu нуло в точке.

Мог бы возникнуть вопрос: ,.tolxнo ли базу расслоения tt :

цэ - Цr взять не в виде псевдори.Jtанова пространства 'оa

d

128



(пространство-вреl, обцвй rлrr спецlraльной тaории относ]lтэльнос-
ти), а в Brяc поп/ри..ано.а пространст.а Т| {r.nro,.o.o nco -
странство-эреr,rя) ? илrr в arrдe Фiнслерова пространGтaа-эрa}.сфr?

Ьслоr(нч€ рассrtотр€нй, показчaýт, что еслrl ба!а яaлraтgя ньо-
тоновшa flpocтDarrcтзoaa-Bpcraeнera, то никaкоlо a€ктор-потэнцrала

l,, с градlентнurr каrtrброаочнrr. преобрааовaнrtех не ю!никаQт,
так что эл€ктроaiагнaтrзra не!оэl.охgн (отдельlо 9J|сктричесхое по-
ле, без rrаrнитltого - aозiоr.но). фrнслерово r(c пlюстранGтво-

веФ.i 0t] не проrи!ор€чит 9лgктроrагниrноЁу aектор-потенцхалу

Д,, , Ьтя TeoPrt, становитGя гроюrАкой.
Автор tgparaeт благqдар}rость )lчастниках ll Bcacooar.ol JKo-

,rt по теории Фrзrчзскrtr Gтруктур (Пlцrrно,август t988 г.) за
aктиаllос и п9идирчиaое о6,с!пденйе полопений доклада автора по

Te}r€ этой статьи.
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