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АппрOксшrАция aунlщип лOкАльнo_liнтЕрпOляциOн}шltи

lсуErчЕскиl{}l сплАйнА}rи

Т.lаилав, В. Л. }lироtlнич€нко

8вадение
В последнее Bpell, lлирокое распростран€llис получили r€тqдч

прlближени, Функций, rсподьэу|шlие локальнуо аппроксинацlо
сплайнан|. [l-Jj. JЬкально-апп]юксrваqионнIе сплайнt по точво -
стl. прl,16липениi бпизки к }rнтерполlцrо{нч,. сплайнаar, в то Ie
jреrrя они суцест!енно п9dце с точки з9ения Qисленной рGаrмаа -
ции. В ]rаботах [2.,4] прэдлоr*сн новчй т1rп локальфой аппDоl(сина-

цrи сплайнgr{a,l, 9аниrraпий про}rс )rточноG nono*"ra rgrду Форху-

лаr,ra rюкальной аппроксинации и l.нт€рпоJrrционнur.ln сплайнанai. в

дальней!a.. такие сплай}ý будев наэUвать ло(ально-инrсрполrцион-

нуци. В данной статье эцюдятс' оценки погре|thlост,l алпроксrlв-

ции функций l. rtх прои!!однlх локально-интерполлционнчrrи куби-

чсскихи сплайнали.

0усть на отоссхэ [в rЬ] в у!лах с€тки \: а . to<

l99o гоА

;(r.)= t.
,вг9тD, что

8Uпуqк l

t< 1or< ft+.< 1T+r '

<ar< ... < t,D ; ha= Iдаr- xl , rrзвеGтнtl 8н8чaнr,

...,tr , Функцll f(x) . Ьуден предrо -
- чgтное чrlсло l дополнив сaтку Аtr

,l = О11 1

I.h
точкаии a_r( l_a( T_r( Iо,
Кубический .пл.Чrr 8€ Cl [а rЬ]
скэет пр€дс?!!!енис

3

с услани на сеткс допу-



в(х) = 
Ш!r 

в.в.(х),
JE_l ..

.д" Вr(х) - к16ическИе В-сплайнЧ [l], а Р. - числовь,е
эФФициентg. Полагап Рr= ё, , J = 1 ,.. .rlgll, ,д"

dr= fr+ [":*-oi-,T],

( l)

ко-

7
з(Ьr+hr_r)

и ачбирая подходяциЙ образом коэФФициент, F-' ,9q rfu rfr,*r
(cr.r. [4]), получаеи локально-аппроксийаqионнчй сплайн, кото-

рнй обеспечивает такур же по порядку точность приблlиlкения, как

и кубический интерполяционнвй сплайн. В частности, на достаточ-
но гладких Функциях реализуется }4акси!tальнцй для кубических
сплайнов четвертчй порядок точности.

Сплайн ('l ) наэовем локально-интерполяционн!al.i, если

B(=.r)=f.a, t=Orlr...;tl' (2)

Рrr*, = еrr*r, J = Оr1 9...1Д-f,. (3)

Из условий интерполяции (2) вчтекает, что

р"= ГiT[f,t- &"-n'u,-n(x,*) -

-Ч.*rВ.a*r(=.a)] , 1= 1r",,D-1, (4)

Ihя определения оставlлихся четнрех коэФФициентов Р_1 ,

Ро 'fu,9д al К ДВУli еце не использованнь.}i условияl1 интерпо -
ляции (2) при i = 0lШ добввин, как это премагается в [4],
краевý.е услсrвия (в яаннои случае типа 1 ):

ý'(хо) = f|, B'(xu) = Зfr . (5)

Из усlювий g(rо)' fo' ý'(хо) = f| получаем для ко-

эl9Фuциентов F_1 , 99 систе},у

е

g

ц



в_r(:о)р_.+ Eo(ro)go- fо

a

о

(lo

(ro

i.

l'

пt
I
.i

(6)
в]r(-о )9_r+

п

снтоa 9lral по

]lол!лш oqGн$l поrDGaности

С r|[аrЪ1 rr gа проrrlэqАнчх l

вo'f
Koiops, .r..GaT qвrrнcTaa|l|loa рзrзнrrэ [С]. Днarcrrrчlз. o69erorr Hl-
ю-]шгЕтrг,тrп!т:r,r PrrF;., . В .iiorcrnкоrDно,rнтGэпопrцrоlr r
Hrd Gплаlн, Grtрaдэлraraa уGma]rrп. (2).(r).(r). с!,rэGтaует t

Oт.aёTr*l, что нaD8ц/ с jоотllсэнlrш б) ,.Ф{о, .lo

aнrttоrlJ с rrнrсmопцrrонrшl сплаПн!цa , 9aooarTparaal} .i другие
Tпr (pacaux ygroarrй [|]. Kror.G To1.o, clroдyr [4l, }rшФ потрa-

боaатD r дополнзнrз к (2) rrrolrъHrrr услоarl rнTalnoмorar a

rrлах al r fr-1 з

8(l.)- l., в(ъ_r)= tт-o. (?}

Пр.r pa|Gнrrr прattтrrraзGlсaх шдaч !о llliоrrх G,л!лarх ,тот тип

Kprealx ус.|Darfi побllэa rrcrtоaхй (5),так как дл, его DGаJrrs!ции

фс TpG6!,nTG, .н.ч.rl, пDо.lt.ql rХ f|. {
в ý|-' ш!qАr?с, оцбнкх поr9c]rост]. пр6r raнrl ло(.лlю-

пiтGЕtолп|rюнlеrх сплalно{. G rр.ничl{llu lrслоtrrшl (5).(7).0т-
lGтtlr. что нsдобность a гDафrпOIх t/слоalrх оrпадавl, коrдa иа-
aacтlll acc rнечсюrr ta. тaЕбуa.s алл оrr9Gдеrънl, кооiфarцr -

Оосlулс (3) пш rсзх J * -;loor .. .r! (на-

п9].xaр, сто r+lCaT lýGто пр]a dtпDо(Grr.rq]ar пэрrrqдr.чсскоfi Otшx -
tиl). 0цснrи погDсrноGти м, rтого случa, ,tgг(о поrrttчrтr }ra рa-
!улlrа?оr ý1-3, шчлaнra ]la нr{х ,t/ чaстL, хотооa, от.lосNтG, к
oTpar*r [:r rfr_дl .

.ll. 0цзнкl miрaraюстr Ёa Hapaa}.oнaptlofi с€тrG

о!,нкц.lи l(x) С

! - l,2,r,коr-п (х) ,
дa лоl(aлDно-rrнтGшолrцirrонrrrrfl сплriн (|) удоaлGтaо9rar уqлозr-
лr Q), (]) , (5).



Пусть Вra(-) - эpxriтoв цбичсскиЛ спл.Ён, определrе -
шlй условияни 8rr(Зr). tr, ý|.(Хr) . f i , J. Оl ... 

'tr.
}lHeeM

р(,)1rl_r(,)1:) ;s p(,)1:l_ B!;)crl1 .
,)

+

t

,a (х)_ t(') (r) l , (s)

t - Ol1 .

Так как очGнки дrt, P!;)t-)- 
'(')1х)1 

и8вестнс [l],
то достаточно оценить ""n"""i* 1В(')1х)- B!;)t=l1. }ic-

пользуя Форtlулу мя Вrr(-) [l], на интервале [-arXa*.ll
имеен

l в(т)- вr.(х) 1 s

ý (1-t) l(t+zt) [B.-f,.l+ tt(з-2t) |s.*r-f .*nl*

+ h.tB-t)t(l-t) 1вiз!l+ t B!*r-ti*rl] l (9)

l Bt(x)-B,ir(x) | s

sбt (1_t) .-f -1а + р*лt€tе l1Bi-til+h

g

hl

+ t|3t.21 1вi*r-t]*.. l, (to)

rде t= (х-=r)/О., 
'1')- 

g(")1*r) т",.", образон,вопрос

об оценке *" 1в(')6з)_3(")(х) l' з - 0,1', "r.оА"rr.". "
конечноr.i счете к получениD оценок величин lg:"'- f :" l ,

r = 0r1"
Приведеr.t Фор}rуль. Il, c.I40] для у3ловчх значений В-сплай-

нов и их производных:

s
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в!_r(r.) . il[(Ъr-r+Дl) (br_trД._rrДз) 1,

B!*n(x.) . 6/[(br_l+b.) (h._rфР.*r) J,
в!_r(-.) . -в!_.(-.)Ь.Д,

в*.(х.) . ф.(х.)ъ!/0,
в|.. (х.), в!.r(х.)Ъ L-i/2,

в.* r(х.) . в!."!л.)ь]_r/О,

а такIе Tolцecтla:

в[:]t-.)* в[')t-.). B!jc-.l. 6,о,

(b.-ь._n )в[") c..)-(2bt_i+ht_. )B!:}t-.l .
+(zЪл...lв[/rt-.)- 36rr,

-ъ.ъ._rв!') 1-.)*ц._1 (ъ1_1фд_.)в[:}С-.l .
ф.(hр.*rlв!;} С-.)= 66,.,

r . оrlr2

r.!?}г ,|;}. Ii а,вF,F'"ь,
в. Oltr"23 J чОr.,.."Ц-1 1

еОе Оо. r/зr , Ol, l| lz , ёl, )/ zl .

(ll)

( бrr - сиr.вql Кронекера), которче будут использованt при вч-

юде оценок.
(Ьаначиm lrппt L_.
лЕнlц l, Еслll 'з($ефr,Ь1 , по аля ЛоКС'JlЬllо,

uнперпо4яццо нн о е о еплааflа, а Оо влелв opapute е о а сло вu-

ял (Z), (3), (5l, tлеwп цеспо оценкu

7

( l2)



члaноl a ,нтGrраrъноl 0o9ra, лэгю ltol(.tatl, чrо

ДО(ДЭЛT ЕЛЬСТl0. tlcnorlrsy, .oDiryrv

ь h

с , ocTaкrllн$l

(:..r-т) 't 
|Y(т)dч _

9f дt 'Дr,:,i_t ц

9a. ta+

I
i,] l

п

_ь

в.(х.)

п

п

1-1

l

прri 1- 2J+1; J.Or...,a-1 .

t! - 
btr-' t! + о.

п914 1.2J; J.lr...ra,-1 ,

b,t а
---lg!

( l3a)

(lý)

лr л(hРr-r) Ь.
t

п
(т.:._.) 'f 

|v(т)dт
пд-l l 1-1

[(тrд._r)в.-r(х.) +

t+.l

(l4)

t
с:-]

+ (:.дл*r)в..,(=.)],

[(v-:._r) '+(h._.-Ь._. ) (ч-r._, ) 
а-

_ ь._rь._.(ъ*._r) ]t 
Е(т)ст,

'+(h...-h.) (х.+.r-y) ' -

(15)

( l6)

r [(:
I

t
6в

- hл*rЬ.(r.*r-т) Jt 
lY(т)ач.

пп
п

rt



Пустr 1r2J+1 ,1SJ ý в-2 . Тогд., nor.Hrшr.o lllx -
rенlз (|3) l (|l). поlrучgr

j(,).6(,)_ 1(,). з(,)

1 (Ir.+ Фlаr

(r.)t.+ {т..+ .._.)вtЗ}(r.).

(,) (х.) , э. Ort 12 .

ils ' (l t) , (| 

') 
нэl.дJЕн}.о ауте(!t oue}lюr :

B.l =Ё}у ш t,"L ,

!,+ l

r)

( l7)

(l8)пгl

h
,a]Irдlý ш r*b

п

с

?2

ДаЕG, учхtч.., (li) l (l8), rrr (l5) поrччаеrr

llirlý

шхф._.(Ь.-r+ Ь._.) ,

tr f '"|L

.t")}lt"[. s

)

ь

h ь
Ir.l5 ?t

l
п

ш

r + b._,Pr

lF -l|.. (19)

lY
Шr , (2О)

ll
]tr (l7), lrспоь!у, пеоaоз r, тоцдсGтa (ll), .rrrеей

Br l5 Brl + (|r..l+lз._rl+ |r.l )B._r(r1) +

+ (|r..l + l.r+t ]+ ]r. |)в..r(:.) .

пDl.лGк., orpнrl (t8), (!!), нахqдиl

п
B.l s .Ь ьl

0

,с +



гАе

Ot=

sz

Так как

2h (вt+ъ .,)+Ъ._r(Ь!+Ъ|_r)
2

hл-.ф.-rф.

л _ &.*r(Пt+Ъ!)+Ъ.tЪ!+Ъ!_, )

ч-ы,

Учитцвая, что величинч Q. " Qz являк}тся возраста|dциýи

функцияии ha_, , ,ha*, соответственно, получаеи

hrQrdrд-rп. 
=

hr_.l{fr.+E
{в(ъ r_ o+h. ) (вt+ъ._ пъ.) +h 1_ rhl (hi-1 +bi) }s

2Е(h
(на+Zh._оh.) s 2в'tЪ.- r+h.) .

hr-r*h*+E
-r+h )

В результате из (20) иr,rеем

ln.ls ry (hrhд_1+2Е') lF ''ll. = 
d F'Оll_ l (zl)

i = 3r5r..., ý-3.
flалее, иэ (l7) с учето!| (t1),('l8),(l9) получаеи

В: ls =i.Ь-(a, + п2) l| f 'oll. .
'- t' 24(h.+hr_rl

2:f;(2п2 )+(Ь )(h

4П(В'.Д

z 2
r)

Or+OeS
Е+h1_1+Ьз

в
1)

в

S 4п',

l0

Е+Ьд_r+ht



то

l "lls+ 
.ffi'n 'Ош.= f. * '",l- , t-з ,5 , . . . ,ш€. (22)

Из tl7) имеем

Покажем, что

ts'j ls аЙJ (h._rО,+ ь.яr) lF'v ш,,

(h._,,пr+ пrп.)/(ь.+hr_r} s М2/2.
В саlюll деле,

h.-.,or+ h.Q.

h

(23)

н(h._ n+h.) [н8-( ь.-ь._., )'€Btb1_ r+h з)€ (Ъ!-.,+Ъ|) *

+ 2Цrhr_л J+2 [ве (Ь._ п*hr) 
l-tЬа.+Ь!-о 

) 
а] } о .

Таким образом, (23) инесr }tестоrиrследовательно,

КОТОРОеrкак неТРУДНО ВиДеТЬrСВОДИТСЯ К ОЧеВИДНОl.tУ ССОТНоЩеНиО

lRilsa пtlF'"ш. ,
't}

0dъединяя этот результат

J = 1r..., а4.

l,'3r5,...1Ш€.

с о|), (22)lполучаеи (tz)

-. ll

при



8цчrrслиr rra сrст.* (6) кооФо.rцrент fr , ПОСr!Э HCCrto|-
Hl.x llшaдок нахqдrl.

ао.сr_!5Sз з;. bo(bo+b_r )

a
t|+ь5r,

rдс

lB ].
Ь_.+hо+Ьr

6(bo.bi)

'{'), "
(,)
0

(tr) Ь_ 
о-' 

лt Ьофп

(u_:o ) 
t(rr-:. )l lТ(ч)аr

ll.?2(bo+bi) tr lT

tt

Jfo

При этоl{ спрaacдл.raо cootнc|lэнlic

,| .B!'){rn)rn.

+ B!')(-,,)(r.r+ о.).

0тсапа, учltrrаr оцэнr'. lеrtri.ин lB |, lД.' |, ]Ia.1 l, lo1l,

lвr I s Eo(s.i)lBl+lr' ]{в,(х.)- fr""O,r1 
.

+ в"(:r)( |о. J ,+ E.r l)'

,*,'*i#:ii*#i:;:,""*: lF""L з

з Е]Е''ш. .Ёlp'"l., сrо,

что дооar.ar.т (t2) пш J , о, э' о (эт, r, оi|,фк, 
"Dн,,

l2



КОнечноrпFlи J - Д-1) . ДнаJ!огичнчr. обра9он расснат9и.артся
случаи r - l,2.

лЕ 
'{А 

2. Дсrи f(r) €

чнперполяцuонно 2 о сплайна, уdовлепворярце 2 о у словuац
(2), (3), (5), wtеюm деспо оценкч

ru!;)-r!;) ls E Bn-'1p'T;l.. t= o,1,2;J -о,...д,(25)

zdе -Оо=. О , 4= ,/.. , i1-.= r/c .
докд3дтЕльств0. Лоr ! - 0 оценка (25) прrrФ сл€дует из ус-

лов&й ,нтерполяции (2), эхqдяцих в определение лок€льно-rrнтср-
поляц"оrrо"о сплайна. Для четного 1 = 2l4 1...1[-2 ,
D . l 12 ииееrr

R(J- [о[') {тr..е._r)*а!"){r.л.*r) ], (zolВ.(r.)

а rЬ] , по Оля ло,lальllо-

! .. r)"

п Е! д-r(8

о('). B.1l.)B[r)rtr.)- в!"){..)в._r(хr),

а(')= B.(x.)Bf|tr.l- B['){r.)B...{x.), r=1,2.

rlG

при ! . l из (26) после }reKoтoplx эl*ладок получасl.

lBi l = $ {ь._.+ъl_r)(дr_r+hl) (h

,. пах(в._r(х.) lB.tr(r.) ) F'"ll. .

Ф!,,lхц., Ь!(Ь._.+ h._r) (h.+ Ь..r)/(Ь._rо h._.+ h.)
я!ллетсi 9озЕвсrцlей относrrтельrо ha и hд_lфд_1, и по-
эсо+rу

(h!,-t l-i +h1-1 l)(h )(ь )<дt'- ,',)в
Аналогlчншr обраrо|i поrD2чаGтс, неразенGт!о

(br_r+bl_r) (ht-r+bt) (ht+br+r)B..' (1л) s | в'
|3



8 результате

F]ls *F'",l., L - 2о41...1 ý-2.

Для а - 2 п9 (26) иrrееrr оценку

lni l s ft пах{ъ._r(hr_rфr_r), ъ.(ъ.rл.*r) )lF'"ll. 
=

= *ш'О|L ,
t

приlвraводе KoToporl бчrrо учтено, что

В.(т.).

.)(еъ +Ь )+ь (ъ +Ь ,)(zъ )h
nт

(hl-r+дl (ha-.+h.-r+ha l-rфlфr+r
Наи осталось доказать оценку (25) при 1. Orýi l .'2,

так как при ! - l в точках rо rlt оценка (25) ииеет несто

в Gилу граничнчх условий (5). Инееrr

в3 = в]r(хо)(F_r-р* )+вi(зо)(9r-9о)-t; .

Подставляя срда 9начения Р_1 F9 , найденнýе из систеrц
(6), и учитчвая (116)r(18), получаен

lвБ l. #р;, Fro+ дr l s $m'otl. ,

Ясно, что такая ilе оценка и,{еет }всто и ,lля

казана полностьр.

Теперь сфорtlj/лируем основной результат этой части работн.

TEOаE}IA I. Еслu g(х)С r}[arb] , по Оля iокалоно-
uilперполяцuоilно е о сплайна, цOовлепворяlоцее о чсловuяlll
(2)"(а), (5)rulерп леспо оценкu

р(r)-з(r)ш. <KrE'-rlE'"ll., t=о1112,31 <zэl

lRfr l Пемr.а дq-

ltl



2dе Ко = 0.057002, Е, = 0"70з?, Et з з61/1152 l
к, = **(?,3F + Цр ), Р. В/шrп Ь.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВ0. Пусть -е [хarхa*rl и 1 - четное чи-

сло. Тогда иа (9) с учето}l лемм I и 2 получаев

lв(x)-gr!(r) l < {l-Br'* ?t+4) lF 'ОЬ . (28)
,t

Если учесть иэЕестнче [ l ] оценки мя
(8) и (28) нахqяим

IBrr(l)-r(x) l, ,о 
"з

|g(х)-t(х) l..* оo(t) шf 
l"ш. l (zg)

.л" 9o(t)- t(3t'_14t'*1otr4) , причеr4..tffi]оо(t) -

- 9o(t') r /2.0.0ý1002, .tl в 0.76900 - корень урав -
нения 93(t)rQ.

При нечетноtl i вЁесто (29) иrrеет lЕсто оценка

lв(r)-f (r) l= * 9o(1-t) lp'"ll.. (zp,)

Объединяя e9),Q9'), получаем (27) при. 8 = 0. 0ценка
(27) при lГ - 1 полуyается из (8), (9) с использованием нера -
в€нств (21),(24)9 л€ll}tý 2 п иЕвестной оценки [l] мя
I B]r(:)-t'(-) l . [ля того, чтобн получить оченки (27) при

Е .2 и !- 3rиспользуеri неравенства

|вП(х)-t"(х) |s (t-t) ]Bi-t! l+tl

lB"' (r)-f,o, (-)l, 
l*dЬl 

-|

B!*.-f,!.rl+

+ lп{(s) l,

+|B.(d|,

(ю)

h
1

где Br(-).fi(l-t){.f!*rbfn(-), -е [r.. , x.n1l - no-

l5



rrrешность интеDпалiции сплайно.. nepaoii степенN Фуlrкции fn(t)
Ht сетке ý . 

|1nrrr"", 
что (сн. [l])

lп,(х) 1 s ; ttr_tl lF'"ll.,

lRl(x) l 5 5. 12t'-zt+1) lF ''lln ,

и результатu лсrrl. 1,2, и9 g0) прихqдиt{ к (27) при r = 2,3,
llоказательство теореiш 3авеD]ено.

0ценки (27) являDтсяrпо-вrдвнояtl, несколько завtшеннцrrи.К

этоraу эUэоду r.lorнo прийтr, анализируя процесс их получения. По

построенир локально-интерполяцhоннlaе сплайнЕ заниriарт проl.еlrу-

точное полЫсние raеrду интGрполяционнчии и ,кrкально-аппрокси -
t{ационнш.r сплайнайи, а поэтояу ,aоl.фо оlltцать, что постоянная

Ко в (27) долrна уАо!леrворять услоgир 5/384 S KoS З5/ll52
15|38\ yl 35lll52 - посто8ннý.е соответственно в оцен(ах для ин-

тсрпо,пяционЁ9l оr'r локально-аппроксива.lrонного спла*нов [ 1,7]),
Hari удалось покааать эrо для случая равноr.еоной сет(и, которUй

рассrатриваетс, d слсдуцеr. параграФ€,

ý2. 0qенка aк)rр€щности на Dаrноr.еряой сетке

ý равнонервая с шаго.. 1= (b-a)fiT .Пви

,юкмьно-интерполяциовнчй сплайн tI) опреде -
ЛrеТСя СУкl{оЙ

s1*) = 
lt'_9rвr(r).

Jg1-1

В дaльнейле Bal.,l понадобятсл 9наченхi В-сплаЙфов

церной сетке з

В._r(х) = (1-t) './6,

в.(х) = (lt-6t'€t')/6,

l]ycтb сетка
*€ ['r,rr*.,]

(з l)

[lj на раэно-

l

lб



в..r(-) = t'/ 6,

в..r(х) . (1{3t+3t2€t')/6,

х-ж, =t' , хе [х.,х...).

(з2)

(з4)

тЕOрЕм 2. если f(x)e а,Ь] , по diт локаль-

tЕ 0. C911a .

но-uнперполяццоlно? о сплайна на рi,lвцолерной сепке,

аёовлепаоряюцее о условцяд ( 2), ( 3). ( 5), члерп еспо
поч8се оце8кu

р(')-1(") ll_ s K,b.-"1p'vll., r = о,1,2,з, (зз)

.dе

"о= ff$,,о.Dzr6о8, К.= r/ra, Кr= l/B,

9! 3к, =i. 2ll
,". "r)

ДОКА3АТЕЛЬСТВО, Пусть Х€ [*a,*a*rJ . Сначала paccl.ioт-

pxrr сл).чай, когдa 1- четное чrсло, причей 2 S1 SN-4.
Из Форнул (3) и (4) nreerr

gJ= (-f,_r+8fJ-fJ+r)Д, J = i-1,1+1;

pr= (fr_a_8fk_l{з8ft-8fl+1+f *) /24 ,
lc =t , i+l2 .

подставляя (]2), (]ц) в (3!), лолучаея

s(x)= [t(?t'-tBt+12) (f, 
r_ 2-Е r_ 1)+

+ (1зltЗ-2ý2t2+144)f 
t+8( -169 

Эдgt t+lzt)f 
.*.i +

+ ( бBt'_18t8_12t)f t+i+t'(f t+n-tr.*r) ]/144 , tзsl

хе [xr,x.*rJ .

l7



3аrrенив вепичинц fa, ko 1-2rt-1 ,.,.rl.+4, их ра9лохе-

ния..rи flс Формуле Тейлора в точке Х с остаточньara членом в ин-

тегральной форне, и9 (35) псrrучаеlr

9(х) -r(х)= *[;r,]I' *,( t,T)l |vlт)ёч+

+

-
JolC

х
t л)tlY(т)ат+ }'r;t. л)t'оtоlа"}, (з6)

IIl

где

o|(t л)=

о!(t,ч),

oj(t л)=

oj(t,v)=

о|(t,ч)=

o}(t л)=

o!(t л),

( ?tt-l8t+12 )t(ъх._, )',
( ?tl_t8t+a.z )t( (ч-хr_. )'-8(т--1_, )' ),

о|( t ;r)+(131t'-28t!+tДД) (ч-х.)',

8(-tбt'd8ttдzt)(х.*r-т)'+ 9|(t,ч),

( ýBt'-t8tt_l2t) (-.+а-ч)'* o!(t,T),

t'( (х**"-т)'- 8(rr+r-y) ') ,

t'(x.*n-T)' .

Исследование подчнтегральнчх вчранений в (36) показьaвает, что

o|(tro)e о, т€ [-.-.,*.-rJ;

o!(t л)> о , т€ ["._r,x.J;
q](t л)s о, т€ [x.,xJ;

a

t8



о|(trч) s о, т€ [xrx**rli :

i tзzl
o|(t л) ý о , че [-.*r,x1l.J: 

I

o}(t iy) } о, те [r.*r,х.*rJ; 
l

ej(t л) е о,} y€ [-.*r,xrloJ. J
Приltеняя неравенст9о ГЁльдера в (36) и учить.вая (J7), находиr.r

lý(x)-t(x)ts# о(t)lp'oll., (зs)

где p(t)- 9br-l6t'+12t Легко показать, что

.ffi,l19(t), o(tn)- **S ,,r= * ,

Следовательно, верна оценка

lB(x)-t(x) | s Kobrlp tvШ. , х€ [:.,xr+r], (зs)

где 
"о. Ч# r оrо216о., 1 = 2r4r...1Ir-Л.
По соображенияl,i си}iиетрhи оценка (39) справедлива такtе

мя nporielxyтKoв [rarra*rJ, 1- 315r...;Ш€ . Такиrr обра-

эом, (39) 
"rпол"""т"" 

nJ" Хе [Xrrxg_r], и нан осталось рас-
crroтpeтb отреаки [rarXaa.J при t'' Оr1 lП-2rý-]1 .

Пусть хС [xorir]. Соrласно (6)l имеем 9_r -
. Вr-2Ш; и, учитtвая G2),grl), из (31) находиri

Е( х) - g 11зlt 1-2 ýat ad44) f 
o -12h(-12t+l8t t- ft ' ) t| +

+ 8(-2зt'€6tt )t r+(6оtэ€6t' )f, а +

1 t'(t.-8f )7/!ц., а-Iо* f[. (ао1

0тсрда после пqдстановки разrюкений вепичин fо rf;rf,l rf_зrf9
в точке Х получаеrl

l9



S(x)-f(x)= * q],(t л)t ''(")ао *
х

Jtо
ll

Jх
+ o|tt,")t '"{")а" *

I
,t

+д
,-l

j'*;t.,"t, *t"l*}

где

,p],(t л)=(шrt'-2912д44) (ч-зо )'+

+ 36h(-12t+8E2-7g') (ч-:о ) 
t 

,

o!(t,v)=Bt'(_Bt66) (х.-т)'+ o|{t л),
o|{t,v).t'16ot€ý) (хr-ч)'+ o!{t,o),

е! (t ,")=t'{ {r.-т) '_8(-r-v) '),

е! (t,T)=t'{xn_T) ' .

Аналrэ показUаает, что a пред!л8х интaгрrроaанr,

о!(tл) . о, 1 =2,з, o!(t,")s о, 9:(t,v)so.
прrr.енениi Hapateнcтla ГёльдеDа длi каt|{яого иэ интaг9алоа

лучаеr. поточеqнlrо оценк!,

|s(l)_f (r) 1= * ( 9Ёs_atd8) lE'"ll. .

Jlосле

по-

l{8хсиrуr Функци'. t! ( 9ur-23t+l8)
t = 1 и равен 4. Следоватgлlю,

(4l)

20
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F(x)_f(x) ls hr
:I1

3

'"ll., -a [ro.:n J,.

п

п ,l

Е]

о,(l-t)(Тtl+дtd)Фl(t,ч),

r-T) ' ,

(42)

(4з)

пlrстD I€ [rr rхal . 8 это}r сrtliчаG .] пр.,,хqя.r к равенGтa.J.

B(J.[(23-1ll t lдt8-вt')fо+l2ь(r-t)'зj +

+ 8(13€t-3зt'dЪ!)ri+(-1з2t'+144t' +

+до8t+24)f .+(?t'€tl€t_l) (8t ,-t 
")1/!44 

,

в(!)_r(l). * J tr-tlо;ttлlt Е(т)dч 
+

п

г:l

пп
+ (1_t) ф](t, ч)з'Y(т)ач + J о]{t,")з'"{")ао.

а

,
8

J-t
+ (:'-t)(Ztt+дt+1) ф; (t,T), '"(")сr,

t]

гаэ

l;(t,v).(ýBt ) (ч-хо ) '€6(1-t) 
tb(T_xo )',

q](t,T),j](t,T)€(-1ft t..lф+lз) (y-хп)',

Ф;(t.ч).(-1з2t'+tДt'*1о8t+24)(r.*)' +

)+]tt, п

2|



Ф](t,т)=(хп-ч) l .
пеи этон 4l|(t,v)s o,o](t,v)s о, ,р](t,ч): о, J = 2,3 ,
1,1 поGле прикен?ния н?gaээхGтaа Г&ьдсра ,r (43) получrеr

hr -t (_9B'+1ott+ft+4) lE'"ll- . (44)lS(l)_f (х) |s !l5

Так как r.аксиr.!п. праaой части з (04) доqтигастсi в ToraKe

t.1/3 и раэен l28l27, то !ерн8 оценка

lý(:)-f(x) l s # bnllf '"ll., хс [xr,xrJ. (45)

гофrтно, что оценхl (lr2) и (45) справемивв с(ют!еrGтвенно ха

интервал.х [tT_, ,h] ' [1... ,а_. l
из (39), (l2) и (l5) слэдуст (r3) при r = о . Сучестlенrrо

боrrее слоltной оказалась зад5чо получGнtri очеrок (33) прх ! .
. 1,2,3. Продеlонстрирусr. !оgникащиa здесt трудности на п9t -
.trре эI.qда оц.нк]t для оrр.r*о, fxrrra*r], 1.214 ,..r
... ,ш-4

диоФере}.цt руя (36) и приrеняя нераЕенство Гёльдера,ииеех

1g(,) 1х; _з(,) 1*) 1s

h-" |Е т] le'o , 
(t, ч)lv l

д+ 1

l+,
l

l

att
t5r

!

J=-,
#о

ti]

(46)
а' (t,Y

""}

dч+
п

п

-J a'9:(t л)
at' at'ёт+

ц пt э - 1,2,3.
Гла!наi проблеaaа при получaнии KoHCraHl э оцснхах

arч,.cлехфG ин?еr9аmэ " ilb). в отлrчr€ от спуча,

22
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подынтегральные Функции здесь, воофlе гФi.}оря, нё 3.{ёкопостоiн-

нuе, что требует определения точек переменч знакаrкоfорве зат-

руднитеJiьно вьaразить в аналитической виде. ltы исrrользоваjlи для

нахо,кдения постоянннх в оценках аналитические вьaкладки в соче-
тани!i с численными расtlетаr4и на ЭВ}t, А именно, вначале числен-.

НО ОПРеДеЛЯЛiiСЬ ТОЧКИ, В КОТОРuХ'ДОСТИГаеТСЯ r,rаКСИ'rrУМ ПОТОЧеЧ-

ной оценки (опgедсление поточечной оценки сводится к вuчисле -
нию правой части (46) при lИксированно.rt t ) . Пр" все* t =

= 7r2r3 этой точкой окаэчваетсп узел Еa . 3атем с по}lоцlьlо

аналитических вьaкладок вuчисляется точная оценка в узле tt,
и Te}t са!шrtt опреаеляDтся постояннrе в оценках (33).

По-видиr.rому, неравенства (33) для 8 = l r2,3 иогут бчть

дока9анш строго аналитически. 0днако, lлаги, предпринятче на.r{и

в этоll направлении, натолкнулись на чрезвычайно l роноздкие въa-

кладки.

Погрешность приблихения локально-интерполяционным сплай -
Ho},t в случае краевьlх условий (7) характеризует

TEopE}rA 3. Еслu f(x)C r}а,Ь] , па Оля локально.
uilmерполяцuонноео сплайна на рааноцерной сепrcе, уdов-
лепвораюшеео условuял (2 )r(3), (?)rшаеюm цеспо оцен-
lсцi

ls(")(x)-t(')(x) |s t"rъп-'11t ''[l. , з- 0r1,2,з, (47)

еёе

хе [xr,11-.J ,

tr= ,/l", Ёr= о.1?о1l0,

х€ [,rc.t,x2] U tfu-r,tr_.,1;

К=К, ,, еслu

еслu

Ко= o.o18266,

tr= 
'/ 

n

zз



fio. о.оr.r.., Е; ill , ir= с/r, ir. ,r/r.,
еслч те [хо,хr1 U [1_rrlJ .

д0|(AвдтЕьст00. }t.тqя .Itqда оqсно.( (47) тот lG, что ф.r!

.rспольЕо!aн пOх докlaатaлlстaa теорсr 2. 0чсэrrано, посtоtнls
l,, r (lr7) прl rе [:r rl_al долl}r со.п.д!rь с ..лrп.ин!-

a otGфKax (33). tlоэтому лостaточно D!зсr.оlретl о?рэrох

] (прl rе [t_a rt] оцзнки бдtддtт TaKtorr rc) . Дэlст-

т]]

[-о. l,
a)i, Tai re,KaK пр}. lшqдG оqGнок (r8), (ll), нстрltдно получrrть

rде

O(t).
t(l-t) , -€ [xo,t.rl r

€tl€t+5)t(l-t), хе [rr.-.].
ОтGоАа нахqдятс, зн.чени, постоя}.lilх Ёо псl re [:o.rr] ,
8€[rirаt]. Постоrн.tЕ ir, r - 1,2.31lах rr э теорэrэ 216r-
лa полlrченU пt/tara ко,{6lнацr.ra афаrllтrчaскrх au(лi|rlок и чrслен -
}Ux расчетоa н8 эи.

0тraтих, что хсполDюaaнll€ графtч|*х дrслоэll (7) BrBcTo
(5) привqд..т к DоGту постоrннIх. ol|GHKax пшблrrч}lи, нr край-
нrх rнтaрa8лaх (rrскл.rзнrrэr itлrе?с, постоrннa,

toaaTb лrJt тогда,

..ал, то Ta(.G ,ta"*" a рЙ сддlGa даоr болaa Toiaнya

Ео np" lC
€ [rr,ltlult_t ,fr_rJ).,Ъото.ч 1rсловиr (7) оълу.т исполь-

l(ОГДa НеИ8!ССtll aНarltеНИ' .o.f| .

ý3. Асlmтотtlчсс KrrC оqснкt ttогрсllностri

Если прGдполоr..ть r что Ф!,нкщr, l(X) Ьлэа l,лalдiar, чех

это трGбоaалосD t TGo9eHax 2,3. то a a9рцGн...l по|,р€rносr}. aп-
проксrraцrll m(aлDю-tнтс9alомциофlцr сплaйноaa lfr|ro irцапять

глaaнt{ члGн погDс]фостri, о.aсЁхlа, котоOUl прlхqв!{х к тaк нa-
ltaaGataa acl.a{lтo?tilccxrr оqснкal. когдa raг GспOr доста?очно

2\



qlI о | 
поrрJносtlr , чэr. оцaфtli , сфорr.t п.Dоaа.{l. a lс|al9в-

,ýх 2,3.
ТЕОРЕtЦ q. Есrи l(:) С СО[еrЪ] , по Оая лоlсмь|lо-

чнперполяцчоNхое о сплайlа Na расналсрхоа сепrсв, чёов -
лвпворяол4веб yсаооurд (9), (3), (5|овврха оцвхtсч

х в( r)*з( r)1, rЕrьl-rшf lт|b+o(bo-t), !. о,1, 2,3, (48)

sа€ lEo. l/tz.. В,rз r/rr, ц.. l/c, дgr. e/g.
ДOКВАТШЬСТВ0. Пqвст..лr, э (!5) Dаrляеняr

; з(,)(х)
|.о !t

(rr_x)'* o((r.*)r),

поGrla прхaqдaнr, пqдо6|rх поrччsaх 8c].пtтотrчэскоэ пaЕдGтaarъ-

HlC lюlDGlllocTl пDиблa.сaнl., м, локaлDно-]lнтGmоляцlо+|llогс
I

сплална (crr.Tarcc [5I) з

в(r)-t(r)=-hjor(t)t'"t-)+o(b'), (49)

rлс 9, (t).t'(3tt_8t+5) ,хе[хlr8..11 ,1= 2,4r...rtr-Л.
lB (t0)lюlччасl, что Gоотн(reнrrэ (l9) ззрно Taxrc поr

Хе [xorXrl .t, следо!.тaлlфоrоOlо сп9aacми.о дл, .Gех t"нrеD ,
* [Tar,-.ra1),J'Or...rn-1 .Ллr rнтз9.алоr [-.l+. ,
:r*lJrJ r O r... Д-1 , кaк н.тр!iдно alцaтс, ,rrea'.

s(d-r(J= -ýor{r-t)t l"(x)+o(h') . (5о}

8r.rислrr, ,axclrvrr tgr(t) ] , пол!,ч.ев (08) пш г = о.
_ дхфcоэ_цч.ру, (l9), GOЬ юrю получrrтl llpar.Hri м,

g(,)1r1-3(')1X) , "" 
KoToDux зtтсх.Dт оценки (48) пр.r

г - t,?l]. Тсо9.}.а док.ral.a.
Срaaнaниa асхa{Ilоlичaскtaх поGтоrн}tх lE, с TorHul+,r по-

стоrннs.r Е э 63) покarta8Gт, что п9.r 8 r 0,1 и rапlх Ь,
aсrхat?оlфчaскra оценки прaдlоt|тaтзльфсе lo.|liax.

25
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8 Gлуч.с xp.G.t x уGлоlrй (7) пш t € [:t rt_t ] r.rrrсlт

r€cтo прqдGlа.rtзlФ.r (09), (90) r.слaдоa!тзлaноrнa этоt отрGaкG

GпDаaсдrtrau оценrсr ({8) G ltrrl IG поGтоrнlflil lE, .Даъэ нэ-
трlrдlФ noialaTD, чlо

8(J-r(t). *t(t_t) (a_t)'b', lТ(:)+о(ь0),зс 
[rо,з, з,

s(х)-t(х)= at(l_t) (l_tt)br' |T(x)+o(}r),le 
[xn,-1,I .t,

0rсцда следпr оцэrrкrr

р(,) 111_1( ') 1-) l l лЁ,ь'-rlr'vшg.о{ь.-r1 ,

rд. 
r - ОД,2J,

rfio. ( э rГrr+ro t) / l z zlз - о.о аrO tо,

4= ,/" , lir= ,/r, ftr. '/,
прrr t€ [:о,хr] U [1-rr1l;

lЁо= ( э rfir-ro z)/r r rrr - о.оо rloro .

ftf t/zl , lftr- .|/r, lffr.'/.
при :с [:r,I.] U [rr_.,t_r] .

(riGtиrr, qlо aс|o|lтоtrчс€кlG оцarll(r м, г9анхч{raх услоlrl
(7) на крэйнrrх интзрaэлaх |,9у6€с анэлоl,rчнuх о{енок дл, гDaнич-

|rrx !,сrlо.rl (9) ( rcкп.rая nocтorнllв dо . d, прrr :€ [rr r
lt] U [Ъ_irt_rl) . Ъ"rоп ма дбстrrrсниi-GолDfGl ?очнос,
,l прiблiltcнх, слGдlет ,Gпопlaоaaтl r9aнtчнЕ усrrоrиr (5).Если

.arr."r,* fjrf| HG и!rcстнl, rx r.olю ,aaiaH..TD пiтrто..gчнч-

,.rr раrl.|остнIшa aппроксrlацlовl. Пчсть !a(Х) - nortrнort Лаг -
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ра}ша четвсртой степени, интерполир}ший в у8лах ta значе -
ния fa, krlrl+1 ,...rt+Л. Тогда BlBcTo усло!ий (5) юхно
использовать граничн}Е усrювия вида

8|(хо)- T,j(-o), S'(1)= {_.(ъ). (sl)

На равноmерной сетке инеен \
L|(xo)= (-2ao+48f ,-36f .+16f,r€f 0)/(12b) ,

Ц_. (ъ) = (зt"_*-rеru_ r€6fш_ t_48E"_ r+2 Е* )/ ( rzъ) .

Легко вrцеть, что для локально-интерполяционного сплайна

с граничнь.r.и услсiвияmи (5|) сохраняDт силу оценки (48).

Интересен вопрос о сравнении асимптотrческих представле -
ний погреш}юсти ,юкально-интерполяционного - В(Х) и локаль-

но-аппроксиtlационного - ý(*) сплайнов. Для G(*) *о"оо"ц"-

ентч pr 
_ в (l) задарТСЯ РаВеНGТВаr.{и Рa= (-f a-.r#д -

, t L+)/6, t =1 1.r. ý-1 (остальнuе четчре коэФФициента

определяотся краевчии условиями).
Имеен (crr.[5])

ý(x)_t(x)= - _1(2€tt(t-t)')ъnt lv(x)1o(h0),
?2
хе [х.r8lаlЗ, t=21...9 N-2. (52)

Всл, ý(х) удовлетворяет краевь.ц условияй G) и

ý (х*)= f}, k = ОЛ l то

ý(*)_t(*)= rg*(t)ъOt |v(х)+о(п0),

х€ [xrrxr*r], i= оrlrш-2rý-1, (53)

rде

Фо(t)= -te(4-5t+2*) / в,
Фl_r(t)= Фо(l-t) t

е
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Фr(tЪ _(з€t€tt_цt'+6tr)Д44,

h-.(t) , Фr(l_t),

ttз (52) , (53) следуGl oia.Hк.

Ё-зьs [ * - *Jо'ш, 
|v|lо.о(ь'). б{)

СDlaнaниa оцaнок (l8),(5q) norсalll.aGт, что поrрarlоGrь

пр}6rrilcнrя оункцr" f(X) сплеПно+r 8(:) мя rglх Ь ппш-

r€Dю ! дaa рrla ,@xDua погрaalностrr прaGпrtraнrя локалtfiо-aп-

проксrr.ац,.офlflх aппайrо. ý(Х) Что rG (aсaзтс, ?o.lност.,

приблrtGнr, про.{raод}rх, то нa крaйнrх lнтGрtaлat. [:о rХa] ,

[а_arlт] она_ прrrсDхо 
_qАин.коaa 

Ал, обо.rх спл!Лноa. qпн. -
ко н. оtDG|кс [:, l\_, J тоrх{о€тD п,ш.6л.rrэни, nDoriarq}cx

спма"о. ý(х) .*rс, ,.е" Gпл.lноr. 8(-) напвlllэр,rrr $2)
слaдlrGт ol|eiкt

l6'(з)_t,(:) ls # b'F'"l6+o(b') , .

t€ [rs,t_!].
Анaлого.. граничl.Uх услоarй (7) a случас локaDфоl шпрок -

Gиraaцrr raпrDтся TpcбoraHrrr

ý(хr)=t,LrО,l,tr-lrtr. (55)

пш этоr s (53) Gп.дуеr полdrть

Фо(t), t(t_t)(&5t+t8)/и,
Ф.(t), _t(6€b4tl€tl)/u,

Срsaiенrе aсI.alтотllчGcкr|х прGдста!лсrtхй дл, В(В) ,
Ё(r) с {p.aar.., уGло.rr..l (7) и ý5) соотaэтстaенно по.(.-

rн!!ет r чtо ,lокалью-интеЕtоляцr.о.{Пl сплайн !яaсl TaKra давт
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больrшуп точность приблипения ФункцЕи, неriели локально-аппрок -

симационнчй.

ý4;' Численнне реэультаты

Приведем результаты об аппроксиr.rации четырех Функций иэ

It, с.52]:

f .,(х) = оар(х) ,

t.(x) о втр(-1Е),
f ,(х) = siд(lg) ,

fn(x) = [1+1оО(ха/il']-', х€ [о,1] ,

локально-интерполяционrч" - ý(Х) и локально-аппроксиrtацион-

ý(*) сплайнами на равноl.iерной сетке {тHulii - с rлаrом h .

Таблица
h f

f
f
f
f,

f

f
f

,r5.1о
61 't. l0
l11.10
!l9'lO

699.10
?l0.1O
ar9.10
бl?,1о

R

-R6,е.lо'
-l1,2.10
-t2,5.1o

1,5

l
2

,

1

2

3

4

-,
_4

-2

-l
_0
_6

-,

-6|
_3

-l}

-2
а?

_5

-2

2,).1О
597.10
0r5"10
?, t. {о

0r?.lo
0 iB .1о

l,8.1о
1 ,7. 10

Е9 0. l0
t.2.10
3r0.,lo
391.1O

_6

-2
-4

R i

o.t

_з6,8.1o -
-41 .3 - lo
-а1 ,3 - ,to

1r0

о.о 5

a,9.1o
2 а2,.1О

lra.,lo
6r1.1O

-5
-2

о.о 2,
t"
f 0

-lt}r0,'lO -
_л,,8.1o

7r9.1o
2ro..lo

-5
_,

-э
-2

! , 2,1O

5, o. 1o

_,
3r0.1o

l,1.10

В таблице обозначено

Rr= шах|ý(")1*1-t(')(=)t l r = ol1 ,
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гДе Д _ РаaаОr.е9НаЯ СеТКа На

лсrгичвllе вaличинll лл' сплайна

l - 0,!.
Дачнве т;lilличв свидетельстa)rо, о 'oя, что ,к)кально-инте9-

поляционнsй с,tлайн обеспечивает болес arcoKyo точность прибли-

ll(ения Фунl(ции по сравневиD с локальфо-аlпроксияациофtuв сплай-

нон, Несоот!етсraие вчводан асиштотич€ского аналиэа погре|но-

сти приблихaния, кото9ое наблOяастся для Функq}rи fa при

Ь - 0.1, объясняется ,eri, что п9и тэком щаrG сстки асийптоти-

ч€ские оценкr. еце ||нс работартt' (св.Dе3ультат9 прх Ь . 0.05,
0.025).

[О Д] " 
.,."о" Ь,/ to

6(*) обоэначсн9 чсрGз
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