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Введение
В [| ] полученч досrаточнtе усrювия хонотонности (9чпукло-

сти) для интерполяционнuх кубичесхих сплайнов класса Ct ,

внрахенньlе в вlце оrраничений на разделенвче разности от иhlер-

полируеной Фунl(цхи. ЦельD настояцей статьи является конхреlи -

эаци!l таких оrраничений в зависияости от краеaчх условий кубr-

ческого сплайна. для HeKoтopgx, частс кспольgуеriuх на практи-

кс краевuх усrюaий полученнuе ре9ультатu не Bgтel<aot непосред-

стgенно иэ [!].
Предполоrи, что в у9лах сетки Д; 8 ! J(o(tr(,,.

"..a 1о=О заАанч значенил f д. f(xr), 1 = О,..., П!
бункции f (Х) .

Даннче { f,} Оrп"" наэчвать ,"оноlохнýNи, если

f[:a,x.*rJ ао, 1.о,...,ш-1 , (l)

и вчпухJlt|ии l еслll

f [х._.,хлrх.*.J } О,

f [Х,,-..., ) ,f [r 1- 1 ,Хl,Хlа l)

1 = l,..., ш-1 , (2)

- пер8ая и 9lорая раз -rде

деленнце разфости cooтBeTcTBe}lнo,
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Задача rrо.а?тонной (вmухлой) сплайrt-иilaрполяции эЕкло{а-
ется в построеiяи .iо+lоtолrного (эrгtуклого) инrеЕхro,l'ционфого

сплайна пс Hoilotoн}lilн ( rвпуклtrн) даннчl.
Пус,о S(Х)€ С![8;Ь] - кубиqескrй сплаrlн [2I , с узлани

х € А, i = 1r...rN-l , J,довлaтворящий !rсловиir. интврпо-
S(:ca)= fr, t=Оr...ýlи однону аз

l
лrций:

усло9ий

I.

п.

ly.

типов kp8ettx

вl(xo) = f;, ýt(ъ) = ffi i
8"(-о) = r!, в'(1) = fff ;

8"' (xl+ О) = ý" (:._ 0) , ts = 1,ш_1..

Из спйска KpaCBUx условий ,lсклоченI периqдrческrc усла-
вия (тип l!), т!к как прl]t инте9полацrи ,.oHoToHHta (crrrryKпrx)

даннuх их испольаование во8юllно лиlдь a три!иilл}нон случае
fl = "од"t, 1=о,...rп.

нас буАет интер€со!ать !опрос об услоaиях, при KoTopUx

сплайн 8(х) , ""терполr"ру, 
lр+tотоннчс или Bчlt/Kllte даннче,

буд€т соответст.снно нoиotoнHýr. - S'(Х) : ý или вrпух -
л".. - ý"(х) } о пеи х€ [а ф]

Из реsультатоa, привсденнIх в [l], rrсrко arгqдятся усло -
aия MoHoToHHocTl и aцtукrtости {j|6ического сплайна мя краеаuх

усrювий I и П. 0днако случай Koae.rx услоaиf, типa ly требу€т

отдельного раGсrотрениr, что и 6!rдет сдёл!но ниr(e.

В ýl приведеф9 рсаультатr о rlонотонной и lgrуклой интер,

полrцrи хубrческиви Gплайхаr,lи шaссs С1 , которgе носrт, !
ocHoBHoHi вспо{оraтельнuй характ€р. 8 ý 2,J расспатри!аптся Gо-

oTreTcтaeн}lo задачr о rоютояной и зsrуклой интеlполrцrrrr куби-

чсскиrи сплайнаl" -a""" Ct . осноaн9. рабоlaих rxcтp!/raeнTort

при этон слуrит следуцц!, | доказаннал r [t] лсшrа о DGilGнии

lрехдиаго.lальной c{cTeril.
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,l!r4пд. l, gч,ли х?эффч|lчелiпа сцспела

= dо'

= Ёar 1= 1,2r...,ý-1 ,

hа-r+ *шош = ъ,
аСа ý>t , уdовлепворяоп условцял

.r ) О, t = О,,.., Шi

од }О, Ь| z0, аa > Ьa+ оar 1.1r..., П-1 ,

1
{

I
l

J

olZl-t* atэt+ bl! 
r+r

аоzо t Ъо!t

о"'* '. h <

i3)

,'fo

Ьr* 9п-.
пс оаа невараuOена u |lрu ваполIеfluц liepaeeilcпB

ь d

Дt+ 

'

з d
1 -l aСrl=Оr...rП,a,r : о, ёr-

а

еОе со= \= d_r= ъ+r= О , 8_1= aglf 7 ,ее ре-
uенuв ,lеоiпрuцапелонс; ЗrZ 0,l = Оr1 ,...r tr.

В ý4 прив€денU численнне прииеDu, !|ллостряру!цие резупь -
тата из ý 1-3.

ýl . }iоноTонhая и внлуклая иятерполяtlal)i l.убя{aскиl.и

сплайнаtati класса Сi

куtiический спла*я Еt:)€ 0l . ин rеirоллиpупций gначень,l

(fa} на сетхс А , засисввает;я nвu :€ [xarla*o] в "r-
де [z]:

н(х)= (1-t) t(1+2t)!.+ tt(з-3t)t.., =

+, brt(l-t)'rrr- hrt!(1_t)rr+.r r (/r)

где ь (r--хa)/ha, hl= дr+r- rl , .rо в'(хr) .

э,



И! найдaннuх r [3] необходинuх и доlстaточнuх )lcлоэrй яо -
HoToHHocTl к),6rчесхих сплайнов хласса Ci эrrе""е,

лЕ}t}ц 2. Еdru f [:a,ra*rJ : О и

о S DJ s 3f[r.r-r*n] r J= 1,i+1 l Ф)

по Hi(x) u о, х€ [rr,r!+r]
0тиетим, что этот Dеэультэт нетрtlдно поrlучить и непос9сд-

ciBBHHo, не qбраqаrсь к []]. в ca.,{or. деле, из (l) пrсеr

El(:) = 9(t,n.,D1*1) = бt(l-t)f [xt,r.*, ] *

+ (1*ЛtfiЭtt)ц.+ (_2t€tl)ш.., . (6)

Функция 9(trПarПaa1) линейна по переriеннuц ДдrDд+l
llоэтояу для док.gательстэа нера.енства Е'(х) : о. хе
е [*arra*r] , прх огDаничениях (5) достатоrно npog.prT}
леи tc [о J,] "еравенства: 9(t,o,o) >о, 9(t.6.,О) Z О ,

0(t,o,6r)ao, 9(t,6д,6l) a о , rде 0l= 3З[х]rх.*r1 .

'|егхо 
убсдиться, что эт, нераве}lства Ецlоrlняоtся и Teri саиUa.

тре6)rейUй результат получен.

Задача itýнотонной интерполяции кубическиraи сплайфаra, хлас-

"" Ct всеrда ра€решийа, т.е, для лiбнх данн..х ( fi) ,

удовлетворяЕцriх усrювия (l), ,lolнo указать такис Дar i .
- 0l...1Шrв (Ц), что сплайв Е(Х) будет монотонен на

[аrЪ] Этот Фэкт следуеr, 9 часrноGти, и яз ,1емrd 2. Среди

}tнolecтBa исследований, посвпценнчх проблеraс построения поно -
тонкuх кубичесхих сплайфов класса Gl , оr""r"" работу [q], в

котоDой лредлоrен алгоритl,t эtlбора парайетроа Дl в (l),обес-
печиэадлий не только lloнoToнHocтb сплайна, но t. даший raакси ,
яально возraохнфй для кубических сплайнов порядок приблm{€ния -

О(Ба), fi = ЦаХ h., прв ивтерполяцrl{ rlонотонной Фtнкции
t.

f € о0 [а,ь] .

зц



ВGе aлгор].тlr rФнотонной ]lнr€рtоJtiцrl. (у6}.чGс(rr.r сплайна-
l.и, l{l.еццllе пормок прa6л}fiен}rя a|lle пaозого, ,aлярtcя нarriней-

Hlrlr, сслli paccl.aтplllaтb rx дсйствие как отобрarехие rноtrеGтaа

tlонотоннrц Функцrй ! aal.KDiecTвo riонотоннчх сллайrо; класса Ol.
И! предполоlёнх, о лrхейно9тrl аппорl.твa aaжотонной ,нтерполi -
ции кпасGа Cl , *a* поха8ано в [5], с необходlrостьр Gледуот

раlaнGтaа Д.= О,1= Оr...rШ, и точность rrtiтaрполrцйи,

спл*rо. E(i) с т.к}шlи знач€нияr]r Цl He.geт бстD луч]a

О(hJ nprr л!6ой гладкоот, rнтерпоrlхрlra}rой Ф!rнкцrи. Поэто..), прN-

ненaфие традrrцио+lrauх линqйнtх iетодов сплайн-иalraрполrцrиr

."йецlих,, ,<ах правrло, точноGть !цде.че,. O(D , a цельD по-
сtроевия llоalотонной lrнтерполяции неизбехно привqдхт к более

шесткин, нgrели (l), требованип,r к исходнUl't даннIв.
Paccraoтoraa в качестве п9име9a чaсто используеrцй нa прак-

тике способ lнтеЁlоляции локальнь$ilt кубическиr,rи сплаЙнаraх. 0л-

реАелин про.r9.qднче сплайна лr в (4) Форrrулаш [3]:

шо= (l+pr)f [хо ,хr]_ цf [xr.x.L (7.1)

Dr=\f [xl_r,ral+Paf [хa.хa.r], 1.1....,П-1 . (7.2)

ht (1+b_r)f[l_r,11- \-rt[t_.,fr-r] , (7.з)

.п" lra= ba/(ha_r+ Ьr)rрa= 1- la . сплаин Е(Х) с этини

значенияraипараraетроa Ц Е дальнейIЕх буден обоrначатr че-

*" fr(r)
Toraнocтb пр.6лихения сллайно.a

€ а'[е,Ь] ,,сет порядок О(F)
,Drдно прrrйти к следущGiу !чэqду.

Пliстr r*lortн€}ý услоrия (l).
Если

prf [8r,at] s (1+ pi)l[8o,xr],

fr'(*) а о "о.. -G [ао trr] .

l

fr(*) oy"*u,, t(x) е
[2l. Приrcнив леirrli 2,не -

то
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2t.f lx._r,::_] s (2+ l.)f [*.,*,.,| j ,

pr"lf [rд1l .*.*.] s (2*p.nr)f [*.,*.*',],

,., Ё'(=)а 0 лри I€ [xr,*n*rJ , i = lL,..., N-2 ;

если

\-rr[1.r,lc_' i s (1+ \_' )f [\_r,ft .l,

,о ff'lr) а о пяи х€ [1_.,х"]

iB. 2)

В совокупности н€равенства (8) представлярт Gобой доста -
т(rqкче условия *,r"ororu..r"r" fr(Х) ,.а отреэке [аrЬ] . С.,uсл

Э'lих ОграничеFий соётсит в требоварии плавнсго изraененкя пер _

вых разделенньaх разностей, чrо осaJбенно отqетливо вирно, если

пепеписать соотношен!,я (8.2) в виде

iз. з)

(9)2+\ [*,_.,-.1s t[*,,=.*rI= } f [хr_r,хr1,
д

1= 2,.,.,lI-2.
Е часYн(tсtи, ьа равноiерн(й сетке hi.еей

j; f [x.,.r,x.Js f [хr, з,.*., ЗS 5f [xr_ r,x.j ,

,'_ = 2r.. ", i{..2.

0бrrати1,1 Ениi.ание elie на Ава rioraeнTa, связанliuе с Hei,aBe:]-

ствани (8). lly(Tb для неrоrороrQ 1 разносгь f[Х"rХло,J =

- lj. а одна ,,з соседниХ разьостей, наприйер , f [xr+i ,x,*ri>0,
Тэiда, очевиднс, ус повия (8) не иогут бчть внполненu и,хотя

lЬсят только дос га:оч9tй характер, g данноч сл),чае, кач

трудно покаааlо, .,nnox" fr{x) не Mor(f:T бýть ' r.oHoToHHUl,r.

ки}i (6ра9ои, линейнuй нетсд (7) оalределени

но исполь9овать только тоrда, когда даннuе
rioтoнHl|, т.е. в (l) ицеет raecтo экак строгого неравенстаа.

я величин m

о.|и

ве-

та-

uс-
Е.}

t
строr,о
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лравить этот HeдocтaToll !юl*но путеri kоррекции (онб и делает яс-
тод нелинейнь.й) п9оиЕводнrlх сплайна 3 узлах rlltд1.1 l по-

'lОlllИВ, 
l.аilРИlt!€Р, В СООТВ€iСi'ВИИ С Леr{rФЙ 2, 

'l= 'l*r= 
О .

oт!iсrиr,{, что поАсlбнчк о69аэом устроено больIlинс iвo irлгоритнов

йовоrонной интерпоJlrцrlи кубическиraи сплеiфаraи. А и,iенно, ане -
чэле с помоцьо какого-нибудь линейного методо определtоrс, ка-

сательнЕе Дl , а эатеи корректируртся те из них, которце не

удовлетворяrrт достаточнц!r или необхолиraдari и достаточнuli усло -
вияr,r яонотонности [ 3,4J.

Предполо(и}l, что f € Сl[аrЬ].r tl(x)2 Оrхе[вrЪl .

тоrАа пайАется такое ht , что для лобой сетки А, удовлет -

ворiоцей услоаио Е < h' , неравенства (8) будут ачполфенЕ,а.

следовательноrсплай, fr(х) будет t.rокотонншr на [аrЪ]
В саноi деле,

f[xo,xrJ+ pr(l[xo,xr)- f[xr,x.J} =

= ll(E)+ Fr(f,(E)_ f,(!)} .
: ц! _ lrt(a)| -ll!(E)- f ,(п)l,

х€[а,Ь]
где |е [хо,хr1 , ne [хr,х.1 . так как Pl(ý)- f '(п)lS
S ro(!l; Б)+О np, Б - о , где tl(!l;Б) - .rодупь *епрс-

швности оункllии ll(x) , то суцествует raKoe Ь,' , что при

эсе* E<h' будет всполнено HeDaBeHcTBo

f[xo,rnl+ рr(r[ао,r1]- f[s1 ,xrj} a о,

сквиоалентное, (8. l ) " дналогичнurr обOазой вьtводяlGя нераЁенстсв

(8.2), (8.3).
Продеrrаr""a рассуr(дени't покаЕUварт, что необходи}rость в

использоaании нелинейнIх алго9итнов постросния во}iотонной ин -
терполrции l.oxeT во8никнуlь л|rОо ! окресIхости тоaек, где

3t(:) = О , либо на участках, где прои9водная Функqии KcHi -
ется ре9ко, а у!лч сетки распоrЕlrефu р€дко.

37



0братинся теперь к вопроGу о вчпуклой интерпоrlяции сплай-
наriи в!,tда (4). Так как вчраrr€ни€

ЕП(з)= f t0 t 1-2t)t[x.,a.*1J+ (6t-4)ш. +
g

+ (6Ь2)ц
линейно по t на про,.iепут*" Err8t+t] п

Еп(х,+о)= *{3f [-.,xr*rJ- 2r. -r.*,},
'ha

E"(x.*r- 91= Д{+f [=.r *.*rl* п.+ 2щ.*1 },
t

то очевидна следупцая

ЛЕннА 3. Д,tlя поео чпоба сплаilн В(Х) бал вапцк-
лilп на опрезке [=rr"a*.rJ, необхоОuдо ч Ооспапочно
вilполненuя flераоецспв

2r.* 
^.*., 

S ýf [хлrхl+r] l 1} tll)
.r* br*, Z 3f [x.r=r*r]. J

r+r } (to1

Совок5rпность неравенств (l l) при t = Ort, ..., lT-1 . яв-
ляется необходиtlчи и доGтаточнUri условием вшrуклости сплайна

п(х) на [arъ] . В отличие от заАачи монотонной интерпо -
ляции сплайнайи вида (l), которая всегда разрещи!tа, задача вч-
пуклой интерполяции такиrrи сплайнани ра3реlr,ина не мя лобчх Bu-

пувлнr( даннь.х. В [6] описан эФФективннй алгоритм, позвоltяпций

сянозначно рещить вопрос о существовании вь.пуклого сплайна

В(Х) , интерполирушеrо вчпуклчй набор даннч, {f a} , .4

предлоilен способ построениi такого сплайна.

Подставив вuра,хения (7) в (tl), легко получить необходи -
мь.е и достаточнь.е условия вýпуклости .плаИ"а fr(x) . А инен-

но, если вчполнень. условия (2), то fl(х)э о при х€
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! li: :] : 1 ;_.i','3;x}1"' Еiс,, Jo' Н;,};*,,"'.":
l. только тоfдa, когдa l'lrteOт пaсто соотllоlени,

}f [:._r,x..r..rJ l f [r.r:.ar,:1a2I S

S Л[tl_rrrlr8r+r ] . (12)

н€посредсrаенно в (l2) rrпзкапт д!а сr|едствиi. ь-пGрсrrх,

ссл,r L, 2 <kýl[r_ ,о"с* (:,rfa) подряд л€пат }ra оАной

прянойr то сплаи" f;(х) нa хошGт бuть lшукrrи. во-!торuхrе€-
ли f е Оа[вrD] rr f"(r)> О пои__ r€ [а,Ь] , то мя се-
ток с достатачно ""r*, Б сплаин fr(l) будет lrfiукruЁ.

ý2. о}отонная интерполiцtя кубичесхиrr сплайнахи

класса О!

ý/бическrй сплап 8(z) *ласса Ct tФrст бчть пggд-

ставлен . вrrдс (4), причеr.r параr€трu Пa= ýl(Хл) опýЕд.лrрт-

сi из систеaaв у9arнен]aй

ho+ lbnr = оо'

lдrt_r+ 2Пд+ |r!Цr+{ = Оa r 1 = 1r...r -1 ,

ж_r+ аh = 9ш,
-сде

l,= ha/(h._r+ Ь.), р.= 1- l.,
о.= 3l.f,[x._, rx.l+ 3paf [x..-l+r] l t= 1r.... ш-1

. !Gл..чину uor Обl\lfo оir'аrlслiотся *о"..r., ,*."""" *]
спл!йна.

обоэначr.rr. зt=lа:{оrs}. в tt] докааана

ТЕОРЕ}Ц t. Пуспь кубчцескuй сп;/.а;йн s(Х)е cz с
Kpaela,tu условuалч \+ ро!.;= со, \\_r+ 4г Ъ
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uflперполuраеп ланоmохNае dаннdе
.... П, ý )!. Еслu

lt ols2, (во).о., s 2оо s 1if[xo,xrJ ,

l\ls а, (\)*"ш_, 5 2аш 
= 

12f[l_r,11 ,

f L' t = о,...

( l4)

1.1[x._.r ,lr]s (l+rt)f [х.,х.111 ,1

F.f [x.,x.*r JS (1+pr)f, [xr_.,,x. J,J' =' " " Д-1, ( 15)

по gtlx) ео, t€.[аф].
Мя граничн!aх услоэий тша т иi ее}t

ро= Ь = О, оо= 2fj , "п= 
zJi ;

для граничнсх условии типа fl -

ро= \= 1, оо= 3f [хо,rr1- hof3,/2 ,

9ш= 3f [x,t_r,fo 1+ \_rtfflza,
и поэтоraу нaпосредственно из теореl.lн l auтекаDт

слЕдстВr{Е |. Пуспс хUбuческuй .плаа" 8(х)с с' е

враебклu gсловчядu пuv.а l uцmерполuравп цонопонb е
dсr;rле l,,1=O,...rnl l )L. Вслч вuпо.r|Nена ус-
ловuл ( 15l ч

о Sf; =3l[xo,rr), о ýri i3f[l_r.11,,,u,
по Б'(х) Э 0 , rс [а,Ь] .

слЕдствиЕ 2, пусmD rубччесхuй спла,х
краевацц условuяцч пuпа П чнперполuруеп

g(r)е ol
лонопоххае

ёаннпе tr, 1+Оr...rШ, ý ) t. Еслч ваполнена ус-
ловuя ( 15) u

hоlrЁl , бt[:o,-nl, \_.llrfil s бr[t_r,t],

q0



р., f,[хr,х.J+ hotl/3 ý (1+ чr)f [хо oxl] n

\_rf [ъ_r,1т-r]- \-rffiЛ s (1+лш_1}t[1_.,,1J,

mо g'(х) : О, хе [аrЬ].
РезулЁтатаr.rи следствий l ,2 lюlrно воспользоваться и тоrда,

когда в краевчх условйях To|.lнbae аначениi производtlчх Фуцкции

замененш их ра8ностнчl,tи аппроксиrttацияии. В частности, если в

качестве краевнх условий в8ять соотношения (7.1), (7.3)rто для
нонотонности сплайна iиасса Ct достаточно вьaполнения условий
(|5), ибо в этон случае неравенства (16) вчтекаот из (l5)"

0днако использование краевuх условий (7.t)r(7.3) снижеет

наксимальнýй порядок приблишения сплайнапи S(x) С Се с

О(h-) до О(Ё) . . Этот недостаток r.oнHo преодолеть, если

заменить f; , f* четь.рехточечнь.l,iи аппроксиilацияни, полученнri-

}rи путем диФФеренцирования полино}.lов Лагранжа третьеЙ степени.,

Пусть lrr(x) - non""o" Лаrранжа, интерполирушtий в уsлах *l
значения f l, t= tsrk+lrk+2rk+3 . Пол<лсиt*

по= L|(xo)= (1+ pl)f,[xor=r]- рrf[зоrхrJ +

h(hGh)
n ;}ff (f,[xr,xtrxrJ- f [Хо ,xr,xlJ } , (l7. l)

*о?*1? *t

чг= !Ё_r(ъ) =

= (1+ \_.,)t[ъ_.,1q]- ц-rflfu_2,By_rJ+

- F'(T*.-*-J (f[ъ_.,ъ-,,frj -
\-r+ \-r* Дш-,,

- f [tг_r,fr_g,}-1 J }. (t7.2)

При этом, согласно (16)rяоrпrнч вьaполняться неравенства

osT,|(xo)s зf[хо,х1), о {_r(ъ) sззЦ1_1,frJ,

цl



,(отоFD.е, вообце говоря, не слсдурr rr, (|5), т.е. поэчлефие по-

рядкэ брrблиrенiя привело к усrленир оrраничефий на исходнуе

даннraе.

Отнетиф, что условия iюнотонности солайна клаGса Cl -

(l5) сtцественю шестче условий r.oнoтoнHocTrr (8) для сплайна

f,(r)е cr.
Расснотрa| теперь aoatpoc (Ё усповиях rroHoToHHocTl кубrrче-

скиr( сплaйноз с крае!вr.и усrю!ияllи типа ly. В этон Gлучае сис-
теиа мi паравGтров дl инеет вц (crr. [2, с. 98])з

r,|по+ (Ir- рr)пп- F|шr= со , l
Ilз"l_.t Дt+ prrr+r = ol, 1= 1 .... , П-1 , } (l8)
I

-\i_r\_r* ( rtr_п- h' )1_r. rfi_r5= оц, j

rд€

оо= 2lif [*o.:oJ- 2в}[хr,:.1,

чс- 2*_rf ьl,ъ]- ai_.f [ъ_r,t-r ] .

Искmчая из п€рвэго и ltосrraднсго у,tавненrй схстеliц (l8)
неи8всстнIе пl " \_r соотвatствсн|iо, rio!|(нo привести ее

к gиду (l3):

(19)

(20)

2ьо+ 2/lъ"п,

traпa_r+ 2пл+ F

= 2(оо+ ёf )/Х1 l

l = Ql, 1=1а...l f,-1 rдll+
2/в"_.5_о + 2\= 2(оп. \_rotT_r)/r.T_.,

0днако приrrенение TeopCr.ba l (. пол!rченной cxcтere }teвoз -
xotxнo, таr< как уGло.ия lb l S Z, l\ls 2 ""сrr.отся.l|оэто-
ву случай Kpacвux успо9ий тrпэ !У iреб!/ст отде,льного рассйотре-

ц2



Bgtшler. систсa,ýa ура!нений. KoToprc потр€(rуýtся Haltl п9и в9-

9оде критер5ев йонотофности сплайно9 с краевr.rм усповrrr.lи ти-

па ly. Исклшая trз (t8) нейlrестнuс Цб r \ , ихсел

nr + рtЦr = El ,

Ilra_r* br* pr."t*n. Од,1=2....r ý-2.

lш_rrx_.* \_r= *-1,

(2 l)

rАс

Еr= Л."r_ оо= l|f[хо,хrз+ Fr(2+ лr)f[rr.х!],

Ъr= цr_.,оlт_r- 
q,s= F;_.tf[ъ_i,:1] +

+ \_r(2+ нп_.)f [ъ_.,1т_r].

В 9еэультате искпOченti lrеи9вестхого д
чраaнGкий систецн (!8) пол!/чаеБ

.l иэ пе9внх rрех

= Ot'lrno- Prцr

-2r.7b.Bo+ (tb рrtr.)ш.+ ?р!д1= 2оr- }.Ёсt,

l22>

(2з)

rАе

а (2с l Р.,)сr=1 о 1

= lr.r(1+ 2p.)f [xn,:tr]- л.(l+ 2t r)t[xr,xrJ. {z,i;

Аналоrично из по€л€дних трех уравненrй (|8) находив

\_.\_r+ (4- Ц_rц_, )Bu_a- }tt_rlh_rЧп=

= 2fu_r- Рц-зfo_1 .

цз
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- \_r\_r+ th_r\ = 8IT_, (26),

где

Чh_r*Зt- (ь_r- \_r)"ш_, =

= |h_r(i+ 2\* )t[.ъ_л,ъJ -
- \_r(r+ 2ц_о)f [а_r,l_r1. (2i)

Теперь, исклочив Ео пЕ (22),(23) ц ъ "" 
(25), (26),

приходи}i к системе

(2- Hnrrina+ радэ = i,
ltrt-r* bl* Prrr*l = о1 , i =3 ,..., N-t ,

\-r\_э+ (2- ll,_r\_r)nu,_.= Ё"_.,

где

dr= оaa },rlacr+ lrco,
(29)

Ч{-.= 9т*.- Ь.}h_rtл-r+ ltT-eot{.

rЕояЕ}и 2. Пуспtо кцбuческuti сплайн S(х) клаассl

О2 с краевалч gсловцядu muпа 7У цнперпол-,tраеm лоно-
mаннав Оаннае f$, 1= OJ r... , Ш; ШеЗ. ТоаОа

a.l ес,лч ornuin""o уэловuя i.1.5)" по е'(х) а С
прч, хе [ХrrЪ-r]'

6) еслu вdцо;lценч асловuл (.l 5) и

Qt= 2JrrСr- 2оо- FrС, l О, (зо.l)

fu_r= ?цш_rtт-.r- \: \_rolT_. } О, (зо.2)

ade Оо l ёл опреОелена Форлулалu (19), по g'(х) а О

прu z€ [-.,rl_nJ j
в) еслu вчполнеflй !сiооця (rý), (30) u

(28)

qц



нr(2о о о )
8r* :0 , (зl. l)

3+ }rlr+ р.р,

(2-вr?.r)(ч|f lxr,x.tr- r|t[зо,хrj) 5 Qt , (зl.з)

Ёо_о+ hз('Ъ-*Ь.Ъr- Ъ*Ъr) t 0, tзz"r)Дl- ' 3+ Рш-j}Дш-r* ЬrЬ.

(2- чт_r\_ о 
) ({_.t[т1п*" ъ-п ]-

- pi_rf [ъ-п,ъ] ý ъ_' tзz.z)

прчý>3; апри I[=3

os ь|(хо) sЗtlxo,x.J, osii|(xr) 5!f [zr,хrЗ о (з..i

еОе велччu"" Е, Ъ_., , &j(xo), lj(хr) опреОелена
формцламu (24), (2?r, (7?), по g!(х) >О прu
rе [xo,1J

ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. Утверхдение тёореlrч относительно rtроиех(ут-

ка [=rrЪ-о] имеет с}t|ысл только при Е ii ý.i,lетрудно про-

верить, что при IT } б для кубического спл;rйна, котооый вэ -
ляется сух(ением сплайна ý(х) "а 

отрезок [Xu ,1_aJ и оп-

ределяется уравненияйи (28), выполненu условиil теореин 'l, если

неравенства (15) имеот }lecтoe Следовательно" коrда ý е6,
и..4ееil в'(х) Z О, а€ [х.rхд_о1 . При 8= ý еистеr.rа .(28)

саодится к двуя ураэнениян:

(2- rrir)пl + |дrпr = ýа , 
J

- ltц, + (2- чrIп)п, = Ё, . .r (34)

Ц5



0тсода

[(2-шrr.) (2-ц;1)-ц tr, Jпr. (Z-цЦ)G'.- rrdr,
и ,ах кtк

tЗ-ццlý.-цi', -
= (2-рr\)(3цД[хr.хr]+l.f [-r,zr1 j

+ l.' l.( (1+l, )f [х., 'x, З-цЯ [xo.rr ] ) }- ц(3 ъf [-r. r, 1+

+ rrr(l+ц+d)t[rr.-п1}+F.рrр|t[:"ох, J е

: 3ц(2-ц Ц)З[хr.:rJ-ц[(1+lr)O+р.+р|) +

+ 3lr]r[as,a!] = рr\(1+lr+ц+цц)![-.,хrJ : о,

то 8a ЭО. Аналогичrrо поп)/чаеr. rraраэснGтво а, }О. Да-
лсе. t.э (3q) ицееrr

(2-вrlr)п, = 6'r_цп, s Ё, =

= 3urf[xr,x, J-r,|Цt[хо,хr1 +

+ r.(l+rr+{)t[зr.:r1 ý

я (3 ц+(1+rr) (1+lr+r|)P[x.,xr) .

Нетрудно проо€риrь, что

l, 
^r)Lx!,х

3t +(1+ }.
t3r[:!,rr]

)(r+ rn+ r|) s
sз Q-
Dl
в' (r)

и пц)тону Аналогично

sзf, ]п
ео, t€

06раlаясr, тепе9ь к леrtЕ 2, получоец

[з.,хrl Таких о69ааох, утзaрtдqнrrG т€оре-

Hu м, проiiепутка [Хr. 1_a1 док.Еа}.о.

Утsэр,цGниg TeopGru для оrреака [rrrt_.r] при

lЭ{ такrс нойет бulь вUaедеriо в ре5ультатG приraaнaнt, TGo -
рэr+. l к Gплайну, о.lр€делiеноr.у уравнефиr|оl (2l).При tr В 3,
вччислrrв ДrrЦa rrs Ql), яетрудно похaзатD,что О JЦr l

цб



=3l[rr,:r1 , !.=1r2 , есл}. зgtолненt услоrиr (tJ),$0).Tpe-
буецaй результат затеи следrет и, леЕхв 2.

Докапел твперь !/тrв9|дение Teope.ral мя
[Хо ,11 . посхоль

*с [r.,,1_nJ ,

ку lrrc yrc покa8lно, что

то 9lцсDт rGсто неравенстaа

пропеlутка

8i(x)}O по.

с крав-

дl : о, 1 о 1l...r ш-1 .

Рассt отриt отрgrок [xorxal . ;1рх ý =ý сплайн

вчхи !aсловияп. типа ly совпадает с полrlно оп Лагранrа

и поэтоху в соотaетствии с предlлопоr€нrяaata (33) aaraaera

(з5)

Lо (з),

О s цо ý 3f[xo,xr). (з6)

ttpB ý = 4, исхrп,lив из (l8) неlэвестнrч 8!, Цl , Ш,, полу-

ча€н систеfiу

lr(l- цJr.)по-ц Fд ьво = .lЁr+ зr.,Э , -,

_2tir.\до+ь(л-Irр.)шп = li. ЦВ ., J
гае Д=3+Хrl.+цц l В= 2Сr-tr с.r-цс, . }lатрица этсй

систеr.g ilоноrон аrи поэтоraу полохител!фость правой чaстй сис -
тен, l(оторая Gледу€т иб Bl .l),(]2,|), влеч€, .ч.lоrtвеfiие не-

ра!енств до : О, дr аО.
tlри fi ) ý, исклпчив иа первцх д9ух ураtiнеi{хй (28) неиэ-

эестн9е Д! , иaaесl. соотющение

Аrаr-чъп+ = 3Ё.- в.с, = bl.i . (з7)

rАе Дr= 4-2 рr\-ц\= л-рrlr.
Иэ (?2) и( Э7) находlх

Дi\"о . щ(В+l.оrJ+ Лrоr+чltrьп. .

Тэх как rсоглэсно (35),

Дrlrцо:Лоri FlВ , иэ

ra Э О , то отсDда получасr. не -
которого s сrлу (3_r. |)равенство

цl



и}{ееи Ео е О . Далее-, из (22), (23) находин

?}.оt2- н* ra )цо= (2- в.' r.) (о ч*i., )- 2Qr-2 р., рrэr, о

Учитчвая G5) и (31.2), отс'пда получае,,l при ý > 3

2 I., (2- Bu t, )по з (2- р., I, ) (о r+Ь'r-2 p|t [х r, х, J +

+ 2{t[rо,зri) = бll(2-polr)t[xn,x11 ,

т.е. ПnS 3f,[ЗоrХrЗ иrслеАовательноrсоотноlдение G6) веFно

мя всех ý:3.
Так как

}rщo+ 2mо+ F.,пз= 3lrf [xorx.,J+ 3prf [zrrз.1 ,

то. учитыаая fi5) , (,1 5), n*"eM

fuц ýil)t,f,[xorl,]+ Зрrпf [хr,х.1 s бЯ[zаз,х11,

],.е"

о ý в,, 5 3f [хоrхrJ " (эs}

Теперь из (36)-08) и лемин 2 следует, что ýе(Х) а,О

tTри i:е [коr*r] , Аналогиqнс S'(Х) } 0 при Е€ [1ч-r,
ЪJ, и те,4 сз!н},r теDреа,а 8окаэана полност5lэ.

Услоаия (i0)-GЗj вýrлядят довольна гроноýдк,J, особенно

если переписать их в теркинах первцх разделеiiннх раэностей"Сд-

нако нетрудно покааать, что все 9ти условия выполняются, если

спрааедливýt керавенства

f[xo,x.,l.,"-t {;.f,#|j, * } 
f[з.,;х.з, (39)

48



f[ъ_r'ъ] е

)

'ffi}'[Ъ-"ъ-'], \4о)
1

t \-".(1+2 )

Вместе с Te,.r занетин, что неразвнства 09), (q0) существен-
но жестче, чен предполо}i(ения (30)-(33), в че.,r .пегко убеяиться ,
расс}ютрев, наftр}l.iер, случай равноиерной сетки. В частностиrус-
ловия (3О. l) , (Зl. t), (3l .2) , (33) , относяциеся к лево}lу концу

пронеr(уткё [Хо,ХдЗ , на равноllерной сетке внглядят

СЛеrlуi)цин образом:

2f [хоrхrJ+ Ё[xr,x.J- 3r[лr,хrЗ а о,
25f [зо,*r]- 19f [х.,хrJ+9f [x.,xr]€f [xr,xnJ } О,

Ef [хсrхr1+ Е[хr,=r]- ý[х.,хrЗ е О,

l1f,[xo,"r]- ?f[xrrxnJ+ ?f [х.rхri : О .

ý3. Выпук.пая интерполяция кубическими сплайнами класса gt
Вопрос о вьaпуклости интерполяционного кубическсго сплайна

g(Х)С СЗ сводится к аналиву зlJaKoB величин tI.= 8"(Х.)-, J, ,

J = 0 r... ý 1 удовлетаоряЕlцих систене уравнений.'

3Шо+ \Ш' = Фо,

srШr_.t+_ 2Шr+ lalДa+t= ёt, 1= 1r.. . , I[-1 1

Цdfu-r* 2цт= чq,

где d** бf[вr_rrх.rадli], 1= 1r"..Л-1 ; а параметрч

^^о, 
lfordоrЪ определяотся видо1.1 краевш( условий для сплай-

на S(х)
Для граничнчх услоэий типа I:

\ = ц* = 1, uo=*tT - r;] ,

49

l
(4l )



п

l

длt rранячнrх условrй ?ипa ]li

lo= }tT = О, Е1
г.]

: о.

ъ= _ fп-ltg-.'

fu
п

\-.,

2{, т zrfr .

,l

J

В [l] докаgана

тЕоРЕ А ]. ПуспD кабчческuй сплайн g(х)е Ct с
краеваац усло€uядч 2llo+ \Шr= dо, hЧg_r+ Щr= fu
uнперполuруеп вап!клае ёаннче tL, 1 = Оr..., ý j
I1 ) 1. дсли

\ <4, hт <4, dо )о, Чт rо,
2<1r- ?r.dll r- рadg_ r ЭО.1= О;....Ш 1

zОе l_r= \*, = о , по g'(х) : О, а€ [аrЬ].
Из теоренýl 3 очевидшOa обраrоN слсдуDт достато.|нце усло -

си, !9rукп.r€тt сплайна с к9aёвrt.и усло]iiill типа Ii

2dо_ ttl : 0,

2da- laalar- ts.ёa_, i о, t =1.... , ш-1 ,

2чт- aш_r r o,
и с краевч|.и услоэиrriи типа П:

d.o а 0,
2dt- Лlёr+{- ф._, а О, 1 =1 r. . . , П-1 .

(42)

(4з)

отпGтиll, что условия (42),(43) a опрGдaлснfiоlr GlФ|слG сла-

бее сграничений (l2), которше л!ллотс, необходиr.Uви и достаточ-
H9rr,l ус|D!йяхи в*!ухrrостя кубичэскоrо лок!льного сплайна

fl(r) е Ci . 8 gано.,l дqле, иiее..
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t t+' t t+

соотвaтставнно. Нал9иlср, полаrая Цо=

2d l.d r.d._n=l.(2it п .,).p.(2ttr- а._., )

0тспда следует, что нGра!енстtа

2d.-Ц...-р.ёl_r l ol t= 2,..., II-2,

шaеDт l.cтo, еслй lalпоJiнснU услоrия

ul sa._, =2at, 1-2,...lfi-t, (44)

которU€ в сrлу GдGланнýlх обо!фачаний совпадаот с (l2). Что ха-
са€тся остilльнш( тр€боrаi}rй, эходrцllх э (Ц2) или (lr3), то иt
r{oraнo удовлетвориtь !Uборо* велlчин Цо r ,п, hЦо'

- 2f ЬtrЪ_r r\1 , nonv*ae", что нера!енсr!а (Ц3) следу_

g(r) с cl 11н-

,* Pr

2t ь

(45)

Io ,Irr Iд ) r

от иа (l4).
ТЕOРЕНА Ц. Паспь ,субччесхuй сплаан

перполчраеп вапgхлае 0аннче t, , t - Оr..., Шj

ý } ?, ц уdовлепворяеп храевdд gслооuял пцпа lУ.Еслu
еаполцеча чсловuя,

а l

!,

Ъ-r-

а ао
2+Цц q

d

ll

\
a

лl,
2

п

п

а

d

lt}l
п a1.1 : 0

at ао ,

ЭО. t.4,.... Ш_Л,

1+l.,

ь
l

2+ Pr Ра

F.da-.,2d
t+ l-

\-,

ёtл

Чш-э
Чт-. : о,

22*\_r\_.'

5l



d-*Т-а Ъ-\-.'
l*ltn-.'

1*\-,.

hт-.'Чq-r- "\-з } о, :
2

Чт*r- 2*Ьr\-.'

по ý"(х) Э 0, :е [.rЬ] .

ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. В случае краевцх условий типа lY систеi{а

уравнений относитепьно неизвестнчх l[

'fu-' ZO ,

иNеет вид:
1

trrMo- Шr+ рr![, = 0 r

рlШ1_1+ 2l[a+ 
^!Шljr 

= dtr i= 1r...ý-1

\_rЬ.- \-r+ цт_r\= о ,

Исклочин из нее неизвеGтнце Шr , \.t . Тогдз

(1+}br)шto+(1+pr,, )м.= d., ,

i.' рr![о+(2+р' Fr)t[r+I.I[r= d, ,

Fr!Д._r+2!trt+\Шr+r= dr, t = 3 r...1 Ш-3 9

|tт_.\_э*(2+\_, Ц_,, )\_ r*\_. }tт_ rh= fu_r,

(1.Л*_,, )\_.* (1+rlu_,,)ш** Ь' .

Применяя к системе (47) леиrrу l, получаем, что неравенст-

ва ШJ: О , J=O2r3 , .. . ,1Т-2Л, иrlеот ..€сто п9и эь.полненин

условий (45). Далее, из первого и последнего уравнений систепь.
(46) получаем l[., } ОrЧ_rZ0 . В итоге Ш! е О, J -
- о1... л. Так как g"(х)=(1-t)Шл+tlla*r Ъоп а€ [8д,

" a*r] , то из этих неравенств следует утвершение Teoperiu.

Дfuалогичншl.i обраэом из системý (07) rrогут бчть вr.ведэн).

условия вl*пушости ý(х) для каtцого ý - 3,tr5,6.0днако вмес,

146)

(47)
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то перечlслениi соотвстст!уоцraх неrrrаенств rф| сФорrулируеr.rхо-

тя и несколь{о болес хесткlе усло!lлi, llo 3это ;пра9€длиаче для
всек l{ i3 .

ТЕОРЕМ 5. Пуспо кубuчесхuй сплайх S(х)е Cl и,r-
fiерполчруеm вdпух^dе Оаннае 2 r, 1 = О,..., IT j
ý }3rи !0овлепворяеп храевdд llслоеuяц пцпа 1У.Еа-
лu ваполпена !словuя:

1+ьа. _ 

-:-.ё_ 
:о,. z+Fr pt

2ar- 
^rar+r- 

влd._, l О, 1= 2,..., о-r, (48)

1*\_n
Ь-.' fu_, '0'

urо 8п(8) l с, rc [а,D]
8 caнor. дgлG, легко llцeтb, что из (48) при t{ Z 7 arTe-

каот нер8!енст!а (Ц5). Соотвстстgуlоцrе расс!пден}rя для Х ( ?,
основаннaaе на aнаrl&зa систа,rч (47), iaв опускаеaa.

В спучаa интсрполяции на достаточно гуGтraх celxax Оункцrй

f(:) , удо"r,еrворяшr.х условиЕ f!(х) >О (fo(x) >О),
t€ [s р] , дJt, цlбичGGкrх сплайноЕ класса Ot Gправедлив}.

утверtце{ия об их ноrrотонфости (вrпуклости), полвоGrьо анало -
rrчнЕG TGм, коlорgе бши сФорfiулироaанi. 9 ýl относиtgльно

сплаинов fr(x)

ýЦ. Числ€нн[Е эксперихентьl

Рассl.оrрих нссколько праaaероэ хнlерполпц}r}. Фlrнкll.й r!окaль-

нuяrl кtбичэскиriи Gплаrlfiаrоt f;(х)с с' и кубrч€скиr., сплай -

""r,r. 
g(х)е Ot с храaвчr., усло9rяви типа lY на равно..ерной

сетке с щаrом h.
при}tЕр |. З(:)= У

2'\-.Ъ_..

It+ El. : е [-1rl]rе>о.Oунк _

цил f(r) !9нотонно эозрастaет нa отрезке [-1r1] ,. прl

5,



_ s'(r)

-- fl'(х)
.... ,,1r)

- 
Е'(в)

__f;'(:)
....З'(х)

,
l
l

Г]п

п а.
п

Рис. l

! [х._., ,x.J
f [х., *л*., )

Рис.2

лlалl.х € иrеет бUстФlй рост а окрgстности tочки 
= = О. На

рис.l (с -.075) прас.2 ( а..05) покаэанъl результатч
Интерполяqии f(x) на сетке с щагоlt Ь = .l. Если обазна -

k=Dдхl
f[:.,-r..l l'rt*_r*J .[ '

1 = 1о..., ш-1; к=цвх kar

то Е яЕ 5,9 при о -.075 и Е r!2 при С -.05. t{oHoToH-

ность обоих сплайнов наDущается при больlлих Е , причеr.r длл

сплайна 8(Х) эrо происходит при r.еньцlих значениях К ,что
согласуется с достаточнrlr4и усло9ияl.и r.онотонностисплайнов
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в(х) , fi(-) . *о*"
s(х) . отлrчи. от fr(*)

тоrо, наручlёние нонотонности для

сплайна нохет HoclTD нелокмьнraЙ

д

ха9акте9 п9и больJих к . в частностr, при о -. ,05 сплайн

в(:) не..онотонен фе только в окрестности точкrl I . -.2,
где k. вел&ко, }к) и в окрестности точки t . -.lt, гдеt
ts :r 2.8 (на рис.2 этот участок нс похазан).

лРи}tЕр 2. f,(x)= 3l , х€ [-1 J] . н" рис, 3 rзобра е-

яеr.е Bn(X)
s"(х) , fi1'(x) . оба сплайна невuпуклlr но

болGе "приятное".

поае-Hr граlмки

8 ýl сФопl.улирова-

ю утaе9|дение о тох,
чrо прr f"(t) > О ,

Х€ [а rЬ] , на произ-

вольной сетке_с досI а -

точно raлtri h сплайн

l
lla

_ gn(x)

- - f;ъ(-)
l
l

fr(rl будет вчпуклчх.
s

l

t что прl. этон условие
f"(x) >О нельзя за-
хефитьхераэенстэоr
fl'(x) >О . расснот-
prr. сетху А с узлани

f,(x) = а0
Функции

пока!lен,

сетке
что

сетки,

На приri€ре

l
l

ъо

Рис. 3

хa= ih, 1 = о, t1 ,... тогда f[-r_rr=a,-a*lJ =

= (1+ 5lt)bt" f [:o.xrr:.J/f[-_r,ro, х']= ?. ссtостаэ -
ля, это соотноцевие с неравенствалiи (12), получаен, что Gплайн

fr(Х) , пrr"оп*ируя вцпуклуо бункц"о f(x) = tф на

Д , при ллбов Ь яе авлlетсl !ьrпуклчr.. Ноaно показать,

этот оахт иaaеaт }есто и для прои3аольной неDавноiaе9ной

если один из ее узло! соlriецен с точкой х = О.
пРиrtЕр 3. f(x) = -l1 z'/g, х,е [_1r1], Ь= .25

этоi. случае вшlолневu усrlовrя эIпуклост" сплай"а 8(-)
в
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_8n(x)
_ -fr,(r)

_ En(з)

-- fr"(*)

услоaяl !rпукпосlи
fr(*) н.р|дЕнu. зтин
обlасфпетса повaден и е

i,(х)
Bn(:)

рис. 4

,,9аФиков

фt

l
l
l

a
,

l

илrтDстрир)aется ltlсказан-
на, в ý3 хuсль о To r

что услови, lrпуклости

сплеlна В(х) хсхсе

lecTKre, чев условия
l*1укJrости мя сплайна

ff(r)
ПеШЕР 4. f(з) .,_1F, хс[-1,1],

Ь . .2. llля этоrо при-

пера luпqпненg условr'l
теорешt 4 иrследоааrель-
ноrrёрантl.rруется аIпук--
лость сплайаа 8(Х)
8 то же вр€н, этот aч-

aод fiельэя поJ|учить llз

TeoPeru 5, ибо ее ycrro-

аия наDуUаDтся. K9or.e

тоaо, здесь сно!а пJю-

яlлrDтс, преи!lуцсст в а
сплаина 8(-) ! срsэ-
,.,,"" . fr(x) при ин-

терполяции aUпукЛ u х

бухкций (рис.5).

I

Рис. 4

I
l l

l

lo

а0

8 эак,ючевие ответин, что в топ сл)aчаq, когда не t/д8стсr

оGуцестaить иoHoToHHyo или вьrrуклуо интсцtоrrrцr0o к!6ическиr.и

сплaйнаral класса С! , цспесообра8неэ aGего, на наD !!гляд,

l
l

а
е

Рпс. 5

a
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