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В статье предлаrается численнчй !tетод исслqдования клас -
сической }tqдели теплового взрuва в рацках qдностадийной реак -
ции первого порядка с учетон расхода исходного вецества. Изло-

жение пробле}ь. непосредственно связано с работа,.iи [lr2], в ко-
торьaх дан подробньlй качественнчй анализ }tодели как при..{ер при-

менения rlетода интегральнчх r.lногообразий к сингулярно воsмущен-

ной динаttической систеr,rе ka двух уравнений. В итоге установле-
но согласование результатов численного и аси!|птотического ис -

следований в практически интересной области и3менения пара}rет-

ров.

1. Предвариiельнuе рассуtцения

Рассr.rатриваемая реакция опись.вается следушlей задачей Ко-

tчй:

т)0, ё!
dт

J -трý) tfrъJ,
I s J-e€r
L 1+ F8J

rl= 1, 8= О при т= 0 . (2)

3десь Tl t1 и О - l|беэраамернче|1 вреня,концснтрация и тем-,

пература; crPrT - полошительнче безразмернь.е пара!rетрýrпри-

чем Y доетаточно мало (0.t-0.0t) " Ра < т s Р . В этоl,t

tn

(l)

,d8- = тlехдl
ат
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Gлучае суцествует 03о тэко€lчто r.ёi!.ra из^iевенияl. С ! окрaст-

ности Со отв€чает рagх'lй перaхqд от медлефнuх рвriиrrоl про-

текания реакци, х реraийаri aзрэtaного тllпa.Oтraеченн€i параретри-
(|еска'l чувст!ительн(}сть задaчи (оtи объясняет затрудненил , воэ-

никаЕцие пр}. численно рqlGвии завачrr коши (l),(2),когда (!

достаточно Фtизхо к Со . Предлаг!ехui подхqп х alчислитсль -
ной стороне проблGlU по8tолiст доalоJlll}aтr асrЕtтотaчсскrl ан8 -
ли' численнrlraи реаультаташ.r, ! частностa, J/cтaнolliтb гран!|цч

приr.енимости Форr.уrrl дm $ , опсеаелшеf, пЕЕдел ca}.oaoc-

alлаliененrя .

Согласно [2]

со= (1-9)еЕ-2.946(1*2 р) t'/' -
-i(1*0Фт ]дт]+ о(ч+d) . (з)

ГраФl.( ssэ}icиl.оGти Ъ о, Р по борrуrв (J) при Y - 0.0r
дsн на рис.t (спmцнаr линия). rраоик тоl пс зависийоGти в !и-
де пунктl.lрной линиrt пре,lставляaт реэулrтат приt€нени, чrс"|lен-

llolo ветqда, и9лоlснrс котоrloго будет приведано ниra. Как !U

видичr.хоро!в€ совпадэниэ асишrтотиqеского и чисrЕнноrо аначе-
ний Ъ йr€ст мaсто yre лр.r Y . 0.0t и Р порядка Y .

при перехqд€ к Фаsоaой плоGкlости (тrв) эадача коuи
(l ), (2) преобраgуется к 9l1ду:

o<nsl ,тФ=619,ехр[_-Э_1 -1, (4)dп n L 1+ФJ

€=о при rl=1. (5)

нас буде, инtеDесо!ать чrсленкýй нетод построениi Фааовой тра-

ектории, определяеlюй 9адач.й кощи (4),(5). предварrтельно сде-

лаеa4 рiд заaaечаний относительно Ф53оaого портрета одели.
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ъ Как легко убедиться,rro-

дсль теллового варцва от:
рашает естественное теченkе

реакчииi с убчваниеr4 к о }i-

ч€фтрации n от l до 0 Tet{-

пература О , определяецая

иs (4), (5) , вначале !tо}кlтон-

но растет до некоторого

raаксиraаль}юго анач е н и,
0, , Аостlгаеlого npr.
,l .,l1 l o(Ir<1, а

эат€н нонотонно убIвает до
0 пщ 't1 - 0. иr paieнcтBa

Д {d 11 . о слеаует, что
точка (п, ;Оr) Ф.зоэой
пJк)скости пвaнaдлеrит кри-

2

Yr 0.0t

L]

\
п

\
\
\

t.

э о.о,

Рис. l

o.1 эой ! э]

0r
\' свrоtrI, (6)

1+98 il

эта криэsя косит на39ание a.€дленюй криaой, посхольку вдоль

фее пооl!!qдная &0/dт таюrв ваэна 0.

IorKa (О,0), прсдставляqая устоlчlзqg стаqион€рное рсцв-

ние сиqтеlu (l), является по отнФЕниD к ураaнениD Q) особой

tочкой типэ "узел||. В ее окр€стности Фэаоaчв траgкторх]t зада -
отся Функцией;

с
э= ! + coDat nY. (7}

c:Y
Оче.идно, ре!Ени€ аадачи Кщи (lr),б) тцGляет eдrнcтaeн}rlrD Фа-

зо.ур т9аекторио Го , п9оховrчэ чGрGt то{ки (О,О) и (0.0)

(рис. 2).
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Рпс. 2

Из непрерчвной gависиl,tости решения задачи Коши (4), (5) от

параметра С! следует,. что всякоl.tу С > О соответствует впол

не определенная Фазовая траектори" Гс , пересекашlая La
в точке ( n., ,Оr) Спр"""миво и обратное утверtшение: по

эаданноtлу @.. >0 всегда найдется единственное значение Ц

и cooтBeтcтByptllaя ему Фазовая траектория Г, При это"t зна-
чение Tli определяется Формуrcй (6).

В качестве иллострации к сказанно.lу раGс1,1отри}l случай,

когда Ф, << 1 Тогда приблиrilенное рещение задачи Коши (4),

(5) удовлетворяет уравнениD

Б

ц

0
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(8)

pёujei|ilr5l,i ltoT!ii)Ф|-i:l яЕ.1}lеiся Функция (7). Потr::освэв в (7) rитсбы
е(1 ) = О , {lФjlуччl,.t решение эадач}r Коцlи (8),lI:) а виде;:

а= 1(n- TldO. . (9)
сЕ- Y

Иэ (9) следует, что

y*.1 = ц*-L,
dп 'l

Y

о' =* [*]"-' ,

ПРИЧе|п 6r<.: 1 для достаточно больших значений сl

Р <<1 , то, согласно (t0), С8.. a,d . Поэтоиу О,
отвечает эначение с порядка L/e, , точнее,

о = 
1-11* о( Ёllв(т6')) ] .
в.|

( to;

Выfiор 81 в иai.|ecтBe параметра (rз:.lачает, чтс
( п', ,е.)

Если

<<1

g( и ,.lёсть

и ('! ,0)фазоsоii траектории f,,э между точка}rи

оIlреде.4лlOтся из речения краевоЙ задачи:

( l l)

8* О, при tr= Ir; ОЗ О при П= t,
где значенич 4r заранее неиэвестно, (Oтrqетим, что рещение

краевой задачи (i1) существует и единствеdно.) 0стальная часть

траектории, Го, проходяцая через точки (0,0) и ( Tl.,,6n ),
строится из реlцения эадачи Коши:

nrsqs1, у99= о
d.n fr"*[-*j-'

o(tl sr]r , y 
ffi = oi "* [-й;]- '

О= @., при tr= T,l

1zб

( l2)

,



l'lTaK, часть фаsовой траектории Го, }iехду точкаttи ( Т|r,
8' ) и (1 ,0) rrorrceT быть найдена либо из рQшения задачи Ко,:lи

(Ц), (5) на отрезкЁ [Пa,Д1 при задан!.о}t з1.1ачеl-|ии ц ,либо

иý реlлеиил краевой заЕачи (11) при заданноrt значении 8о .Вы-

бор способа построения Гс связан с проблемой чувстsительно-

сти решения t{ малнr,t изr/iененияtta а В каr.есгве критерия чув-
ствительности естественно 5зять величину Р= !аУOС(Пr) 1 . С

этой цельо дополниt/t задачу Коши уравненией в Бариаqиях:

п1 ý п s1 ,

,* З: = *t, -"F-,т-rЪ]Н 
} "*

Q9=O при 1-1.0са

t-0 ]
L 1*psj'

(lз)

Совместное численное решение (!a)rG) и (13) показывает,что Р,
определяемое из (l3), нало при достаточно бсльtлих С (си.

такке (l0)). В даJlьнейчiеtt с убнваниеи С наблодается уве..rи-

чение р до значениЙ порядка l, а 9атем Р l кёк у!(е отне-

чалось, при стремлении оa к % становится rrного бtrльruе l .

Поэтоrrу irри р > 1 следует обрацiаться к краевой задаче (1t),
в. частности, для вьaчисления %

Итогоrr приведеннýх рассухдений является вьaвод о To1,1, что

численное исследование проблеltы iloiкHo представить как продол -
нение !,lo пара}.етру с параl.,lетризацией рещения (t1), где либо

tl , llибо_Оо играlот роль парайетра задачи [3]. В данно}r слу-

чае l,:аFэметр}tзация заклрцается в вчборе среди СС n 8r па-

РёйеТРа 9адаЧИ дЛЯ ПрОДОЛrеНИя рФlеНиЯ В ЭаВисиr.|Ости От Эначе-

ния Р.
Для того чтобч конкретизировать область определения реше-

ния краевой задачи, сделае.i 9айену аргу!tента Т на Е ,

n э Е+ сЕ0 -в) 9( or) , р(о) = ."*[- I;ft] . (l4)

,
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При этоi.r (lt) преобразуэтся к Вl,iдУ:

о ý Е s1,
( l5)

Q=Qrпви Е=0, ýBQ, при Е-1.
В далБнейлем основное вниlчание будет уделено численному lt|етоду

рещения краевой зdдачи (l5). Приr,енение 9десь пара!втри9ации

по9воляет алгоритt{ически объединить оба способа построения
Tr

2. Дискретная нодель краевой задачи

Процедура продоrп(ения реlцения по параl.iетру и парайетриза-

ция наиболее просто принени}lа к численноl.iу исследованир систе-

l.,lь. нелинейнцх уравненийrсодерlкадей параиетр [l+]. именно в та-
Ko1.l виде ниже Форнулируется дискретная rrодель ,(l 5) .

Введем в рассllотрение сетку по Е , sадав раsбиение от-

резка [0,t] на Ш частей:

О- Er <В, <...( fr,*пlЗ 1, hr'l*r-tr, (16)

0бозначиr,r е.= О(Е,.) , 9l. q(Or), el = аВ/аЕ(Е.) , r в

- l12,...,IT+1 0чевtцно, иrlеет }lесто сл9душlая систеr.lа из

Ш интеграJrьнuх уравненийi

y(ot+r-6r)=(1-c9o)t"TЖ - "'}'
. h =!21...ý.

Следуultим lttагой к постро€ниD дискретной модели (15) явля-

ется приблИilенное представлеНие интеграла в системе по Форt,iуле

l28



Симпсона. Предварите.rrьно 8анети}r, что gначG""" Q. 'q) ,

..о" ý.- (tr+ 1*n)/2 , с погреluностьD порядка h] за-
дается Форmуrюй:

- 8a* 0r*,
0.

h
+ ai 

(е; - о!.1),
2

где_ tlr= Еr+ c(l-gr)9. . обо"""*"" б.= о(Б.) , -1

- {* c(r-{)o. , получин

'i-]r,*о,о. -}ft -д}- HJ..l bMr_E) о.. 0 [ъ -* ,

,лu

где

Такиll обраgош, aita иlrееrr систему нелllrcfiнUх ура!нениf, относи

тель}ю, приблшсннчх сеточнчх вначений О(В) вrда:

Гt(Orr0ar...rOn,rC ) . О, Ь 112r..., [, 1tZ)

Е..(1-с9.rо. 
["ft 

- 4* -ffi]*]*y(e.-e.*,).

8 силу' краGвш( услоэий б) иrreeH 9tr+л 
. ll*, = О . Kporre

топо, Тr/Т, - L/B. HeизrecTrrrrrl ! criGTeIё (17) ,вляотс,
otror r.:. fu и rтrбo 0r, лиЬ С , Е !аэrсиriоGти от то-
гоr, что явлrется параrетроi. систешl - С ши Or GоотвGтст-

венно. Систgw (t7) ru бtlдэн назrвaть дискретrюй rrqдельо крае-

юй эалачи (!5).
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3. Продоrrпениэ !Ецения GистGral по пaрахетру
и параметри8aциl

ЭоФaхтиан}a срсдстэо,1 9ешенrя систея нелинейнuх уDаgнений
вида

О(т;ц) = о ( tB)

являaтся ..еtод Ньотона-Канто9оэхча. 3десь 1 - достатс,,чно глад-
кая аехтор-оун(циi tекторноrо аргуrrента I и скаллрного арrу-
ненtа il , прrчGrr раз..aрфостх о и Y совпаАаот. I|ycTb при

Haкoтopo}r F = Ь из!Gстно приблиlrенис реше*r" YО систеiu
(!8). тогда согласно. rrетодj/ ньрто}rа-кантоFовrча вектор Z ,

задашtий уточнGние !0 , нахqдитсл и9 реlllсвия системu линейн9х

алfебраических ура!нснrй:

Сr(хO;ц)z = -0(y0; ь) , 
,l

_ {. (l9)
aet лr(r0;нч) l О, l

где !Ь - маlрlца ,кобиава. lbrtee, э качестaс очсредноrо прr-
д

блихенrя к оещефио прrниваетGя эектор Io+ Z , a иэ GистеиU

(l9) находится соотaстс?вупций вектор Z ц taK даrrее | пока

нориа Z не 6!,д€т }lеньше задаяноrо поrtохrтельноrо ео .Дя
схqдихоGти ите9эционноrо л9оцесса требуетсл,вообqе t.ово9я,что-

бtt исходrое приблиrенное решенrе r.ало отличмось от точноrо ре-

rче"ия (l8), суцествовани€ которого при р = ь , естествен -
но, подоа9у еваеlся.

0боэначин *еоез Х(в6) решение систеиu (t8) при

. во После того хаl< оно посrDоено. нетDудхо наиrи 9ехrор

п9оиаэодrвх Tu(po) по F из сrсте}tl л.lнейннх ураaнений с

той )re,.атрицей, что и у сис!енrl (|9), и правой частьlr - эекто-

Dон пяоrзводнuх - Оч[Х(нл);r.о1 ,

rr[t( чо ) ;чо Jr * = -o*[T(i.o);rro]. (2о)
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Вектор Xu(Ho) "о*rо 
использовать при продолхении рещения си-

сте}4u нелинеЙных 5tравнений по параr,rетру lД для Формирования

начального приблишения решения (18), где lД = Ц+ En, Е* -

lлаг по параиетру р . Например, с погрецrностьо порядка

нёчальное приближение Т0 монет бчть взято в виде:

Y0= I(po) + E,rt.(Ho) .

Если последовательно найдены два рещения (l8) при Ё = lД1 и

р = Fа ,. то начальное приблихение YО при lД = i.2+ Eir ,

где $ достаточно близко * ра , l"iожно задать более точно,

чеr.r в (21). с погрещностьо поряд*" Hfi(Hu + Ер) , Е* =
З Р а- Fr ,. и}rееr,r

Ei

(2l)

тО= т(ра)*ф-

бr ,Оа 1...1fu
случае raатрица

1р.)* } }r( 
l*

y(i; )-t(p

t,

2 )l

]}
) . (z2)

Et* Е..
l.

Подробное описание варианта продолжения решения по паране?ру,
вклочая адаптац}!о щага En , Аано в [Ч].

Возврацаясь к Gисте}.е t|7) в виде (l8), где О - вехтор
с коilпонентайи FrrFаr...rFN, Y вектор с коипонентаии

а }r - паранетр С , отиетии, что в этои

[е,,ou] является сильно разрехенной:

[о,,ou J=

l3|



ч
ll ,lU

lд

Гп:-f.
.-J J
l aor ао,

l
I

I

I

l
I

I

l
l

I

I

l

гql
|аs l

i*i
i*i
!;;_.,i
i* t

lъl
r-t -.l

tr] (23)

Поэтону решение систен линейньiх шгебраических уравнений с мат-

рицей, инецlей е?руктуру (23), строится при по},lощи эконоr.lичннх

llисленнчх rетодов тнпа ортогональной прогонкиrуч"r*Й-t"* р""-
pexeнirocтb натрицс систеr{н.

Кзк уrе отнечалось , 9, ,{оtrет иrрать всiль,парайетра си-
стенч (l7) наряду с 8 . Если Р = 0, , то коilпонентани век-
тора i слухат Оа ,Оr ,.,., 9т_a ,g l Ё матриц" [OrrO*J
приниrlае, следуrций вид:

[оr, on З =

g
00r

а.
ч
iг,q

аа
бq

iEa
аq
ill,
Е;

ilш-,
afr
аъ

0lш-r

Ч-,
ilп-п

ао.

Фш

a

I

I

ц J_xh
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ol
аJагl
Ф2 lTl
9|acl... l

Ъ- iltr-, oo-,,l

Ч_, at ас t

Фп ilш!
аh

при програllrrной реалиэации прогонки удобно форнr.ровать

.itатрицу якобиана 1 с qАний 'hшниm" стоlбцоm, вчполнив в
(23) перестановку стоrrбцов:

зL
ас

ч
%%
чч

:L%ае, 
i.:

ol^

lъ4l
|Чl
|с.I
:Е;I

iii
lФп_rl
|аеrIl*-l
LTJ

t.. ilх-, Фtr-п
, (24)

фqf,полагаетGя, что ! lвT9xцG (2ll) rшrерки.аGтсl ,л, столбец

%
ас

з:J
ао'

%
aOt

gL
ао,

%grао. ао,

аФ

cl
ас

а8,

ilш
aOl

ilп-, Фlт-п

Ч-, Ч
зk
аt

|з3
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произаоднuх по €r, есrrи О' - лагаrетр систе}сJ (t7) цлуl

с tоrlбец проrrgrоднUх по С , если параrетDоra яaляетс, С. Tera

He rieнee вaaчеркиваесй столбец пqдаерraется преобра8ования}r

rrетода проrон(l| в хqд€ итер!цrонюго процесса по Ньотону-Каhто-

tювl|чу наDаtне с остальнt aи Gтолбцаrи натриц!. Ч. По 3а -
эе9шенrи rtерaцrо{воrо процесса !rчеркнут}aй (и прсобрааован.

хraй) сто116ец rrспользуеtся в качествс пр€вой чaст, систсн9 ли-
нейфuх алrебраических у9авненrй, определяшей Beklop прои9вод-

нчх I.. alсllcния (17), В Gоответсtвrи с (2q) последней коr.по-F
хентой в.ктора I, будет либо acE/aer , льЬ ёаr/ааl.
0тсода следуеl простое правило параr.стризаllиr: если последфяi

коилофента векто9а I по нодулD окаlется r.еньще l,To пара-
la

Betp систе!u (l7r, по кото9оху будет продоrDIено рещение,сохра-
нiеrся; в п9отиaнои случае napar.eT9 систеrru (l7) }rенi€tся, а

кояпонентu aектора Y._ пqдэсрrФтсl норпи9овке путеri деленияl.
на последноD коaaпонснту.

0тrrетиr,r, что lатрица (24) послё aUчсDкивавия соответств)aр-

цего столбца производнr.х не о|(аrется вь.ропденной. Пусть,напри,

не9, С - паравеrр систеlл (l7) l,t пр, некотороя его значе -

нии найде

i'звоАнraх тr(с )

HU aeKto9

олределеннур в t24), в (оторой эь.ч€9кнут стоJбец прои9аоднUх

пос. , а череэ Фх( 9r ) - натрицу с auчеDкнутur. столбцох

п9оизводнuх по О1 . Тоrда, очевидно,

ае det ч(€ aet оr(с ) l О.

]oet оr(еr) |: |aet or(cr) ]

.t)

т
Q(a)

:1,Если

aet

|аеrlаа1 tо
и, такиl. обра3оя, для дальнейшего продолхения рецения r.oxel

бuть использо9ан параьет9 €' .

Прrведение яатрицu (2q) х !ерr(хей трdугольной с учеrоп

ее стDу|(ту9ý| сос?авляе, прiной хоа иетода проrонки при rнешенrи

|34



сисrея лrнейнUх алrебраич€Gкrх у9а!фений t|9) и t20).При этоri

использусtс, цепочка плоских от9апсвrй, даЕlа, искоюlа оDтого-

rtальноG прео69ээоtахие rraTпrrrru t [5]. Сrе"атr.ю результаr

пояного хода прогонки прqАстаlлlетс, a виАq I

+

++
++
++

х
ххэ о хх

хх

0

oI :,! а++ ++
++++

+++
п

х

Далее последовательно !ýчrGляDтс, неизaест Е систсrru (l9) иля
(2о) по peKyppeнrl*ara Оорraула}r, носillи}i на3aафиa обD€тного хо-

да йетqдэ п9огон(и.

4. Вrtбоо начальноrо поиблиrснl,

Принененrе a,€тqдa поодо,Ё€нrt, решенlli по паранеiру к дrс-
(рстной }roдerlr краaэоl 

'адачa 
пDедполaгаGт аадаьiе нaчального

прrrбликсниr tO пр]l !аданюrr 8нaченlи паDar.Gтра a стaрто!ой
поаицrlи. ДальнGй]rй процaсс чиGлснюго построенв, aектор-оунк-

ц", I(а) , q!р€дGлrс}Фй Grстсrой (l7), будaт проrсходиtr со-
rлас}о пDедлоIснно+.у вaрrантla хarодa, ! котороaa на пе9!оr. щаге

ТО 6aреrс" в виде (2l), а начlнaя со !rо9ого шага, a a}rде

(22' .

IllrcTb краaзa, rадача (l5) рaсGr.атрr.эaarся при достаточно
больцrrх зночениlх С . lоспоrrьsуеxс, GGткой (|6) с раэноиэр _

ftп раабиGшlсrl oTperKa [0,1] с оагоrr Ь поDядка Y м, пост-
tоефr, дискrlетной ,Фдслr. В качaстra пaраr€тDa lД Gистеl.r
(l7) g стартозоП поratцrl еGiестaGню a..6parr С , a GсrоlнЕ
,фачэЁr, оунхцr.i 8( Е ) , -р"д--}ой по aоD,.уле (9) с уче -
тоl (ll), r!rт},а |Ф.{tоlвнтal aGKTop! rO . Прlt этоr. на|tраaлa-

Ht.C пmвоruенr' раaн|., по пасaaaalрt, Saдастсi a сто9ону уrGф|-
lqни, с.

l]5



Прr g , G"рсrцla..с, к Ъ , пaрaхGтроr. крaG!ой aадач.r

будaт Фl}r9к! к Kpraoal

(l5) сraновиrсr

q!=

. в этоr{

Ic'

m

о(о)- { оr{э)_

случaе чaсть Tpa€KTop}lrt Гa
aсиlлтотичGсхиra

прqАстаrлэниеr pcr.Hr, у9а.вG}lия (4). Пзрэпишr (l) а вr.rде:

I ,_п

0тспда слэдlат п9эдсraэлсн.lc n( о) дпr ..rarflx Y . t]rдG рr-
да|

о(е).осrр[- о l., L 1+POJ
о5)lэ

'l= с

v(в) =

$ *,r.l

l'

,

гд€

Фп(о) - dб, "С") 
- о*'

Фr(е) - фi(э)т(о),

1_
1+

8rэдсr обошtачэнrrt з

о)

(1+Рs)8Е-ч(о)]
rг;;]

to(o) " со(о),

I.(s) - с[q(о)- }оr{о)3.

tr(o) . с(q(о)- 
} or{el[r. ЁЯol]l.

Фхкцr.x tl . I!(o), l - 0,|,2, ,.ляотсi нул6!r , пGD.Iн

r. aтоЁD. пgиблiсэниt}.r рэшениr (25) по крalнGй xGpa lra отрезке

16rОa1 , ,". Б - пqпоi.нr. п.р.ги6! rр!оrк. оункцrr
q(е) , lar это по(а!aю нr prrc.2. lЪGrtэ подGrаноaки пGр!ого

(26)
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пр.rблиrенхя в усло!ие ф=О поrtучин З'' пр..,

cot dО

8 о О, . 0тсода находиrr, uro Б- 2/6,2В). Пocrorrbxy

s. > б' , то н€ши д8льнейщ.е раGс!мения pTltocrTci к случаЕ,

*J.д" On> 2l$-2ф,
Начальноз прибл}dение рещенlя краa.,1й sадачи (l5) с пара-

,{eтpoli On пусть неrrно опр€деляется }.з склейкrr дrух оунк ,

ц.й, ,а отреrке f8.€a] начальнов приблиrqнис эадаетсi Оунк-

ц"еИ tп(Ф , . на отре9ке [OrOnJ - r<!6{ческой п.р!6олой

Е(€), .де 9(б).I,(6), dвld6(б)dr"/ds(б), в(1)= о,
dS/dS (1) 4 -Y. 8в€деr. раэно}rернуо сетку по О , разбив от -
р""о* [О,6r] на tr paBrttrx частсй: 8a = 6.. [r-(r-1)/ý1 ,

1 = 1r2, ..., Ш+1 .3наченияrr €l будут соответстэовать уз-
лч Еa сетки (16) как сеточнче эначения вачalльяого п9иблипе -
ния рсшения кра€!ой Еадачи, хоторое rФl только чт(, построrли.

При этоir С бер€тс, paaкr.B Ъ соглаGно бо9хуле ý). 8 ре-
эультате наr).l сФор.iулированt,дискретная l{одсль краaэой зaдaчи

на сетке (16) и начальное прrблNrение rо np" зaд"*ltо" nap"-
}€тре On э стартовой позrrqrrl.

0брати.i !нихание нa то, что указаннrй способ !uбора IО
по9воляат вUчислить 8начение % уlе a ствртоэой позицrи, нс

прибегая к продоr сниF рсtд€ния по параrстру.

5. Расчет дrнапiчес(ой ,сйстенtl

nycTr €(П) - реценri€ крае!ой !адачr (t5), rде

- Е + d1-0p' . тоrда согласно (| ), Q) jункция

оarредaлrстся из реIlенх, аадачи Korrr:

n-
т( п)

,\snl., fi,-+ r_ о(1) ,|

L r+pa(nU

п=1.тз О при

|э?

(26,



0тсряа

Tt7r=

flля сеточных значений

i,ii{eeH следувцие вцрахения :

,

f в{")а*, в{п)= tч*[-#*]
п

т (q ) , отвечапilих сетке ('! 6 ) по Е

1*,
Тд+iо'r.* f п(п)ап, k = ý+l-r, t= 1,2r,..ý.

ъ
3гlесь tr= T(n_) , trJ= Еr+ с{l-Еr)*., , ", = 9.

заненой иtlтеграла не квадратурнуо форriулу четвертого

РЛДка ТОчности полуt|и}t приближенi.ое зна(rение 
'j 

с теи
порлдко!l погрецjности, что и решение крЬевой задачи:

r]b+ 1- T]t

2

1= 1r2r,..rý,
IAe R"* 8{no) , Ri = dR/dтl(п*) , k= ý+l-i- в силу (jl)

[* cBR-1 'l

8i=-E,LT - TЁ;iт.I
кроме r,ого, Цr+t-. n*= h*(1- g9t), hч= 6*аr- L

0,r;lетим, что при t = Ъ+r тенпература 0 достигает
наксиl..аJlьчс)го значения 81 .

6. Численнне результаты

Предлоlкенный нетод численного гtостроения Го был ;эеали-

зован в програмйе LIýIТ.предназначенной для численного иссле -

дования tulодели теплового взонва. Приведеlt ряJl приirероg, иллlост-

рируOцих работу програilян.

[Rr* 
R"*r* }З.:_ЪВ;-в]ч, ) 

],tz;l

по-

же

Tl*r= Tt*

138



Таблrrца
'Резул"rотп 

численноrо рещефиi краевой эадачи (l5)
при Y. 0,0|, 9. 0,0z, 0, . 3, нsйденнЕ

ло про гра.,i}iэ LI}iIT

1i Тд Фl lо(ед) хе( sr)

0. 4l lt97
0.469l з
0. 5075с
о.5ц792
0. 59020
0.6з402
0.6789l
a.12292
0.76э52
0.80075
0.8]ц66
0.8652Е
0,89266
0.9!685
0.93787
0.95578
0. 9705l
0.982ц0
0.99 | 2l
0.99706
1.00000

0.11.0l5
0. l325l
0. l268ll
0.1205l
0.11348
0.10572
0.09720
0.0882l|
0.07936
0.07062
0.06205
0.05373
0,04570
0.0380t
0 .01072
0.02388
0.0l756
0. 0l l8l
0.00676
0.00262
0.00000

3. 00000
2.6Ц75ll
2.70092
2.55095
2. ц0052
2.2ц999
2.0993i
l .95122
1.8l735
!.68955
l .56782
1 ,1.5023
l .3з47Il
l .2l897
l .09gBt,
о.97299
0.83t99
0.667tб
0. q6565
o.22zr3
0,00000

0 . ц l1.97
0.ц5l з0
0.q8828
0.52802
0.56960
0.6l25ц
0.656]з
0.69888
o.13772
0.772]э
0 .803 78
0.8306l
0,E527l
0.8694J
0.в7900
0.8783l
0.860t8
0.80972
0,68823
0.41 773
0.00000

0,1,3352l
0.ц702l !
0.5076l ll
0.5ц7898
0.590l53
0.6]3958
0.6788qб
0.122757
0. ?63l85
a,199999
0.83270l|
0.859l8з
0.8670l l
n . 7l1,686

_l5.5! ,900
-5.520260
0.765786
0.787537
о,6193ý
0.r.t 11869

0.000000

табл. l сqдерarт реаульrатU ч}tcленfiоl.о реaiёфиri хр.JGаой ёа-
дачи (lJ)'{T.e. систеlu (l7)i при T.0.0l , 9.0.02 rr за-
AaHHoll gначени, О, - 3. Чrсла раэбиенйй (:тре!ка [Оrе, 1
по О ра!ю ;00. 3наче'lия 

'lt, ll .{ 8a !цl!nTc, r.a пе -
чать G uаrоi 5 по t . 3наченrrе со - 2.3Цбll. аьlчисrl€нное no

Форrrуле (3), блиэко к С. 2.3llll2, нsйдефнок}, r.з р€оеЁкя.Тёб-
.ir(Э ДaС7 !оrri&tюстý постJх)ить г9аФ.rк Kp}rao8 8a на от9сrхе

[Т.,r1] " сопосtа.итЁ .го с r9.Ф{кrr.r. ..едленноl к9изоt, Ьунк-
ч"" \(e)t .l !тоЁ|.r пirо6ruЕнrеr. кOи.ой I- (Мкциr
ra(e) ,. l.мrrчяЕ з"ачэ"ия Io(O) .I.(Э)-".rояr*.,
по Оорltулах (26).
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Тaблиqа 2

Результsтr ч{сJ.9Ёного 9еrЕния краaзой задачи (l5)
прв Y.0,0t, F .0,02, с . l0, найденнше

по п9ог9ar.ве LIЫIT

Tr tt оl Io( er) xt( ol)
0.00738
0.00702
0.00665
0.00629
0.00593
0.00556
0.00520
0.00q83
0. 00iц7
0.00цl0
0.0037ц
0.00338
0.0030l
0.0026ц
0.00228
0.00l9l
0.00l5l.
0.00l tб
0.00078
0.000q0
0.00с00

0. I l079
0.1 l078
0. l l07ll
0. t l068
0.1l057
0. l l01,0
0.1|0l5
0. l0978
0. t0925
0. l0850
0. t 07ц5
0. l0596
0.10389'
0.10099
0.0969ц
0.09l28
0.083з!,
0.072|ll
0.0562||
0.0]3r9
0 .00000

0.99l92
0 .99l8tl
0.99| 58
0.99l07
0.99022
0.98887
0.98686
0.98392
0.97970
0.97370
0.9в522
0.95330
0.93657
0.9lз07
0.88002
0.83331
0.7668lt
0.67l28
0.53l68
0.э2299
0.00000

0.990670
0.990596
0.9903q0
0.9898]l
0.988973
0.987632
0 .985623
0.982690
0.9781,7з
0.972ц80
0.96tt020
0.952l l9
0.9]54l0
0.9l l95l
0.8789ц2
0.83230l
0.765936
0.570498
0.53l083
0.3226цз
0.000000

0.99l92
0.99212
0.99272
0.993l з
0,99353
0.99394
0.99Ц3ll
0.99&75
0.995| 5
0.99555
0.99596
0.99536
0 .9967 t'
0.997 | 7
0,99151
0.99798
0.99838
0.99879
0 .999t 9
0.99960
l ,00000

В табл. 2 прGдстамвфч аналогичнь.е резульrатra при задан -
Hot значених с. t0.

Табл. 3 отDаrает лЕlоqесG пFlодолlrения рещенr,, по naparaeт -
р)r, сопровоiдаfrlегсся параr|eтЕlи!ацией, с 0r. l0 в качесr!е
ста9товоFо тaкуцего паDаметра систелаu, (l7).Индекс текlrцеrо па-
oa1.ieтpa равен l, если техуцив парaфет]ю|. ,aлiется €i , и

2, если текуцин паDа}iетрон авлrется og. Из табл.3 сrrсдует, что
Со . 2.3{tl2 (по Фор.rуле (3) % = 2.306tq) rior.T бtrть

найд"но беэ продоJtIiения реUсния (l7) путеr. рбрацения к проrра}.-

дg LI IT, наприiер, при €r.3 (см.табл. l). Этиr rre споGобоtl

полученч рсзультатr, лредстаэленнýе на рис.l.

l q0



g ni q 1rt,
J{ндaхс
тсхlцрго
параraстра

z
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2

3
3
,
3
l|
la

5
5
6
6
7
8
8
9

Il
lz
lц
,6
l9
2,|

2ц
28

з
э
3
э
,
з
з
1
з
3

lrqц
q4q
qqq
ltqц
qлq

ц4ц
4!ll
lrlrll
ццl|
ц72

5292
l885
9797
929l
0684
4з56
0762
0qt9
ц 073
zц22
бqq2
?265

.3722

.53ц9

.8307

.00я2
z2l l
ц767
78 i'.
l5lt
5930
l229
7588
52|9
9798

0.005635
0.0l0277
0.0l8967
0.035r52
0.066,l5
0.12l.q3ц
0 .2 30я2
Ь. цllr9zl
0.685308
0.820692
0.88l832
0.932l05
0.953720
0.960l 38
0.9651179
0.970022
0 .9739q 2
0.97731,9
0.980325
о.982929
0.9852| l
0.987205
0.988l1,6
0.989096
0.990039
0.990963
0.99l857
0.992706
0.993509
о.99ц252
0.99ц9]7
0.995559
0.99612ц
0.9966]l
0.997079

9.00000
8.00000
7.00000
6.00000
5.00000
q.00000

0.549El
0.q80l5
0. q25ql
0.1726\
о.32523
0.2827]
0.2lr!t79
0.2l l l0

|0.00000

3.00000
2.00000

0.8q000
0.62400

1.50000
l,20000

0. l250l

0. 0 3598

0. l 8l 3ll
0. |6725
0.15302
0. l3886

0.1 l l67
0.099D0
0.087l5
0.о762?
0.0662,
0.05721
0.0q926
0.0ц2i8

о.l7ц2zэ
0.171698
0. | 71.953
0. 17q766
о.l7r575
0.17001.9
0.1бl l2|l
0.1ll0l54
0.0963lб
0.о66172
0.05l23ц
0.03657ll
0.0288rl
0.026t 6]
0.0237ц9
0.02l525
0.0l9t 55
0.0 | 7523
0.0l57 | 9
0.0l ц0]9
0.0|2ц8ll
0.0l l05ll
0.0l035ц
0.009632
0.008897
0.008l62
d.007qзi
0.006725
0.0060q]
0.005398
0.00ц793
0.004235
0;0UJ720
0.00325з
0.00283!l

l
I
I

I

I

l
l
I

l
l
l
I

2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
z
2
2
2
2
,,

2
2

2
z
2
z

при

табпrц9 э

заэиси!tости Ч , or , t+r О' С
Y . 0,0l и р . 0,02, вайяенвr.с по п9оrрая.{е LIMIT

lla l



Проrрамrrа LI}1IT принени}lа также и для решенйя уравнения
(&) с начальнUн условиен: о r'o при ?t. tro, О <ц <1.
0чеЪlцно,к 3адаче tl:), G) приаодит преобразование: Tr -
= п/\, сi. ц/по, у| = у/\.

7. 3авепцение построения Фаэовнх траекторий

0братинся теперь к 9адаче Коши (l 2) , KoTopyD jlля удфства
преобразуеи к в}яу:

п = nrB

o<ES1, ý.о 9(о) _ 9(s.)
1

, (28)ёЕy Е

8з 0., пеи 6= 1.

При решении (28) Boзrrolrrнo поrвление большlих градиентов.По этой

причине r'ъl будех использовать неявнуо cxer.y с адаптацией шага

поЕ

ти

Пусть найдено аначение еa '. е(Еa),
ч з 8(E tr) l Epl -a.' О, GЁl*

г(т)= "_..- *[

и требуется най-

r<Er( 1. Проинте -
грировав по ( обе части диФФеренциаrlьного уравнения Q8) от

Еaa, АО Er , получин после приблшrенной заненч интеграла

на Формулу Синпсона спедуrцее нелинейное уравнение относитель-

но Т:
о(т)+в *(fl 

*Е.*, E.+Ep.r

69( Оr) в Or (29)+ щ
Et

lц2



Таблица la

Результатш численного решения 8адачи Коеш (28),
найденнче по програrlr.rе LI}rITф

N - 247l iцаг по i равен t0

.Tl в
д

0 l хо(о.) х.(е.)
0. qt л97
0.39q23
0.38l 52
0.37255
0,36392
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Ihя рещения ураэнения (29) воспользуенGя .4етодох Ньотона-Кан -
Торовича, в Koтopori начальное приблиrение То 9адается э ви-
де;
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таблиц.- 5

РезулстатI числснноrо pareнr, зaдачи Коли (28),
фэйдеrrнlЁ по програ|.хе LI IIx;

N . 25l, Uаr по i равен l0
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3десь согласно (28)

,i=+H-*,],,;l

9r = 9(o,t ) ,

[+[i:-,]- а],
L
YЁ.
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l9 фt"
ао !).

величиха lлага Ь всях,пй раз подчиняеrся условиD, оl,раничивао-

цену чисr|о итерачий, за которое ходуль не!язки приблиtrения ста-
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|.юэllтся |еньоa 8ад!нного ?о lrtrrrи слоэа}+l, адеGь, прхaiэнi-
етс' пра!ило aдaптаqих trага ! , rsсдэннос прt,r пmдолrенrх Da_

0lенил по пара..ётру систе.о (l]), .кr!чаi , !адан&е достаточно
}rал)го эtалонного |лага h_ t4].,о

oтl.ечсннаi HeiBHa, схQl.а, оlDорвленна' 3 !хде програ..rfl
LЦ{IФ, позволrет дост!точно э(DФaктивliо fiайти ре!Енrе 3адачи

КОши (28). Kpofie того, t пOогранr* LШЦ{ по найденнltн сеrоч _

l.t|r'r эфачсфяяa. €. и9 (29) стро}.rсi ]rсцение gадач, кошх:t

О<rlýrl.r, 
fr=_

т = d1.)

+*[

.де T(lr) = ?дa., оrrirеасляется в програмr.е !ЩlТ.
табл. l..5 явлrDтс'l itроrlоr!{ениея табл. 1,2. число разбие-

i ний Ш оrо."*" [Orlr] Форнироэаrrось в резульlате адап -
тации цl,ilга интегрироaан,!я аадачи Коши (30) и равно 2Ц7 (табл.Ц)

и 25l (табл,5).

е
1+9€( (3о)

при I= 1rl

заклочение
испольэование проrраlrв LI}rIT и LЦtф позволяет,в част -

.rосlи, построrть полюсr 5о г9а(ики :9аекторий Г,,, отвечао-

цие раЕличнчl. 8наченrяrl либо С , либо О., , как это пgед -
стaвлено на Drc.J. ПриlеденнýЕ адесь траектории отl{ечеfl харак-

терной дrи опиGчваGrого яaлсния особенностьо: при 0., ) 1
траЁхтория Гa .в некотоDой своaй части блйзхая к, ветiи кри-

эоt Ia (нсустойчиэое интеrраль}l(Е йноrообра9и€), в налой

окрсстности точк" (Пr18r) "срttвается" и Gтаноaится близ -
кой к друrой aетaи I,a (устойчивое интGгDальное rrногообDа -
Еие). lbcKorrbKy и I*, " Lo при r.aлrх Y блх9ки ва рас -
с}aатриваеr.ои учacrке, то 

"аaесrвa'""о 
эта особенность учтена ва

рис.2 (c}r raKxie табл. l : и 4,5, соIlеD,r<Ёцие координатt Гв
и этороrо прrблихефия Io ). На основе програllм LI}IIT 14

l
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Г* , построеннче по програн!|аl.lРис. 3. Фазовче траектории

LШIT и LI}IIФ
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tП.tlФ }iогут бчть наrаеньl и другие характеристики модели в за-
виси}юс,ги от параиетров (Erр и y , представляшlие интерес

для их физической интерпретации (cr.t. [!,2]).
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