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(8!ч]rслtтaлr}Е clrcтGrr)
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уд( 510.6

элЕllЕнтАрliдя зквIвАлЕнтнOсть в кжЕ сп]lсOФех шдстрOЕк

Н.Д. К5рпотrна

ll!учaнrс aлгс69аrчзских обrсктоa тGорсrrrо-r.оrlGлLнlЁ. r{е-

tодarr{ autaltло 9rд нaдостатков обlчной югrrки пэрaого порrдка,

бусло!лGнlflх eG слабой llраlr.тaлrной Gилой. l carrl с зтl,.i

м, rrrучснr.l, алrебраrrчсскrrх систех часто пф.artGхflотс, болес

Gl|льliaa ,ргltкh. нa и!!rчGнхе сиGrGaё Q r рrсrирэнной rрrи-
кэ r.orfio сrФтреть пDояко. 

'iоцно 
rаучатD Glrr)i crcтa,.!, Сt, ,""

при этох, кроне об$lнrх !чскalltанrй уtкого rсчalсltaнra, пraди -

като!, доa!ускать в кaчGстlе Форrrул боrъG сrrоп* обраtоaаф].rr. С

другой cтopo}uraog ilotcн и r.Ёой подход: aЕсто crcтGr CrL

рaссrаtрьaатr нскоторое ее D.сfирениG, "надGtэойк!r'| нaд Й ,

lio !ато yra Gpartcтaa..r.r ,alxa псрaого поеrдкa. С отой цельD в

раьтс [ t ] фrrp r!едaно пофrтrе спllсочной нaдсrройкlr п(а),
поrволrчре Oopltarrrloaaтl ..ногис алгa6Darчaскlе рассуlдсниr,
сarааннЕ с ОяфитностьD.

данна, работа пос!rlен! aопDосу элсa.iенtар}aой эк9иlалент -
llocirl списочнUа надст9оaк над Hcкoтoprrrll ходс,лrЁи, в часtвосrи,

нaд буЕarr.. алrебрar.l.

0прaдслин aкратцс понrtис наследстa€нно-конечной списоч-

}@й в.дстройки. (Болaе подDобю сп. [l].)
П).стr дана юдслr Q, с"r""rуф, Оо . 0озьясн In -

l.к<trlgcttо !с?х списко! (конGчнrх слоl), состаалсннllх из алеr.еф-

,оa lOE l ; ."n" I, ylc постросю. то .о!ьнен I.+t -

zб



Ёro GCT!o !Gсх спхскоa raa элaхсн?оa I. U lcul tlorrшrr

irr! . UIrzi r
Нaспедсtaal.ю-кон€чюй спl.сочной надсtройl(ой HaaoaCr дaу-

Gортн!,э..од.ль П(Сt).(!й|, fb, оо U or) r rд3

оrз (ail , оовa, hсаД, tatl , €, grl) - GлGд/ц.r.

сtэ9ацaи l. oтHqвHlll нaд спискaiaи:

LtI - хо+rстантаrпуGтоl GпиGок;

Соцs(trу) - доба.иrь эл€нент Jr l( спrrcцl ! ;

hэаd(х) - aэitr послGдний элGlзят спrска t i
tаЦ(l) - lrбpocrrтb послед,ний эrtзrGнт нз спlска ! ;

t€ 
' 

- отно]ефие |lx есть элG.Gнт cnrcK, r";
а g 

' 
- оlr.о!raн.i€ '|: GсTD нaчaлlнlя отDGзок Gп.rскa

у";
ш(t) - отнФ.ниG l'! Gстl спlсох".
8 качестэе 0орr.ул допускaрrсr aсс lфlрцlrl llкa пGрэого

порядка сигват)rЕlu Ос U О,!

!ля элементарной эквиaаrlентности ,.оделaй a iзtкс перaого

порядка иэвестев следушlий критерий [2j.
тЕOРЕнА l. 

'усйD 
Е - коцечхая сu2хапура, iе со-

еерrац,|л ! j\кцuоналDнаа с|лволос , t!оОелu Qa u at,
сuенцпура Е элелехпарно эхвчваленпхч по2Oа u аоль-
ко mо?Oа, ко2dа счцвспвуеп пакая послеdо€апельноспь
ýо ЭВr 2... Э 8r Э8.a1 Э ... НеПYСПа' 

'LХОrеСПа(tоlеч,,х;) часпuчха, uтолорфuздос uэ Oro в йч,
чпо Оля !106оео Е 8.+r u л|обаЕ a€lql,
Ь € lCr,, | суцеепвупп 99191 С 8. паrсuе, чпо

р€ 9о lg1 и ас etD ,Ьс pgi .
В tер'инах са'|их воделей Qо n Q l r.olнo сОор}.у-

лировать аналагичноa услоaие, kotoEloc явллеrс' достаточнtх длl
эк!ивалентности списочнlх надстроек ПП(ас) , П(Сgi).
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ТЕОРЕtЦ 2. ЛуспD ЙrЬ - лоОелч хекопорой хо-
нвчцой счехапура Ос ,хв соOеmцва банкцчоiаль|а,
счлволов, ПаспD счцеспсувп послвОосапельноспь непgс-
пd, седеаспв В_ кохaчха, часпччха, uзоцорфuзловaчз Й " Ь пахur, чпо gо a8r е ... Эg! Э
Э Br+i Э. .. , u dля лlобаr tохечнu, хаборов lt,,..
...,аr€ logl, brr...r Ьr€ llr] , dля 4юбоео
l € вa+r сучеспвчоп ьr Ц
l ЕPolPr l. д1 ,...r ar( aFо,
Тоеdа Е|(Q) i п(*r).

ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0. 89еден сначала Heкoтopue обозначения . Рас-

снотрим список t € fiД(й). Iз определения fhtа l
видно| что t r.roxHo п9едставить в виде Teplra, в залиси кото-

рого исполь3уотся только операция СФВ , KoHclaHTa Дii
и пе9еменнuе дл, алеt ентоа из |й| , Н"зове" эrу эапиaь

станда9твой. Пусть al r... ;8о - асе перехеннuе, встречаlO{цие-

ся в Gтандартной записи t . Будеrr писать в этов случае, чT,с

t=t(arr..., 
"о) 

. Ilля переr,rенннх Ьrr..., Ьо обозначим

..*" t"f::: :;: рсзультат поАстановки 9 станАартнуо за-

пясь t neper,reHHux Ь., r..., Ьо в"есто al r... , аD соответ-

ствевно.

Возь еr. произвольнуо ОорrулУ О сигнатурu О и приве-

деri ее к HeKoтopor.y стандартнойу эиду. Пусть ý уrе находит-

ся в пренексноЙ норr.альноЙ Форr.е:

со =Qrхr...чrоYl r. !,
,,

Qa - KraHTopr, зa,
и,rеет вид P(t r,

- Tepr.9. Лусть trr...rl,

€ 8о пахlлеrчпо
br r... r Ь16 pt r .

гАс

I.1
t l

€ tOд}
. . .,t.)

28
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нолiер такой, что t

эо новчх псрсraснншх.

Пчсть I.,= P(t .' ,..., t") 
" 

nv"r. 1о - наииеньший

ве я!ляется пропозициональной пере-
0

ся в 8аписи О . Возьиеlr {Уrr...rУ.r...} - нноr(ест-

,а 1 - наиrrеньщий такой

еце не испоJtьзована. Тогда в за-

t
менной, tro = !(Вl,",, В.о)

}lol.lep, что переiiеннаЕ yt
писи | зglg11пц !a, на

!тrЭ(t., r... r t1o_1ryrrtдolt r..., tb) &

& ч, ,l(Brr..., Bro).

Вuнесеи JУ, в кванrорнуD приста9ку.

Если Хaо. есть
в з G(Btr...1tl.) и

t=E(tr,..., tL),
\о) ,'О За!lсняеr.

t аr9 , где

tro= E(u., l...
Х.: на

Jyl:lyl+., G(Br,.. .,B]) =,r& r(tr,...,trla' ,...
..., t.)= yt &H(u1 ,.. .,ч.о) = trt+t.

Приведс}i полученф!m Фор}rулу к предваренной дизъанктивной
норraальной оор}.€. Теперь с ней liotlolo прозелать то txG, что и с

исходной Фор}rулой О Преобразу, Форвулу такиr. обраэоi, по-

лучиll в конце концов tDориулу, простейцие подоор}rулu Хa, ко-

торой содGр ат сrйaолý либо только rg Оо , либо TorlbKo ..rз

ol
Далее будей рассl,.атривэтl топько OopllyJll, прlведенЁ* к

iaKotly виду.

Покаrе}t, что дrtл,Мнх В€ 0, t'r..., t.€ НU(Оt)
rлс ta= ta(ar r... ra.), мr rтбой Фор,.улu O-(tlr...rt )
G ll KaaHTopaшr,и ,ra6ого Л € ý! тaкоrо, что 8t,...
..., ".€ бl, зьrrолнехо:
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ш(й) r (tr,..., t.) э п(*r) F

(.)

.... ао)l
кой, что

. 
16 Ро .!,..., а|е ьчо

€8 та-
ц

Jlo и}цукqион-

. Иа )rслоarя TeopЕrr найдется р

Дла D = 0 это слсдует ,! того, что l - qастrrчнrй иlо-
..орФизх. ПусiD для кaхоrо-то ll всз дохasаю. Ра€с..отрин

Фор,.улу O(trr...Л.)= (3x)g(x,tr,.... t.), где t
иrеет 8 кэ.нтоDо., .. 

^€ 
8o+l. . Пустl П(@) F

ts O(ti ,... , t.) , ,огаа "Й"r"r., to € ЕW(ОЕ) т.акоl,

что IГ(й) ts t(to,t., ,. .. , t.) . пусть to = to("i,..

.tts t at
ла

о..аa
l"де.

...а lri

'",M.J
t ,...,[t.]r]

it
la

0
,

ноху предполо снrо тоrдa

,t
о.аl

е

1

а

о

ш( *r) в у Ito ]

слqао!аl aль но ,

Er(#) F

t-
ь (]r) r t

а ...аal

а ...еa

е

Foa: . . .lдоа
0' It Р681...|Доа.""]l
t

It ]Р9а1 . . 4roa.

ltоаi...Fоаr""' ln.li] it ' ' 'Роа.
а ...еa

a
l

.а
t ]

l

l a
,

.О
[,,.,,

...аa
8l ...lдоа.'" '' [t. J}6 l ' ' 'Poar

.аl

, 'О 
нa 8., r... r еa lиFg

а
1

мat

ь
Так как rgь
со!пaя!Dl,,.a.

BTt&) ь o[ttr)
8l ...а.

^дl 
. . .Лаr " "'

...аa
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Анlmгичноr aслll

ш(&) ь r[r*,:}'::.h....., [t.

...аa
_...лJа '"''1t

п

г]

а .. .аal

ri: la
п

а

lo

нr(&) ts t о ,[t лд
t"

п
r]

t [t.]лв

аоt

п t
'..'.а

aмr"'Ч ,... ,[
...а

l

a

) tloдл, н.котороrо Во е Ы(&)l Ео =

условиD найАутс, pr € gi l F12 )r и

во(Ъ| ,..
Ь| ,... ,

,.J,

., ь:
ЬOсl PPr

Лусть а| ,..., а!С |С| таки., что вr(е!) = Ъ!,
t = 1r... }. Тогла

ш(@) F Y

Такиir обра9оr., если

то условие (*) для

Пусть

lкшшa, чlо

,..,:;
ьоt

О ьiЁ€т э,rд -l X Y(: rti r . . . , t.) ,

О эUполняетсr.

,t

rl,следоэ€тально.

пп(сt) ts Jl Y(x,tr,...,t.)= o(tr,...l t ).a

(tr,...i.)o Vx t(x,tl ,..., t.) прGдпь-

п(й) в v8 t(a,tir...., t.),
но

вп(*r). i: rt ,[to] t at
ь]

]
Тогда 1ю докааанr€ц/ ala

,l

п п



Ш(а)ts Jх rY(x,tr(ar,...,..),...rt (ar r...,a.)).

Ълучаеl. протиэоречие. Такrлl образон, вuполнею

ш(*)рVх ч

Аналогично

ш(&) р

tsV: t

[-,*.,,}; : ::i".,...,[".]}
..д a
.'"'Ч

[, 
*,,}; : ::ъ.,..., t".ri:; : :.i.]

Ет(Ot) ts V: t (x,t, ,. .. , t )о

Если теперь о - произзольное предлохевие сигнатурra о ,

,о Ш(ft ) р о тогда и только тогда, когда вг( &) р п,
т... Еп(Оt) = rп(*)

3д}iЕчдниЕ. 0чaвидно, что Teri более достаточно суцествова-

ния одного ""о*Ьства 8 частичнчх и3оirоaШи3мов такого, что

для лрбttх ае |й| , Ье ]{Tl и ,шбого 
^,€ 

ý суцест-

BrnT 2r., lla€ S tакие, что 
^ 

g lrrlt " ае 6\ ,

об с\
Перейдa}. теперь к pacGr.orpeнrD булеaIх алгсбр.

В офaь случае из эrЕ}.ентар}iой экви!аJtенtност, булеaух ал-

гaбр не следует эl(вll!алеЕтноGtь их сп}lсочнIх надстроек.Дэйстзl-

т.лью, пусть ,dl - булсз. алгебра. Тогда хдеал Фрсuе алгебрI

d' .,ц.л*rс" r Ы( &) Форr.улой

а€, .il(&)в я(а) + (]t)(Yt) (х 5 а -хс t).
булеaIх aлгбр
п( &t) ,a ш(

Фо9хулу

ц,ц
ц).

0тсDда ,rеrко пол!rчить пDrнзр

K,x, что *r= \, n
06означиrr чсрсэ Дt(а)

э2

тl-



лt(а) t (в l о) & (Vх)(rлв.о Vrna . а),

. ч.реt Ь(-) - oop"yny 
|)

rg(-).(V r)(о<у<r - (з а)(дt(а) Е а s у)).

П.устl

&.; ' &(*r*т)r,л' &r' &(.*т)." '
Поскольку Ob(q). ОЬ(Ч). (1,1,О), ,о & r
- &, . од}rако Ы(Ч) Ь (Yr)(дr(х) . #(r)) 

"п( е;) в ( з -)(rа(-) &'r , (-)) .
и, с)пэратоr.Ё8х булaslх sлгсбр [3] " 

no,.o.r.o теор€..ч 2

tФtхет бIть получех слaдуший критсрий эле.Gнтарной эквиэаrЕнт-
}|ости их списочнчх надстроек.

пусть Р(а) - Hoirвp последнсго нен).лGэоrо оактора ал-

гебру Q по идеалу Фрсце, !((r) - чисJю aTo}loв ! стоц

оакторэ, t(й) . (p(Cl), п(й)).
TEOPEI{A 3. ЛуспD Йr& - суперqпоц8ае буле-

вч алzебра. В эпод слl]чае П(@) = П( /О) поsОа
u польlсо поеdа,*оеОа,uбо ?(OI) " p(*)Zo, лuбо

{е) . t(*).
д0кА3АтЕльст80. необходихост|. 8зсдеli обозначения :

fn(a) ь f (а),
а lo Ь б а з Ь,

а a1:дrrя

ai l
Ь 

' 
( З l.r)(r!(:) е *.(r) & au t r._' bU у) l

|) rТ(а) о!начает, что в е.ть a'otr{, а Да(Х) - чт<r 8
,!лястся 8ToaaHUl. aл€aaенlон.
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{*r{") + ( ]t)(ш(t) & (Vх)(lпа оо r -
- ( lye t)(x *о у))).

Тогда

p(ct). п оп(d[) в ( V а)(/о"r(а))& ( J a)r /, (а),

n(O[) э kаП(С()ь (Зх' .. л*)
t
&
l=

1 l,, (х.)

,.]].

&
1

-[,
L
& :( *I

l'п l g(VT)
D

lVy
д=l,r=l

*5

Таким обраэо}r, суцест!ует предlrожение О_ ._ такое,чtо
З(4) =(П,r ) тогда и только ,о.о", *ii" rTr( Ct) Р
ts Оо .r . Отсрда, если НП( 0t) 

= Ш( {r) " s(И) =

, ( ц;i), k,п€ ro, ,о T(Jr) = т( Ct)
Лостаrочность. Рассr,rот9ив несколько случаев.

9щз"j, т(й) = T({i.
Пока,(aи, что вчполняется услозис з€нечания к теорене z.Jlo-

,южr1.1 g - {Д|r - конечнuй частичнцй изо!юрФизri подалгсбD

"э Й, э ,!7 такоt, что для ллбого а€ бl, з(е)
. т(rя)} возr"е, проrз!ольнuе a€lЙl и I€8
Пусть 11 ,... Д. - .се аторu в 6!t, Вa = r(Дr) , l =

- 1 ,..., В. Для каtltдого J рассr"отри, е П l. . }toxHo

эuбпать Ь, l Вr€ I&l так, что т(Ьr) = т(i Пrr),
t(Br\ bJ)- t (лJ\ е). полопиr.

Fо(а П Дr) - Ъ, , po(lr\ а) . Вr\ br .

Еслrr тепеDь

х= U (д па) u U

'CI 
r'{r

J

зц

(l, \а) ,



где Ir,Itg t1 ,..., !), то полоtlин

Н6(:) = ро(д, па) u u Po(^J\a) =

'€Ic

U
€I, 1

UU (вr\ bJ) .
l€Ir

0пределенное так отобраltе}lие lд9 раэнозначно и сохра-
няет операции, т.е. rвляетс, изо}rорФизноl4.

Если r€6Л,,то !Е.Y,Л.rrý(1 ,..., В}.

Тогда

чо(х) = .!, *o(n. n.' u 
..ч, 

ро(дr\ а) =

= ,t, 
("..no.' u .:, 

(вr\ ь,)=

= .?, 
((". пь.) u (в.\ оr)) = 

.u., 
в.= l,(:) .

Такиrr образов, пока!али, что ро е Л. При этоr.r а€ ýро,
т. е. lДо - искоrruй.

И9оr.орФизи lДr пля ЬС [ёl находится аналогично.

Случай 2: p(Ot ) , р( #) : ,л.

П"""-,л ýп= {Л lЛ - хонечнчй частичнцй изо}lорФиэr,t

подалгебр из Ot в J' такой, что длi лобого а € бl
т(а) = T(la) лиь p(a).p(ra) : а}.

Возьr.е!i произаольнuе l€ 8r , Ц е 1; и вабоо 8r,...

:..; lt иЗ |Ct| Цожно считаtь, что 8a О aJ= о при

а 
' 

J , так как иначе возь}iен все элеr4ентu вида

з- с
еr' п ... fl a.L ,

гАе а] .аa, а!-ia, еaе (OJ}. Элеr.енrов ,акого виАа

конечное чисrtо, и они у,хе не пересекаDтся.

U
€I

(в, пьJ)
J ,l

з5



. ]r"r" ^lr..., 
l. - все aToHu э 6}; Ba.l(t*),

1= 1l...r|.,llлл кашого J рас."оrрr.,, а]пr,'.
r. \ а.. Bogrxer. д!а случая:
' 

"l i (rr) r T(Br), тоrда найдетс, Ь. S В. такой,

-. ](о,. 1 in):_ :(l,), lii,\'J.,l l,,i"]1 
",iTб) р(Д, 

', 
р(Вr ,l u D

Если p(ar П Дr) <п , ,о g(Дr\ аr) : п 
" l.",как и в случас '|а|l, r.oxex вlбрать D. S В. tах, что

,(Ъr). = t(an П д.) , . е(в, \Ъr) ja . (Если

Р(Дt \ ar' ( D, то пост5rпаеr. анаrtогично.)
пуст" р(л! nar) , р(лr\ ar)z п.1"* *"* е(в.) е

} tl , то . Фактор-алгебре */ln_r(*) вrД._, ( *) ссr,
объединение бесконечного чttсла aтoraoв. Пусть Ь. такой, что
Ъr,/г,,_r(*)sв./го,JlЬ) . ьrД,_i(&) -",*.
(Но{но считать, что Ь_ s В_ , иначе береr. Ь _ П В(ьrпвl)/rа_r({r=ъ7ч:;i;; ---" 

o.'n'{'i
SBr.)- тогяа р(ьr).й_1 , р(вr\ Ьr) :п. '

Полоlиrr

lr(e' ntr) = Ьr, lr(tr\ аr) . Вr\Ь..

Полученно€отобрапенис Лr - иаоr,rорФизн, 
't 

Е
будут ненlrлеэlе

дr ,
элеиентUBr€ 6Л.i

вида al 0Д,
Атоtaахи a бr'

VJ = 1r...rв,
*то t(Д.\ ао) =

э(rr(r, \аr))
Д., , внесто В.,

Дr\ а., , приче}.

V1 = 2l..., k,
T(r.., (rr\ аr) )
2ll . позтону, эзяв

(an пдr) п аr = о
а мя Дr\ a, !ерно_,

либо 9(Д, \ аr}
анGсто l отобрацение

и получить й!о.Фр(Изв lt Э 
^ 
i ЭХ такой, что as € бl

rr так Аалсе до иао.ФрФиэвэ Fоо trr, lrэ ...э lr э 
'\Ъ посlроенйо, дл, побого

или р(х),р(ров) z п-1 ,

- tl , l,iolera проАелэть с ними то tre car.oe

2,
,

8rr...r ar€ 6\. бро.
-€ бь з(х) . T(por)

,6



т.е. Ро ts ýrr_.t - искоl.tый. lИя набора О1 ,... , Dl€
€ lбl изо}rорФиз!"t lr1 находится аналогично.

Таким обраэо}.i, вчполняется условие теоремы 2 и, следова -
тельно, IIШ(OЕ) = ПП(&) . Teoper.,ra докаэана.
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