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пOtlит]l8}l|Е I нЕгАтllв}ýЕ нуllЕрАции АлгЕбр

ll. )(. Kacrrro!. Б.ll.Хус.ино.

llpoн]lкllofGirc r.этодоl }€те}laтбlaской ,rогикrl ]l теори.l алrо-

DxTr.oo l CoaDBr.aHHoe пDограr{}lЕрозах]lе , вн]/трaЁние достиlенx

Tao9rr кофструlсиaпх сrст€х постаlllли проблgrlу

crollcTl noarrTrrJlю предстази.flх rrqдзлGй [q]. 0че!.ино,что класс

юнсtрlrкr}aarпх Grстar содсрrитс, a кл8Gсa поЕtтх!нuх систеri. С

дсугой Gторонu, rIбая ю.Gтруктизиаацrя яaллaтсi qАхоэрсlенно

поlrтraноfi х Ёэrатrrюй нуr€рaц]rеi данноl систGхu. В [2] ис -
следоraнч сaойстэа поlrтraнUх |i нaгатиfнur! фуr1Gрачий прох!юл}-
ной соaокупноGт}a обrеrтов. В данной рa6отс rзучаэтсr cooтHole-

ни, aaallду позитиal{шarr l фGгатtвlflaи нlrraерациraiх (частичнчх) ал-

гGбр.

нaпо}rниr., что нlrхaрацrя u дав}ой частхчной алгебраичс -
ской систеш (о{аlной сигнатур.. Haclaaeтc, по!итиaЁоfi (неrатr!,
ной) фуr.aрaцrGй, еслх oc|.|oaнta оlср!ции, a TlKIe о!нфalrхr,
aхrpч8i oтHoleнlc рaaэнстaa hmолrrэния отно]ен}tй, !aл]це! до-

полtaфие отноtэнrя 9аээнстза)1 rlлffтс, lslaiqпrruaaи отноGraтэлD-

но нуrraрaцr, v. Еслar Hy}GPaltx, v ,влl.тся qдноaренЁню по-

аитиaной r iеrarrtвной, то Gэ на!оaзr конGтр!i(тхaх8ацхей.

ЧзеGl Ъ(С(),Ъ(Ot),rо(Or) o,6olHarrrrr Gоот!зтGт!.ню
клaсGU поaитrlнIх, нег!тliaнIх и (oHcTpla(TNlHUt нуraсрацrй Crc -
tеtц d- . OGH9]rý рзlулlтaто.i дaн}.оl cтaтb.l ,aлraтс, сrrед!r!-

fa,

t
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ТЕОРЕrЦ. Суцеспваюп пакuе ал2ебрч C.t 1 Й2,..
й, u часпuчная ал2ебра Й, , On" *oropn"

ваполняюпся слеdча цuе соопноuенuя :

l ) ъ( ctl) l , , ъ( crl) \ Еа( c.f) l о,

h( C(l)\ цlС,t) l Fl
2l \((Л.) = ц((Д) l бl
з) Ъ( C[l) l l, цl Otr) . li ц( Ct) = ба

4) Еш( Сa0) l l,sa(Ol ,) = h rр( й.) = 6;
5l l l \( а) $ ц( ctrli
Bl ц( С,{r) = 

', 
ъ( q) l 6, коt й.) l 0 ;

?, 6 # \( ot) 1ц( ot).
ДОКА9АТЕЛЬСТВО. Пусть Ct1= < Ф; laФ ). Если Q _ по-

зитив}lая (негатиэная , разреtлинал) экаиэалентноGть , то очевидно,

что алrебра Ot /Tl Вуа., позитивной (негатrвной, конструк -
тивной) }Фдельр. Так хак С{a изо"орФна atr/lrro no-
нятно, что й' удомсr"орrет соотноцсниD l .

Pacc}roTprм алгебру Q" = ar a ! ), где t опрсделена

по следуOlец/ правилу:

Zrсслl У lZ,
a, аспl' Z=',

тaль|{о,

цr, sлrcбш (л

f(х rуrz) =

Оче9r.rдно, что алгбра Cta *о"сr9у*rraизирусяа. llaae -
стно, что ,тбаi по8итl.вная нунерациi простой алгебрU t!ляетс,

консrр)rктивизацrеl [r]. Пусть tl - конг9уэнтвость алгебф|

t э'2
. Еслrr :,, lx. " t.r Q tr , ,оt(хrrзr.r) Tf(:r,

. Тахиri о69азоr., otr/n - еди8liчна, rлгGбра. Слеао!а-

l

Ъ( Ct ) - До( @t.). пусть С - кегатиaная Hyrrepa-

. длr лФого п € (t) oaccвoтpвri .iфore-.l
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стaо r(зlr(сп дsrсзr) / с-'сд м, }l.которого у} .

oчэalцно , что РaКУРGИaНО_ПaРСЧИСЛИr.ОС ХНdaСТЭОli
Оa. Тэкlr обрasоr., лarко понять, что С ,!лrGтG,

KoHcTpt xтrзraaцrial. Соот}iqЕfirе 2 дл, алrебЁ. Ot1 aoKaraHo.

Gлaдупрго Gоотноrзнrя 3 9ассt отDпi aл-

c-le!.

ф(д) q

5,1

гебру

по праэшlx (сх. polcytoK) g

f (п) ;

. <Ф; 
'rф>, 

где Функциrr t и ф

Д, еслll а, чgтное число,

ttф, зслl ц з 2tr+J.з

Д, ЗСЛХ В-ЧGТЯОё ЧХСrlО,

}, сслl в = 2I+1.

з!
,

п

R

з

аil гl

HepaKypcla|{oCпустr 8со_
a.Hdecтao. Нs aлгGбрa

Oтнqrснив

!.lTHocTDo aлгa6рв

rЕ(r)цфr}(1)*tев.
Ct! *с"а"rrrlr отношэнrrэ l! l

лоцrх, что aлr€6ра

l05



Ct . 1 . Paccr.o'p.,rr '.lfiGc'lo 
(r l rB at l с- "g f Ct).

'Ъrко 
понять, что 9то шоlест!о созraдaa, с 0\З.В сrлу нa-

rатиlноGтй нухaрацr]a С, это шlqэстaо будaт рекурGивнФпaрa-
числш{Olх. Прот.aо,lGчиэ с эuбороrr хн( эGтза 8. Соотноrенис J
дrrя алrебрu ot

РaссrотФ.r а
до|(аlа}lо.

D
il
п

>| ilr(р8в=п V р-Ъ.п)} = т1 .

и эuЕaьбран}.ос rrнохэстrо t.
На алr€6рэ *! mпелеМl соотlr<tlзнrG

fr(l)т8одЁ(1) + r /в.
Леrко понятl,что аtrбрэ Q|, - а| /f iвлrстся не-

гативной и нGко+lструктивной алгсброй. Прэдполопим,что алrэбра
Ot l ylt*lgt позитr!ф!iо нуr€рlqир С1 и пусть С t . 1

Jъгко про.аaитL, что Ф\8.(Ll 
'Е639rф 

tac!}.B си_

лу по8ати!ности с, опятr пол!.чаеr., что В - рекiDgианое lно-
recтlo. Протrворечие. Соотl.lоtlение 4 для алгсбрl Йa ао*" -
3aно.

Р.Gсrоrр}r}. алгGбру Qс . € О;ý, где 
'О 

. О ,
tr r r-tr для t } О. Нетрудlо убслитьса, что л!6аs поэ!-

тивна, нуrraрация алгебфl Й, "-"arс" 
конструкти9изацией.

]lol(arcx, что Й 9 ,r,евт негrтх3нуD н!r}€рациD, н€ являqуDся

|(онстру(т}rзиrацией. Пусть ! - соэgрченная экlивалентносJь

[l]. Легко доказать, что с!цеGyaует таха, р€курGиaная переста-

|.loвKa Р , дл' которой alllолняется раaснс?aоз

(< дrц

На алrебре (0r g} paccrroтpr.i хонгруэнтltость i :

z-r+aByV-ryl (о, р-'(о), р-!(о),...}. .
Очззидно, что .t - нGгатr!на, конгр]внtностl 

" 
(О /-,

С> = 
qr. Т.ки.. образоrr, алгебра О(,

соотнqЕнш 5.

ПocTpoorrr aлгбру, удоaлетrорrrц!,! соотноgенир 6.
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ч.рGs Ол= ((1,...Д+1}; r,ф) обоrначхli алгGбру,

где f и ф Ър.д.rr..,, по GJtэд!щrr. пDа.}.л..i f(1) - 2 ,. . .

..., t(п)=!,l(эа!). ф,Ф(t)= !Д, tc (1,...,д.tr}.
[Ьлопив Ct з l) Й,_ , гае l %t П lЦrl= б п

д}r а

Q, = аr, lf Jrl,€ ! . H.TpyAro J6.дитьсr,что алrбру С|,

riоцно счrтать рaкурсrrной. Пусть ý - рехурсrraно_псрaчrслиiое
нерaкурсивнос ,нопеGтю. На элra6рс Й. олrвасrп" отнс|свис

о: tgJr | хзуV{х)=:, фу=,, t€ lЙl]
У€ l 0(J ], где trJf 8 . Ё.трудно понятD, чtо от -
,.qrеrие ё явлrется нсгативной коrrгруснтностьD алrебw (д,
Таки}. обрааом, алг€6ра

рацир.

Qr= й/о

Прздполqиir, что алгGбра 6 ""aa, конструктиэr!ациD

с. Расс}rотрин r.ножество 1={:]3З (СВ прlнадлехит беско -
нечнойу блоку и С5 обраэ!,ет f-цlкл длlнч Х)}.Ле.*о про"с-
рить, что В- рскурсивно.+raрaчислlllкЕ нl.iоцество l о\В вR.
llротиaор€чrе с auборФа ý . Такlr обрвrоl, fra не иr.rеет

констр)rктиви9ации.

Пост!юим по!итraнуо нуrераr4ио мгебDu
тахая алгебра, *r" | а; l П |й-|- $ l
В силу рекурсивной перечислиr,ости 8 , апrбру C(i. *n
счrтать рск!,рси.ной. Нэ алг.б9с Х + Й, U Cln' oc"J.nr" оr-
}lо{lенйе e.i ,

sol,9 Jt(l,r€ l йll& 1€ B)v
V(хе|й|& {* = :а ye|Ct] а Ф(у) = у).

0чевrrдно, что 9; -
el _ КОНГРУЭНТНОСТЬ

Пусть ОЧ-
= va..

д€8 l

рскурсr3нФпсреqисл1iliое oTHoЕH]rB.

алгсбрu ;с , пороцдснная отна]а-

ивеет н€гатиlЁуa яуltlс -

*,/ е, - поаитизн€, алгебра,a . 
'Ъгко 

понtrь, что

Пусть

ниan.
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Otc . la*"" обраsо+., алrбрr Оtз удоtлетю -
ряст соотнсшgнm 6.

0стаrюсь поGтроrть частичн)m sлгaбру, Kolopar удомgтaо-
ряет последфеrJ, соотно]енш.

Пусть 9 - рекурсиaная перестаюaка, м, Kotopol эх!r!а-
лэнт|.lость 1= ((пrв) |lэ(р'п=ш V 9-'п = ш)} со_

aепtенна. Определих двухr.естнуD Функциэ f l

ri .сли 8,1 у;
F, .сл].r i.зr.

( О,1)/ т . опред€лх.

, если (х,1) е 1;

, ecru (х,О) е 1.

Предполопиri, что

Функqио Р :

t(x,у) =

{х) ,

частичнlrD

Нэ чэстичной алгебре (oi t l Р) расс}.(rтри.. рекурси!но-

перечислиa,lуD конгруэнтность О :

sбу = ((:,o)G п &(у,о)€ п v
V((:,1)спъ(у,l)еq).

Полоrиr. Йrз (0УО ; 
', 

Р) . ОчGrидно, что частична,

алrебра Й, ,aля€тс, по!итизной, но нa конGтруктr!ной.

JloKaler., чтО at, "*a' конструктиви9ацйо. Пусть 8rЬ -
два различнUх сивэола, не прrнамеr{ацих 0 .АлгебрУ ( ' ,

f ) расцrриr. до чаётичной алrбрu (о U{arb}; f ' , Р')
следу!цим образоr.r:

l

f(x,y),
Х, еgли

а, если

Ь, если

если Х,r€ 0J;

у€ (а,Ъ ) ;

у€ Ф U(а,Ъ), х = а;

у€ (l) Utа,Ъ),8 = Ъ;

l08

! l (з,у) =



Р'(х) =
а, если

Ь , еслrr

t. ъ;
].l.

mxlтb, что (ou(arD};t'.P'> а Cl, .слз-
с,\ -

П!rсть с_ нGrат.ia|€, фt r.aрaцr, crcтat
го Д 9асGютЁlra rн aстaо п

cлGctfoal{l.e та(ой aункцr..r сJraдуal ха

l(rx, послэФaатaлt}.остD с l8rC rb, 
Сgб ,

Лrrтэратура

lФOlcтplrKтra]ilrpta.aa, честlчнаr rrtrсбра.

(Tlt(rB,с
Or,
l)l

. дп, raйво-

са}. пгю
а.I

[l ]. Тек,о, оСеа -
Си r... '.-
С - ко.lстDухтril.-

понrть, чtо a Grц, оltр€делGн.r, Функцхr t rrrrean: ccrrr

4 il то Q.r c-icD . Р.Gсiотрrll *о..сr.о |! -(:
a сз}

]lr сrDсдGлa}rr, чaстlчной r!унхцrrrr Р слGд!/ст. что l! -
п СJtсдоaатэлrно. так кяк С-нэгатraнa, Hy,l.pa-

.lc ,arlrDтlя рэкурсla.шr.r ruflэстaaail.

lп

- c-ilu
шrя, то С-
Пустr ф- такa, рэl(уDсиaнаi О!лrкциt, что aýlолнiтсt ctEдyD -
ll.a три усюarr:

t) длr lйоrо r ф(1)/ a-ia udiD;
z)пш tlJ бjq(t)lсф(Jh
з) ллr JrбоЁо S€ |Arl G!,tвстзу.т тако. 1 , что

(t) = :

лrстсl rшrиcrrrrrrol. следоaэтёльно. нуrrэD!ци,

аalц, crGTGrr d(, . Coorrocerqe 7 длв частiч..ой алrбн О(,
лр.(alэно.

тэорaхa доrазанa.
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