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Вэедение
в теории обыкно9еннцх граФов понятие ||инвариаllт граФа"

вводится в связи с решениеri одной из вапнuх проблеr.r ра'спознава-
ния и3оморФизi!а двух гDаlDов [6,26].Численные ив9ариантнtе ха-

ра(теристики используьтся в методах и алгоритках распознавания
иэоrrорФиэirа в качестве Фильтров, сокрацаOцих перебор. Широкое

приl'lеневие находят rраФовýе ифварианlь. в хиriических исследова-

,r"* D,7,17,z9,50]. Принято инвариантч йоrlекулярных граФов

(граФов, представляшlих структурну|о Форrrулу хиNического соеди-
нения) назuвать топоJюгическиr.rи индексави. Чисrю,публикациЙ,
посвяценных приненениD топологических индексов в ра9личнuх о6-
ластях хил.ических исследовапий ,ак велико, что даце a обзорнчх

работах, посвяценнчх эrой теме, обсуtliдаотсл только оrдельнUе

области их применсния [ r,l Э, ZO,Zl, Zs].
В последнее вре&я появились 9абоrЕ, в коrорuх делаеlся по-

пurка дать классrФикацrо описанн!|х 9 химической литературе то-
пологических индексоэ и и9лоr|ить общие прrнципU их построе -

"r" [5,Zl]. Для того чтобtt и"еiь представление об основах клас-
GиФикации топологических ифдехсоa, 

"еобходr""g 
обqие представле-

нrя об инaариантах odtlкHoвeнHrx rраОоэ, поскольку тоrlоJtогичес-
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ки€ инАaксU сrроятсi, кaк пра!ило, путсв пDсобразовани, грaФа

или некоторого зьцеленвоrо йнохaства его эJt€ментов в чtсrю.
На сеiоднiшний дефь не суцесr!ует едrного обцепринятого

определениr tнва|)ианта грaФа. 8 9азнuх источниках инaариант

граФ. опр€АGляется по-раэнону. наприr{ер, . |zч,zэ,zl7 под инва-

риантоrl понииается чrсJк,, характериз)aоqее строенис граФа, не
gа!исiцaе от способа нумерации и принийапцес qдно и то же 3на-
чение на иэоriоЕФнrх rрэФах. В [5] инвавиавт гпаФа оlределен

как векто9-Функциr, 9начение коrорой не 9ависит от слособа ну-
t Gрациlл,8 в [6] под ,нвариантоl.i понимаетGя Функция, соотносiutая

каl.дону граФу некоторчй элlaiент из liнorecтB8 произвольной при-

родu (числа, сисrеltч чисел, векторьr, иногочленu, rlатрицu), эна-
чения которой на изо орФнuх граФах соsпадарl. Во всех пgиaеден-

Halx определефиях пснrтие инварианта саедено к некоторой коли -
честaенной харакrерисrике, соотзетствуццей либо всену граФу,

либо какому-либо вьцеленно}rу множеству его эrlсмснтов. В с!я9и

с этии различаот следуOцие классц l,lн!ариантов; веплиннuе, ин -
тегрalльнlе инвариантu и инвариантu подграоов [6 ] , *rЬ явл"еr-
ся сильнua,l сУпение l{HoHecTBa ин3ариантоl.

В частности, никен не оассrlатриaаlrтс, и нс иЕучартся

структурцaе инвариантu, вурахiапцис э инохествснной Форirе струк-

Typнue оGобенности граФов. 0днако йirенно они я!ляDтся основой

построени, всех числсннчх }lн!ариантов, в частности, топологичсс-

кrх индскс.ов. Как иавестно, не всегда иоr|но дать удовл€твори -
тельнуо lйgическ)aо интерпретацир tопологического инде|(са. Зна-

Ние сlрУктУр}юго иНaаРиаНТа, испольЗУеrJЮгО ДЛЯ ПОСrРОеНИя тОпО-

,tогического иjндекса, l.oleT облегчить эту Еадачу.

в премагасиой работе покаэана роль cтpyKтypнux ,нвариан- ,

тов при создании чиGленнчх инa8риантов об9кювеннЕх граФо! и

ПDИ ПОСТРОеНИИ ТОllОЛОГrЧеСКИХ 
'НДеКСОЭ 

i.|ОЛСХl/ЛrРНr.Х ГРаФОВ. 8

пDилагаейuх к статьс прилоrениях фа iaногочисл€ннuх прr}aерах дс-
|{онстрируется свr3ь rielцy конкретн!lни струкrурнýии и числсннш-



ми инDариантаiaи граlDов. АЕrорu сочли такr(е необход}rr,tla{ дать

обобценнос определение r.нlариaнта граФа и pacc}roтpeTb крат|(о

ос}Oовнuе тriпu инварrантов.

l. 0сфо3нше понятия теории обuкно!еннчх граФов

ГраФ G = (VrЕ) aо"rоr, из конечноrо непустого r.Hotliecт-

ва V(C), содерrацеrо Р вепtин, и заданноrо 
""о*ества 

E(G),
содaрrаllего q нaупо9ядоченнuх пар различнýх верrлr" "э T(G) .

Такой грао назувsрт (р ,q) -rр"оо" [Z7]. Паоч эеп.r* 9 .
. (uy) 

"rоr,есrэ. E(G) Haguвao, реброri граФа G . Вgрши -

нu, олределяццие ребро, являDтGя смепфцяи друг с другоli и ин-

цидентнrr.и ребру. Если два ребра инцtцентнu одной и lой re ве-

плине, то го9орят, что они C erнu. }lqцностD Р"З
нопсстэа веплин граlDа наэ9варт порrдхон граФ;.

ГраФ G нsru!арr rrоJ!екулярнuм, если его веп!инýl соот!еr-
cтBylo" aтoйari, а ребра - связrи ,JкrлекулярноИ структурч [50].Ь-
лекуляDнь|е граФg являптся конечнUми, неориентrроэаннuraи ,6еэ пе-
тель и кратннх ребер.

ГраФr G и Ir являртса изоr.орФнчйи, G З 8, если су-
ществует взаи }ю-однозначное соот9етстаие веп!rн граФо! друг
на друга, Coxpaнrlo]ee cr.exнocTb аеп!ин, а такхе неtки вершlн и

ребер.

Гра9 Q'= (V'rB') *.a*"""r." подграФоt граФа G -
. (V,E), если V'E V и El ý Е , т.е. все верщrнt

и рсбра Gr принадлежат rраФу G. клихой граФа Haguвapт ,lp-
бой }iаксиr.альншй полнчй подграФ (в полнох гDаФе кашaя пара

его веrlлин cr,crrHa). tlороrrденнuк подграФоtl Gl =, ({' ),
где vl с v , ,вляеrсл riаксиiaalльнuй поАграо с йноtlrсстaоя

веплr, V' . Уяаr€нrе 
"aоa"" 

'r_ из гDаФа G приводит, к
д

подгоаФу G - 1r. , содерIаlцену все эерФинu, !а исклочениеi.t
l

vt , и все ребра, не инцидентнуе vt , т.е. G - Тa есть

lv(G) l

иаксиr,rальнuй подграФ граФа G , не сqдершаций v
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ГраФ G вазьtвsетс, свя!нuв, aсли Jшбаt пара его верФин

соединена простой цепьо. проGтой (U У)-цепьп в гваое G
наЕýваеlся посл€доваrсльность cr.elнux попарllо различнllх меr(ду

собой ребер граФа, соедrнilollих верцинt, u и Y . Заr.кнутая

простая чепь на3r!ается цrклон. Число ребер простой цеllи H93l|-

вается ее миной. Расстоянием d(UЛ) l,tе л. двук, веп!ина1.1и

назчвается длина кратчайшей простой цепи, соединяшей их. В

cвrgнora rраФе расстояние является t"€трrкой, т.с. удовлgтаоряст
аксиоi.аr. кет9ики [ZZ]. эr" нетрика назьlвается естественной rieт-

рикоЙ. ИнеDrся и другие подходч к определенlо раGстояниЙ в

граФе. В [t1,19] раGснатривается цепное расстояние Р(urv),
равное суя}iе длrн aсGво3rrоllнllх цепей, соединацlих вевшинч Ц и

v.
llетрrцей сiiехности А = ||аa, |l "paqa G назuвается

(РrР) -матриqа, l которой а.. = t, если веplrинu i и JtJ
craerньl, 1,1 а_. . 0 - в противнон случа€. Сун а эленентов

aJ
1-строки натрицU скеlности совбадает со стспеньD Bt верши-

нч1
},|атричGй раGстояний D = ||ilar ll ,граоа G назчэается

(рхр) -"аrвruа, элементоl| da, котосой я!ляется расстоrr -
ниG lGtцy вецчинани l и J.

2. Понятие инва9ианта граФа. 0сновнче типg инвариантов

Пусть l есть векотора, Функция, опредеrtснная наборон

правил r + У , Gтаaяцих кашояу обrекту : r.HoxecTвa I в

соответGтаие некотор!t€ сбъектu из яно!(ества I , т.е. F есть

бункция !(Х) = y(:r) = у арrу}rента I с обл.стьlо опре -

деления I и r"rнol(ecтaotl значений, содерrаlихся а I.
опРЕдЕлЕниЕ I. инэариантоll F(Grх) .раоа G на r,tHo -

tl(естве его элементов х = х(G будеи фsзчвать Функцио r,
9начения хоторой на Х мя иgоraоJrФфuх граФов со9падаот, т.е.

90



м, лрбýх Gи Е

G ЗН.Е(сд(G)) = т(н,х(ф). (l)

8 8ависимости оt опред9rrения бункции F , а такхе о, вч-

бора цнохеств Х и I будеri р99личать следуцllие типg ин!а-

риантов:

F
х
l

простой

,юкальнUй
.]ислеl{ннй

сосlаaной

инlеrральнUй

структурнuй

9 с областьrо о.tределения

г.(х) = Er(c,x)

Такиr. обра3оtl, состаэной инвариант ябляетсt некоlорой Оун-

кцией от простuх инварrантов. К составнuв инбариантаи относят-

ся, наприиер, суперrндексф [32], поaа"r""п"-tие собой поGrlедо-

ваtельность простýlх инвариаtlтов.

Нножество Х = Х(С) Функции Е иоr(ет бuть олределефо

различнýr4и элементаии rраФа G . Будеri на9Еваtь Функцио F
верlлинння (ребернuн) инвариантоl{, если Х = (vl Т€ V(G))
nnnx={T'lv'€v(G)} tx= tэlо€Е(G)}, х=

Приведенное !цце определение l соответствует понятир прос,

того инварианта.

0ПРЕДЕЛЕНИЕ 2. cocтaвHuri инвариантоll я(с,Ft(x))
буде}r назU-rрsФа G на riнorecтBe его эле}lентов Х = Х(С)

aаlь удовлетэоряпцуa (l) Фун(циlо

Et(X) , i=l,...,D,где
ся просlgl. инварианrо1.1 граФа.

- (E'lE'€E(G)} ).
граФа g' = (V' ,Е')

'llляет-

Функция 8 является инвариаrtто}i под-

Х = (G'} . В.рr"""*, р.-если

инвариантаr.. Фун кцио Т назuваот интегральнulrl инвариантов гра-

Фа G,если х=tG}.
опРЕдЕлЕниЕ 3. Численнurr l.rн9ариантой P(G'X) граоа G

на множесrве Х будеrr назшвать удовлетворяirцуо (l) фувкqиD Е
лРавила соответствия которой соотносят кахдоr4у объекту I .,iнo-

9|



rест!а х некоторое чиqло 
'a 

I или совокупность чиссл
(т.еt1 1=1r...ln }.

к числсфнuм инllариантёri граФа относятся топологичgскra ин-

дексu r,юле куля рнцх граФов.

грaФа

ý на MtrorccTBc I будсн наэUвать удоэr€rворящуD (|) функ-
цио I rпDавrла соответствия которой соотносят к€кдоrrу объ9кrу
I raнorecтla r некоторое множество или грао или совокуп -
ность riнol{ccтB или гра{Dов.

Приr,€ро},r струкtурного инаарианта граФa G ,aлrетсr cвr{cfi-

сtю подгр_афо9 1сlvall - l,...,D}. и9.естна гипот€за
Улаrrа [26 l о Torr, что л!6uе д!а граФа с одни}r и 

'tен le се.iей-

cтBor. таких подrраФов iвляDтся изо}юрФнurar.

0ПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Ифва9иант t нааuвается полнUri, если для

'!6ьrх 
д!ух G и Н сп9аrедли!о равенство

г(с,х(с)) = E(E,I(d). G ЕЕ.
В настоflцее врсня для вссх граlDов не известно ни одного

полного просtоrо или составвqго инвариафта. 0днако для оrдель-
Ht|x классов гDаФов такие ин!арианru найдену. Нап9иl.rер, числа

р и q об9а9урт полнlй составной инвариант для всех граФоэ

с р < 4. Butllc приведен при1,1ер структурного инварианта, ха -
рактеризуцего с точностьр до изонорФизна все граФбl с числоri

.едлин 3ý pS 9 [6].
Не все чrсленЕlе или cтpyкrypнle харакrеристики rраФа в

явнох !иде являотся ив!арианrаrar. Налриtlср, ri9трица смоlности
не инaариаllт графа, пос(ольку при и3raенении нунерации в граФе

r.атрица сriежности такrе изненяется, а эначит, для нее не вuпол-

нiется услоаие (l). 0днако извесr"о [l], что riатрица сйеriнос-

ти r,rожет бчtь приэеАена к некоторону каноническоraу виJlу, мя
которого будет выполняrьсi это условие. Канонической 1.1aтрицеЙ

сi.еrносrи назuваеrся riаксиl.альная из всех Bograo|Hý|x raаlрrц,

0пРцЕлЕниЕ 4. Структурнш,r инваDиантоr. ýr(сд)
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где максийальность оп9еделяеrся лексrкогра(ически в первой па-

ре неравнцх строк.

В обеlе.. случае элеraентu лобого вектора, ватриць|, сейейст-

ва r.Ho!(ecrв ногу, бчть упорядоченч в соотэетствии с пра!илаiiи

упорядочения тsк. что полученфшй вид характеристики будет яв-
лпться единственнuй. такой вид назЕваlот кавоническиt r а car.iy

граФовуо характеристику - каноническиri инвариантоI{.

Среди канонических инвариантов иr.еDтся палнuе для всех

гоаlDов инgарианtь. (натрица сl.iеI(носrи, йатрица инциденций [27]),
которuе испольэуотся в алrоритиах установления r3оttорФиз1,1а

граоов [l ,q0]. К полн9н каноническиr,l инЕариантая подграФов
_ -6 _0правиrlьнь|х шестиугольной R и четчрехугольной tl решеток

отвосится граничная стеленная последовательность [12,13]. В об-

цей случае каноническая стеленна, последовательность (упорядо-

ченная в порядке неубý6ания степеней эеплин) ве удовлеrворяе,

условио полноты инварйанта [6 ].
Рассйотреннuе типu инвариантов lФгут бвть представленu в

,Фбой коибинации. В табл.l приведены приi,€рч для 8 возиохнчх

коriбинаций.

3. Классиlйкация сYрукlурньlх и численнuх инвариантов

ПЬрайеrром, роэличаDцим внутри структурньlе и численнве ин-

вариантu, я9ляетGя раэиерность объектов rlнolrtecTBa Т(Х). В

случае cTpyKTypHUx инвариантов riнolfecтBo значений Функции F
1.olreт 6ýть предсlавлено неупорядоченнUх riнo)fiecтBoй или lраiDои

(вассив размерности 0), MHoxecTBor, подвноrrеств или граоов (r.rac-

сив размерности l), сеraеЙством подйноr(есls или граФов (r.rассив

разriерности 2) и т.д. 3 случае численнuх инвариантов - чисrк)й

(trасси9 ра3мерности 0), BeKToporr (массив разr,rерносtи l ),r,lатри-

цей (}iассив разraерности 2), наборо^r, i.атриц (rrассив раэйерности

3) и т. д.
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таблrца l
Примерч инвариантов

Разr.lерность объектов ино сства Y (илх ра3raсрность инва-

рианtа) полохен9 в осноэу предлагае ой класс1,1оикации cTpyKTyD-

Hgx S(C Л) и чlсле*rч, Р(СrХ) инвариаятов (табл. 2

и 3 сооYвстственно) . Btopuв пара!iетрои в данной классиФикации

являеtся вид иновества Х(G) . В качестве основннх вuдсленьl

упоиинаейве раяее нноrесr!а: (v Дl, е rЕ 
l 

rG 
r 

rC }С Х(С) .

Инварraнт Пр}rr.ер

l
_ стспень 1,-всрrrиrч [6 ]

иноiество

с данной

sl эеплин,cxerнux

поDядок граоа D 6

простой. локальнuй,
численнýlй

Простой, локальнrЛ,
структурнчй

llросlой, интег9aльяuй,
численнчй

llросlой, интеt.DальнUй,
стру(tурнuй

тв.ггdflтп ч
G

G 9сех вер-
|лин г9аФа 6

Состаэной, локальнuй,
численнчй ""*rор 

(Вa,Сr,€ , rАс

ýl - степень 1- всрlливч,

с ! - число цихлов, в KaTopьle

в( 1)
входит 1-эеллина,

- эксцентриситет вaрчlи-
Е]п ll

а9ной, локальнuй, сенейство 8.rG \l} , гп"
сrDухтуDнчй 8_ - MHorecTBo бепllин , criexнlx

а с данной всDOlиной.
G\1 вакСи},Elль нuй подграФ

не содерхацийграФа G
t [6,26

Составной, rнтеrральнUй,
численнчй

счпео""пексr f3l]

Состаarlой, rнтегральнчй,
структурнвй

iТТГ" "tЯ.Н".,;.l,;,
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Ниrний индекс, испольауеr,tuй в табл.2 и 3 для обоgначения

Функций Pr(G,r), J. - 0,...,n ,.r' ýJ(сд), J - о,,..
._..,д , соответсriует разr.€рности l,aвварианта. В дальнейщеi бу-

дей разлrчаtь структурньlе инвариантtl, инохесt9о значений кото-

Ёaх представлено совокупфостьо i|нo,{ecтB, и структурнUе йнвари-

антн, мHorecтBo аначсний KoTopllx предсtаалефо соэокупностьlо

rраФов., Для поqлaдн}.х буде}r rrспользо!ать обозвачение

#(ОrХ) , чтобц подчеркнуть отличие от псрвчх.

Структурнrlc инgариантч как освоaа построения
численнuх инвариантов

чисrrеннýе иu9а9иантч обiaкновенншх гDаФов и топоrrоrически€

индексч r,юлекулярнUх граФов строятся rп).rе}r преобраsоэания нo-

,Екулярного граФа или эlцеленнtaх еlrо пoд1.i}lox€cTв в чrqмl и Tera

calllýlн в ч&сленllой 0оЕlх€ вUра,хаDт сrруктурнUе инваэlrантu граФа.

Покаlrеrr qункцион8льнуD сaя8ь cтplaxтypнux и численнчх инвариaн-

тов ll рассliотрин приriерu такой свiэи.
Будеlr говорить, что стрJ|ктурнчй ин.ари!}.т ýJ(Ord ,

J - 0,...,д , являетс, основой построени, численного llкla -
рианта Pr(G.f), 1 - 0,..,,д , есл|. Pr(orf) ecтt

Ф!.нкция с облаGтьD опрqделенr.i f = Sr(С.' и при этов
r ý J.

Последнaё неравенстэо гоэорхт о Toli, что разr.ерfiость чис-
пснного инварианта нolCT как соmадэть с paaliepнocтbD структур-
ного инaарианта, так и бчть неньце, что gаllсит от ФуЁкц||х

P(C'J , проАеt.онGтрируеr. это на прrФ.a9a.

пус," 1p = ai(Grl) = (\ €f , l- l,...,l}.
ЛредпоJrопим, что

pt(cJP): \ - l\l.
f оункqисй

ioltrlocтb. Тогда

т.е. каrдову пqдr.ноfrест!у \ *lолrсстэа

соответстaие arо
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a{Crf) есть lGKToD минu Ц и 1 = 1 . Теперь п9ед-

по,lюниail, что

Pl(c,f): f -Ttl\t,

f

l.е. r.HorGcTBy f подraноfеств (\) поставлева в cool -

Ро (С rТ) ,.лrется сте -

Ёетст!ие l,lаксивitльная ilolllнocтb его под|aноfеств. В зтоra случае

Pl(Grf) есть чиGло и 1= О .
В €ледушtих 9а9делах пр€дста9ленU и9вестнве в литературе

чrсrtеннuе инвариантв обчкновевнuх г9€lDов и топологические ин-

дексu tlолекулrрнl.х граФов l. показана их свr3ь со структурньпrи

инвариантаиr.

5. Свr9ь струхтурн!aх и числвнньaх инварианrоэ
66rкноrеннчх гроОоа

рассrlатриgае uе a теории обчкноэеннuх г9аOов чrсленнце ин-

вэриантв. как пра!ило, явлiотся и}lэариаliтаrи rраФа в цaлоя.Ре-

цс изучаDтся rlокаJrьнIе rнв8риант8.

к нaиболaе оаспространенн!|н инaариантаr ро(G,с)
llосrтся чrсло g€ршrв D rr чйсло ребср (l . 0сно!ой их по -
ст9оения слуrат д3a осю9ньlх структурнuх инвариафта граоа

80
s(
Tarxe такие граlDо!уе понtтri, как простой циr(л, простая цепь,

свойGт!о !еDUин бtЕь сliепфrхй и др. (сн.п9илоrенис l).
llQrr€po}. aепlrнюrо rнэарианта

iЕг.ъ

оl-

(О rС) : якq(.ство э.ршйн Т(G) и t.rнorecTвo рёбе9

с) . ПDх постЬнии чхqлсннчх иlrgарианlов используртс,

aе9линu Т . раaн!, числу вaо!lин, caictllнbax с Т
Соот!стст!упlи.a структурфrм ин!ариантоi

raнФlcстaо cr.elHux с Y !сп!ин.

-",.n:;:*,";#j*t "..l, ;, ".JJ:ж}:;:," ;,:
- 8r(ErG) яaлrстGi осноaой построения числGнно.о .'фвариан-

та Pr(c.c) Рl: Iд- lla| м, вссх t.t,...,D,
98
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где ll[a | = Вa есть степень i-вершинв. Даннцй инвариант

называlот степенной последовательностьо граФа G и обозначаtот

ý(с) = {Er,...1 во) [ь] .
В теории creneH"ri последовательностей [r,5] о"""""трива -

ртся не только веплиннше, но и реберные последовательностиrэле-

,.{ентаtiи которнх являртся степени всех ребер граФа. Степень

S(е) эебра e(UrT) опреАеляется как cy}tlita степеней инци-

дентных верщин, т.е. В(Э) = sч+ 1r- 2 . Суцествует дру-
гое определение степени реОра [Z7 ] *"* неупорядоченной парч
(ВоrВо) степеней инцидентнь.х вепцин ребра.

Такиtl образом, один и тот ,ке структурнчй ребернчй инвари-

ант - lt{HoжecтBo l.|tlцидентнчх верOин ребра - дает два различнчх
численннх инварианта (сr,l.табл.3 прилоlкения t).

6. Связь структурнUх инвариантов и топологических индексов
молекулярньaх граФов

0сновой построения больцюго числа топологических индексов

}tолекулярнцх граФов является такой структурннй инвариант, как
относительное разбиени" .р"О" [Zl ;l.

пусть То ý V(G) и пусть V.(То) есть ltiнoжecтBo

",, ts},
h,

U
l=o

для всех t/J. ilнохествовепцин V

веплин, находяцихся на расстоянии 1 от То . Расстояние iвш-

ду вершиной vG V(е) и нножество" Yо есть кратчайшее рас-
стоянЙе Melцy Y и верчrина}tи Vо в граФе.G . 0тносительнчм

раЕбиением граФа G по отноrценир к Т ýV(G) на9чвается

упорядоченное раэбиени" G(Vо) = (Тa(Vо) | 1,0,...

о) птr(vо) =о

(Vо) HaEuBaDT

ч.(чо) = ч(G), yr(y

1 -слоен раэбиения ё{То) . Если То = tT }, ,о оr"о -
сительное разбиение назь.вается одноверщиннчй и ё(Т) -
= (Т.(v) l 1 .- о,..., с(т) , цс т.(т) о d(Tru) -
- i}, гае С(Т) есть эксцентриситет рершинч, равнчй величи-

99
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не саi.ой длинной из кратчайлих цепейl исходяцих иэ v .

Относиlельнне Dазбиения граФэ G по отноrденир к под!iно-

*еству Y(G) псрядка D используотся для определения йат-

рицш сrюе9. аrрrцей слоев порядка а rраФа G наэuвается

l"!атDица Ь"(е) = |!r.,ll , 1=1,...,С;, J=r,...
..., с(с) l гДе la, равфо числу верrчиi в J-r,l cJtoe отно-

сятельноl-о ра9биения по отно!ленио к l-rry мнохестэу порядка

D , a(G) - диаrетр граФа G, равньrй йаксrllальноllу значе -
н&о эксцентриситета веиllин. При Ц = l ийеем наrрицу слоев

одновеллинlftlх разбиений граФа G .

Упорrдоченное раэбиение хнопества вaрцlин граФа по расстоя-
нио до некоторой вuАеленной верФинц или tlножества вевлин ис-

польауется при соэдании локальньlх и интеrральнчх индексов мo-

лекулярн!|х граФов.

Локальнве топологическ}ле йндексu. l{HollecтBo aеп!ин, сиеж-

flux с данной аершивой (1-слой одновершинного разбиенип) лвля -

ется освовой построения рассйотрефного рафее !ерlцинного индек-

са - степень aед!инu. Иноlество всех слоеa aa"" qд"оверaпr"пra

разби€няй испопьэуется в п"де*се d(i) Gу}.ич расстояний
(с}r,табл.2 прrлоцgнrя 2). На осноэс riнolecтla всех сrюев по

отrrощенио к iaнoiecTay центральн!lх вефшн (!еплrн с raиниliilльнUм

значсн}l?i.l эксцвнтриситета) в [3!] frocrpoe"u цоiтрические топо-

,1огхчсскис 
'.|цGкcra. 

ЧаGтичнчй .индскс Рандич! (cra.табл.3 прило-

жениr 2) постросн на ocнole сrруктуDного реберного инaарианта,

прGдстaэлrцaго собой l-слой однореберного раабизния (ино|rест-

во То содсоrrт дtс BGpllrнll, инцидaнтнЕ одrrоrlу и tоlrу trе

ребру).
' }lнoxecTao aсех сло!a по отнощенио к аьделенноиу |iнor(ecrвy

эепдин Tl подграоа слу ит осно!ой посrDоения топоmги-

чGскях йllдGксоl подграФоэ. Предлоlен}flй в [49] подrод ос*оэа"

на нatрическоl rарактсриtации поАграrOо! в граDе.

пусть Е = (1l,El) сG " nvc"" Xg(E)
нGкоторUй то.rоr!огич€скrй индскс поАграФа Е r rраое

|00

есlь

G,по-



лученнIй с учстоl lcgх рaсстоrний от acprrн подгр!оa Е р
всех верчин T(G) грaФа е . тогда отllосrrэлlнuй тоitологll -
чзскrй trrцекс l(Еý) подграOа Е э граФе о mрадсм-
aтс, ФорЁулой

!(вrс) .
,(е)

l

(l(u,v) ,

О по Фои.уле

.дс !(G)
подrраФа Е

есть тот re ицдекс граФа G . llglpr..ap, дrcтанцr,
l о олрqделraтGs по Форхуrtэ

Dc(E)

а отl.к)сlтельная дистаttqr, Е

п
l
G)

(в)

-l

D(Brc) = r(о)
гдс Т(G) - и}ц€кс 8r.нэра (св.т!6л.l пDrrr ени, 2).

и!всстен такra другой подход a посrрQениrl тоaiоJрrlчacхих

'rндексов 
подграlDо" [38], ч"rr"."цr.й лrць сав оакт !хопАэни,

подrрафа в грsФ. Вводrтс, ввутренние IFтI(ш) r внешнио BEII (В)

тополоt,ичGские индексU пqдграфа Е С G. Внутрснних To.1o -
,югическиri индG|(соa ФраfirGнlа Е счlтаетсr иlцекG, при расчa-
те которого подграФ Е p8ccMaTDttlaeTcr как саiостоrтсльнrý
граФ без учета связей с с \Е. 8неrпr}rй тФlологичaскrl иняекс

Фраг}.€нта Е рассчитrrвается по Форrr)rлс

ЕштI(E) =тт(с)- [птI(ф + Е Iпвr(оl ],

где !I{G) - соот!Grст!уцlий топологrчеGкий rrц|.кс грвDа

G , а I - число ко|lпонснт rр€Фа О\Е .
НА основе этого подхqда предлоfa}ý l0op|.yrfl м, расчета

Фраrriснтхчх топологическФ! иlцск€оэ,,мящaхс, аЁаlкraa!.и та-
ких интсlрaльнilх индексоt, как пняекс Винера, Рaнд{ча,Гор-

l01



дона-СканrлбеDи, Хосойr.
2).

Бaла6aна (cir. .табл. | пDилоцени,

руктурнuriи инвари-
антаriи, используеiiцм, пDи постDоенlи интегральlluх топологичес-
,<rх индсксо9, ,влlотс, практltчсски aсе сrхrи относrтельнUх одно-
ле9Финнr.х разбиен}aй. Йноlество l -слоев лсIlrт в основе построе-
ния таких индсксоarкак иllдGкс riолекуллрной сgr9ности Рандича

[42], "rд"*со" 
заrDебской l.pynn* [Зц], индексов полной crlerнoc-

ти [uит.20]. На осфо!с 2-сlюеэ всех одювепдифнuх раэ6rений
граФа постDоен индекс Гсрдона-Скsнтrбсри [цит.20.1, а на осноaе

'-споев 
- число полярн(rст, [r3]. Иr,д"*",, Винера, Балабана,сред-

нехвtдратичнuх раGстоrний, расlоrр€нной связносlи Рандича (сх.

табл.t прилохения 2) построснч на осюэе совейства !сех слоев

всех одноверциннчх ра96иевйй граФа.

При посtроении интегрa)льнUх топологических иriдсксов ис-

пользуотса TaKt{e такrс структурнllе иfi!ёрllзнт9rкзк rrнotxecтao по-

tюцден}rчх подграФов, сеraейстaо всaх простuх чепей !сеэозиоlхнuх

длин, нноrестэ'о ! -сr|оaв всaх оанорсбернgх разбr.€ний граФа,r{Ho-

flacтBo k-слоев эсех одновеDtлиннl|r( разби€ний граФа (с}r.табл.l

прилоiения 2).
Ilсрсчисленнце вшrе cTpyKTypHUp ин!ариантu испольlуDтся

такrе прl. со9дании топоrюгичaских инАсксоэ, основанфllх на ин-

Форнационноr{ подrод. [33],

интеrDальнчс топоrlогrчесхие rндексu. ст

т

Фоойэционн9х ичдсксоэ яiляется сrrедуqлий извесrйr.й принчип.

Пусrь Х есть нскотоDое нноrество, состоячсе иэ tl эле-

енrоa. ПредполоIиri, чtо по некоторову кarитериD эхвиаалеiтнос-

ти эленентr нфоlестэа рэ36ивэотся на Ш классов экtивалaнт -
ш

хости I_ та{, чtо ц = Е ал , где !. - чиспо эле-t l=.t t l

iсHToE поакноtl€Gтва Хa Тогаа эеличина !l = ПД есть

вероятфость одноrо эJIемента попасть в 1-е помножестзо и для

инАсксtt. 0бциrr при постDоении ин,

l02



количественной оценки инФорraации, приходящейся на один эле-

мент ltнor(ecтBa, Mo)ilHo использовать энтропир распределения ве -

роятностей элементов этого lttнor(ecтBa, которая определяется Фор-

цулой ltleнHoнa [Ц7]:

1т

Е= - Ер .lоts.Р. a

l={

3аметим, что, в даннок подходе залоtено использование стру-

ктурнuх свойств riнoнecтBa I (молекуhярноrо ,р"Фi О ):
КЛаССЫ 9КВИВаЛеНТНОСТИ еСТЬ Не ЧТО ИНО€9 КаК СТРУКТУРНЦе ИНВаРИ-

анты этоrо иношестза (граФа).

Первче топоrюгические индёксьa, ос}Фванньaе на теории инФор-

}tации, бчли введенч в 1955-1956 г.г. с учето}l ;имметрий r4оле-

кулярнь.х граФ9в-Ра,Sl]. В [ЗО] построень. теоретико-инФорна -
ционнше индексч на основе индекса Винера. Ик}орr,lационнuй ин-

декс для распределения расстояний по их эквивалентности опре -
деляется Формуrюй:

d
ш

=-8
l=1

ha. 2nr
19Еа

где l[ t - число пар вепltйн, находяцихся на раGстояции

друга. Представив индекG Винера в виде
,ш

= 
aэn 

*a' иохцо оrrgфелить инФормационнuй индекс для

распределения IЁЕстояний в зависиlюсти от их величин:

{=-ý_},rо.о+.l=lr-r
Аналогичнче вчрапения построенн и дtля других иняексов

[rЗ]. Т." rкe определенч инФор}rационньЕ индексц для реберной иа-
трицы сllех(ностиr,}lатрицU циклов, лiатрицч инциденций, }tатриgн

с},tежности. Наприltер, на основе матриць. сr4е,Iности | = Far fi

порядка р построен следушtиf, 
r;т.*". 

nr"r. Цt п Ца

ц(п-1)п.1)п(

t
-,отдруг

,

]



aсть чlсло }rулсй и единхl| a ,aатрrцa Gвеrностll, тоrда l€л1,1чина

rrндекса а!тоr.зтричносrrr I l6].

апд
т. = - 8 -1.1ов_-*-^ l=-t D, -, D,

хaрактсрrlуaт }raqд}Фродность cocTala ralrorccTa8 элсriёнтоэ хат.

рlцr l .

В [9] nocTpoer,o 5 rrцфр.iацио+lнIх индексо! сиrrlетрrrr ок-

рaст}lостсй }rолaкулярrого граОа, осноэ€ннrх Ёа распрqдсленrl.r

aGpц{}l a t3-споях вссх одноaQрtlrннIх Dаабrенlй. критеоrев

'l(iиaaлеЕrностal, 
9а96r!ациra xнorecтllo !сех lвпlllн на класGiч,

,aлiatс, со!паденtе lФцносtll k-слоа всрtltин (св.табл.l прl -
,fiенrя 2). Икфряaци, о распределении aер!ин во !сех GJrorx

aсQх одхоaеЕшrlннlх раабrений испоrltзоэalлitсь при построaнии ин-

7. Сосrаэlrе rrнaapraнTr граlDоa

В тGори. обrr(ю.Gнrrrх граооa &lKorrM [6] рассr.оtренrr Gос-

т!9нЕ чllслснфв инaарrанту a вraде aектороa и r,о{огочленов. Под

!скторо1.1-rнварlaфто. по{ива€тс, соaокупность лЕбчх числсннчх

инaарll.нтов Ро (G Д) . },lноt,очJtен-инвариант

!=E(r )= Е tatl о fo+ t 7а +t z82 +Ё0
от Форr.альноЙ лсрс}rенво.i :, гдс суl.raироэанис а€дется до, по-
слGднего оrличного от нуля Gj!агае}aого, определястся на основс

числGнноrо' ."н!арrанlа Рl(С.Х) = (!o.rrrrar...) .

в!aдсю нвсколько .rфэасианто! , rраФа, иrrGE|lих такой вхд. напр1.-

r{Gр, ]rн!арrант дм подсчgта aсGх .во!.{оrнur клик rrаФа G l

гlс1= 
Оtdt.rt 

tо(о) + f ,(G)I + . .. + 
'.(G)rО 

.

i= i(o) -
tn(G) - ""сr.

гдс

a

фaибольчее чисm поп!рно сraэrнчх aерщин,

1-rзрчиннж (л}rr<. 1Ьд 0-lGgurннrr под -

l0ll



1tt

граФо!i пониttается пустое r4нox(ecтBo, т.е. to(e) = t.йноlrест-

во всех t-клик граФа вьaступает в качестве структурного ин-

варианта S{(СrС) , являшцегося основой построения числен-

ного инварианта 3(G) .
В [6] пассr.rатривартся таюilе йногочленч от нескольких Фор-

мёльных переменнчх для представления численннх инвариантовrза-

висяцих от двух или более пара,{етров. Примерон такоrо инвари -
анта является следуоlций ltногочлен:

ъ(е) = 8
t rJ}o

(c)x\rJ,

lal - числа подграФов граФа G , иrrешlих t вершИн уl

ребер. Сеltейство всех (t rJ)-noorJ"ooв является соответ-

где

J
ствукциr.t ile) структурны1.1 инвариантон в}(е,е) . Ана-

логичный подход в построении инвариантов граФов используется r
По}

Предлоlrеннни "'П!r39] индекс построен на основе некото -
рых вuделенных lriнoxecтa а = {Brl i - t,...,B} граФа,

представляшtlих собой простце непересекапциеся по ребрам цепи,

покрчваюцие весь граф. Если 1.1ножества {Bl}r - 1,..., n }
состоят только из одной простой цепи, то определяется аначение

индекса на каtшой цепи по Фор}iуле О(Рr) = Гlа1 , гАе

Рr. - простаi цепь длинu I , lr*, - число r}ибоначчиrа Еа-

тем результатн всех gначений су!|нируотея. В случае,когда нно -

rKecTBo rредставляет мноrоко}tпонентнчй rраФ S = i Оa
lЕз 1

(напрймер, совокупность k простшх це.псй), 8наченис индекGа

на нем вычислitется как

а эатёtl реэультатч вшчислений по всен lФlorecтBa,rl суltшируDтGi.

о(о
,l r l

ot*9rurJ = .ý, r),
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Предполагаеtся, что !ьбираеr.ъtе riнol€crBa 3 яэл"отся .,уэсrв"-

тельньaliи к тхпУ cTpyKTypU.

Состааной ,оilолоrический ифдекG, предлоiенruЛ в bZ ] n

назчвае|aнй супериндексом, представляет собой последоaатель -
Hocib простrtх теорстико-ивФорйационньlх rндекGо! r,олекулrрнUх

граОоэ и иоле(улярнсх струкrур. Различнус версии суп€риндекса

содерrали щесть и десяrь простuх иrцексоa $]. К aоar"""*" nr-
вариантаttl относяrся Taкlie тополоrическr.е спехтрr| .раооэ hЦ] .

Пусть G =(Vд' - конечньlй неориентироааннчй свяэньй не-
.rоr.aчсннuй ..олекулrрнuй rоаФ без петель и кратфчх р€6Gр.Oбо3на-
qим чсрез z= (пtl 1=1r..., k } оrксированнuй фабор

падr9аоов юлекулярного граФа G. ПарG (Grfl) постаэп, э
соответст!ие сост!вной tопологический индекс, прсдGтаaлящий
собой сехейство Я набороэ тоlологических 

""аексоэ }t{ИO)-
= (tJ(Пr)...., ЗJ(\)} . В дальн€йлеr. будем обозначать

зJ(нд) =ri, f = (fi]1= 1....д, J=1...., ц}.
Топологrческиtl Д-r.epнýri спектроr,i Sо(G) граФа С

назuварт HнolrecтBo значений набороа тогlоrюгичсских и|aдексов

рt(rl), J . r,...,ц , при отобраtlснии { +t се,
rейства топоJюгическrх и}цексов в евкл}Фово просrранстэо. топо-

ло.ический 2-rrеDнuй спекrр (П = 2) назg!ао, просто тополо-

гическиl. cneкTpori, а топологический 2-н€рнUй спектр мя одно -
вер!lиннчх подграФов, т.е. Нд g (Vt ) , *аз"ваот ,ono -
lюrическиlt аершиннl|r,l спектрои. В случае, когда в качестэе то-
поrюгичесхих индексов DассмаrDиваоlся l,leтDические хаDактерис -
,r*" [ZZ], спектр наэuвЬот r.етрхчес(.,ti. Для изобрахения спекl-
ра рисур, отрезок

и фазшэаоl его
[1зr(чr), t2(чr)) ; (зr(чr),о)]

спектральной линией. В тои случае, когда

tl(v.) = fl(vJ),
. ta(Tr) * t'(vr)

счlтаеir, что l' J
и сооrэетст9уцtая лифиi иiеет kpal -

f '(ч v )=
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ность 2. Есл, иr.еется k совпадаоlцих эначений Фуiкции fl ,

то спект9альная полоса иri!€т кратность k.
На рисунке привед€н приr.ер хетрического веплинного спект-

ра для дереэа. Набор х1,= (lr| L 5}

представлен вец!ина}lи дер€ва G , а Функцияr.и

ва(0)

t1 "tZ яв-

ляDrс, .iетрическrе хsрактеристики, п"(v) - среднеквадра -
tичное оrклонение .еплиньl и о(т) -, эксцентрисrтет aсршинв

соотвстственно (св.табл.2 прилоlения 2). Слектральная линия,

соответствуllrя BcpщrrHarr 4 и 5, ямя€тся храrной и О(VпrVr) -
= с(т.) +o(vr) .6.

t
t8=е(rr) l' 2

,

,
4r!

l
a

,
l
,
2

t
0

t

, ,| a t t_
. f"=Br(v)

Рассa.rотренньй приraер rмяется топологичсскив aероиннU'.l

спекrроll, а качестве Фунхций которого использоlалrсь rетричес-
кие характеристики Beplllrн. llримaнен}aе ! кач€Gт!€ ха9актерисtик
lJ оr"осrтел""ь,, lетрических харак?ерrст}aк (тоa|ологrчQских ин-

дексо.) Ф9аr}rентов (подrрsФов) .р"о" [зв,qg] (cr..Ta6rr.q прrло-
жения 2) позволает получrть ltl.tJrичесхrе ФрaгвентнIе спектрU.

Вuрqденнr|r,lслучаaraтопологического Д-}rерноrо спектDa
явлЕется ! -r.еgнuй спGкrр мя парtl (G ,7С| , rae 1l -
- (С) , пноiество топоrrогическrх индексо. которого прсдстaв-
лено одник интgгралrнвв rrHдeKcorr граФа G .
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3аклэчение
Такиr. образов, Jюбой ч.rсленfirй инваDиант отраr{ает tg или

инtё сrруктурнlе особеяности граФов, учет которUх iзляется осо-

бенно в!хн.lн прN поrск€ коррепяqий йеrцу струкlурой и сaойстlа-
нl' хивliческих соедrнсн}rй. Подtiaрrиеяиех эlоl.у rlprgт слуrrть
слсА!Еlее вtсказч!ание rувеэ [t9] о Tot, какх.. обрааоr бr.ла рс-
lleнa задача построения иrцекса мя !(орреляцrи r1.lцy вuходон са-
rlr и структурой r.олекул раЕfiIх классов. 0ф пушет,что ||эту за-
дачу riolнo р€]и?ь, gсли найти индскс, которuй обладал бý дос -
lаlочной и!6ирательностьо по отноlлaнио к анализирусяши r.олеку-

лах 3 заaисиaiости от того, инсUrсl l!пи нет a 
'х 

cTDyKType

колýца и даойнrlе сaяа1.1,1U наt|t!и рецение этоri проблеtФl, ско}tби-

нrроваa два от|.юlсliтaльно простuх топологичaских ифдекса. пaрвrй

иl них, назIaаехчй сrепеньо неt{aсаЕнвости, сл!rrи, fiоличсстaен-

}юй ricрой чиGла независrнtх цииJюв, т.е. кольцеэuх (Фрагrев-

,оз) э граlDa данной taолaкулв. 8?орой индaкс с!я!ности сrlуllит

}.ерой отдел}хt|х aкладоa в структуру t олекуru таких элеl{ентов,

ка{ oTKDtatrc цепи и заaiкнутlе кольца, Полученнuй нави индскс,

прсдgтa.лtцrй собо.l {атсr.атическQе проиаaсдсние двух укааан-
Htx l.ндексо!, по!aопl.л auaaсти линсйнуD ко9релiцио }tежяу вuхо-

дрв carx и структуроЛ qaоло l00 угrlcюао9одов различнUх кпас -
Gоa. "
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пI]llп]iгi]ппn

Сп]lсок nprfirrlx обоaначaнrй

с(Vrl) - rрsо G с xriorccт.o.. .cDg.lrr т = Y(с)
recr.o.. рбеD В = Е(G) ;

D - чисrlо .eprri' . rр.Фс, D . [Т(О) l;
(l - чисrD ре6.р . гр.ФQ, q = F(е) l;
п - стGпaнD ;зринr li

a) - стспэвr М9а с i
d(lrJ) - р.сGтоrнtэ rrэrдl rсринахи t, и !i'
9(1.J) - ц.пноэ рtGсtояниG rGrду .звDrнаки t ,'r Ji
al(trJ) - мrфа сr}.оl мrнной G!rоr.ацсй (lrJ)-rспr;

иrфо-

it
- чtGло пар acпlrн,нахqдпtrхсi нa Daсстоянrrr ti

1) - дrrсrа.цrя вgпrи".r;

d(G) - диаяатр rраоа;

э(G) - рад"у. .р"оа;

э(т) - э*с,|с"rоисхтет ц)пllххu;

т)
о,То

- цвпной эксцaнтриситет !ap]rнt;
) - дпина отюсrтельного 9а!6иениri

Yr(Т) - J-сrой одно.срlлинноrо раэбиения;

Р, - простая чспь длинu ts ;
tr= l}r. - l.атрица сrкЕa;

- i.arтриц€ расстояфr.й;

- ц?пнa, haтDlца сrюaв, гдс ЗlJ ра!но числу

acGx ц€пGй длшч J , Gоедtнiсlrrх верчину t с

осtалt}lt|aaи riп,rrHa", ;

D=
l= ЦTrr

J
tl п

t = llaarl - маrрхца crвtнocтll;

la - цrклохаrическое чrсrtо; 
.

ln/21 - наибольцсе цслоa чиGлo,нG лревшвцее действrlель-
, ноrо """n" аУ2;

0! - 
"."ло 

сочсrаний rrз t' по ts.
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Прилоlкение l
Таблица t

Соответствия мешу структурньaliи и численнuни
ин9арианта},lи граФа

ро(G,G)

[6,27]

1.1. Порядок графаs

р = lv(c)|

1.2. Связность граФаs
а(G)=нашаЕьшее чпсло
верпIиЕI, удалеfiпе кото-
рЕх ц)иводlт к несвяз-
Horцr графу

1 .3. Чtсло верппdнllого
поц)цтия qрафаs

Оо (G )=напrеЕъшее rп[сло

вершиЕ, Iддg{деЕтIlцЕ
всем ребрам т,]рафа

1.4. Верчпппrое чпсло
Еезависимостп цраФа:

9о (G)=ttшОольшее число
попарно несмеrсlшI вер-
lll}ll1

1 .5. Хроrrатшчоское чис-
ло трафаs

Т (G )-раlnлеЕьшее rп[сло
rlBeToB, необхо,щrое
для расц)аски траСв
Talc, что цвета всеI'

смеЕцх верщшr разJIЕIIнц

1.6. ГИотЕость Iрафэs

9(G)=вапЬльшее число
попарЕо смешцх верIиlI

тиЕ
фуЕсцtли

структурtпй
инвариаЕт

тип
фyIпсlr!Еl

числеЕнъй !Енв8р![8Ет,

qо(G,G) 1.1йrоrество
V(G) всех
вершип
Iрафа

l lll



Продолrение таблицш l

тип
фуЕсttиt{

структурIfiй
иЕвариаЕт

ГU-lп]

фyIfiсцц,t iмсленнцй инвариант

SO(G,G) 1.lriHoкecTBo
Y(G) всех
вершин
графа

ро (G,G )

[6,27 ]

1.7. tIисло компоЕент
графа:

k(G)=,rl[gл9 свяэншх под
графов несвязного гра(Dа

1.8. tfuсло Хадвшгера:
Тl(G)=число верцин в
паибольшей кллпсе, на
которую мохfiо стянуть
цраф

So (G,G ) 2.ШlrrorcecTBo
E(G).Bcex
ребер
графа

ро (G,G )

[6,27]
2.1.Число ребер в графе

q=lE(G) 
|

2.2.Реберная связllость з

д, (G )=1191цlеньшее число
ребер , удаление кото-
рЕх щ)иводrт к несвяз-
Еому графу

2.3. tfuсло реберного
покрштия графа:

on (G)=налплеЕьшее число
ребер,шшрцеЕтнцх, всем
вёрш!цlам графа

2.4. Реберное число
независимости графаз

Р, (G )=наиболъшее число
попарво несмеrfiцx' ребар

2.5. Хроматическrай
к.пасс графа:

I, (G)
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продоrraЁиa тбJt1.цI l

птп п]п

8 (0 )=k

зз.

4. ФсруDЕо tт8la:
o(G)dl

sо(G,с)

51 (с,с) (с,G)
tбI

ро 7.1. !5ш{-код:
ро (G )=Baloreвbй .dюич-
tдй ttод, tюлучеЕцй
иЕ, шцr rЕI сllбlФоспl

7.2. Ihсло Bcct
ворOп@r [Ру-8З ] s

р
A'(G) =Е arr

i, J=1 
,,l

7.3. 0гФоделптель uат-
lrlдlд сrrепюсlп:

dJet Д(G )

so(c,c )

5.ltюreство
всеа

кратчаl@
lц)оспЕ

(ц,ч)-щваfi
гра,!а

3.Кратssfi-й цrосто!
ck

4.
Еросто

сts

ро(с,G )

a6,2т l

6.lhоreство
Еб з aв!лctolltl
пюсtЕх
IпЕtлов С

5.1. ДrавЕ гр$а:
d(G)= паа ( пах d(ц,ч))

TGV(G) u-T(C)

5.2. Радrус цrафо:

г(G)= пtп
чGV (G

(

)
паа d
шч(с

U,т) )(
)

ро(с,с )

[6,2? l
6. Цдtrпсеctoй patrт:

ш(G)=lсl

?. Оовокуп-
ность
MltolecTB

-TJi-i i ial

l16



Продолrение таблицч l

тип
фуtдсlппt

стрJrктурrдй
инвариаЕт

тип
фушсцитr

IIислеrпдй швариант

51 (G,G) ,| ýовокуп-
ностъ
мЕоаеств
смехсlцx'
верЕин

(с,с )

t6]
р

1
7.4. IIеупорядочеrдшй

набор сумм элементов
кацдой стIюки мац)и-
[lш смешностлtз

а(G)=(а1; .,ъ),
г,щё €l*= Е еl..

' j=1 д"

sf,t.c,cl 8. I!аф G (с,G )

I6]
ро 8. IЦпсломатическое чис-

со rрафаs

р(G)=q-р+ЦG), где
k(G)-число компонент

графа

sf {с,а ) 9.ШftroкecTBo
всех i-к.ппс

цраФа

р1 (G,G)

t6]
9. lirrогочлеII дJIя под-

счета всех, IG,Iик:
9(с1 Jp(G) ='Ё f* (G).а1,
i=O Д

гле f, (G)-wtсло i-к.ппt

s}{a,a) 1 о.Семейст-
во всех Еод
гра(Рв с
числом вер-
tдлцl i и rшс
лоrr ребер J

р
1

(G,G )

t61

1О. Itlrrогочлен дJIя под-
счета всех (i,J)-под-
графов

l(G)= Е 1..(G).xl.yJ
i, J)o'd

l17



Таблица 2
СооyвaтGт!ия raglцl, стр!aкт}rрну|alt a,| чиGr!нншaи

BcDlllнHt|x|,| llнlариaфтаa{,l

ГY-],л тпп
фуЕсдц

trпcrtotrEй пяварЕшrт

Sо(G,ч ) Ро(G,ч)
'. 

СтбпаЕь Bep@Et [2? l
Bi= lYrl

S1 (c,v) 2.!tюйаство
BceI слоев

l;-aФФ)

Ро(G,т ) 2. вер-
шцдr I

С(v) = рд; дlо,о1
щч(G)

тэблица 3соответствия }€tlду сrруктурнtraи и численнчцrr
DебсрнUraх инaaрrантани

пIп сlруктлm.t
пнвардаllт

гy-lтl чt{слеввrй ЕвварrаЕr

l .lfro8ecтBo р .' (G,e) 1 .Степень р€бра [27I :
il g(е)

парае= ч,ч) (8ч'Ет ), где
вчпбч-ст€Еенп
lцдеЕпflI вершцr ребра

Ро (С,е ) 2.Стбпевь ребра [45I :

S (в ) =вц+Еч_2

So(G,e)

ll8



llрилоrенrе 2
Таблича l

соотaaтсtвиi ие!Фу cTpyKTypнrairи инэариан,аr,и
граоа и ero топологrческиl.и и и,lФорхационнь|ии индaксаяи

тпп
фуЕ(lдG,t

тW
фуrп(lдд,,t]ilIJTdTIIlEq

sI (G,G ) 1.liEotreeтBo
1-слоев

ро(с,G)

всех одlо
ввршпняцх

цр8фа

р1 (Е,с)

тоIк)лс)гичвсtой ttrм
Е'Г]ЕЕ

1 .1 . },Мекс rюлекулrрtю'
связпостп раrrдrча [,l2 J

l
-d,

[{G) = Е (Ei.зJ)-=
( i, j )€Е(G ) _]..5
= Е ('t11 .^,J1 )-
(1, J )€Е(С )

1 .2.},Мексц gВп)ебсюf,
груIЕц [з1]

Ро
Ш, (G) = Е в?
' i=I '

D
E(l.t=i Д 1

2
)

рЬ(с) = Е(s.. s. )' 1,1=1 , u

1 .3. },tцекс
Гутriава п Рапдrча t35I

ш.(G) =Вr€, 
"ou\J i=I д

ki-чпсло верп!|rl со

1.4.}llrдекс по,пIоt
смеrсlости tщtт.2О]
ipp

А(С)= Е ,[*,=pq= f, 6..
t=1 ^' 1.J=1 ,J

1 .5.СтепеЕlая Iюследова
тельностъ верш!дr [6]

S (С )= (S1 ,..., )

ll9



Продолкение таблицч l

тпп
Фу:псIцtlд

структурдЙ
ЕвариаЕт

тип
фуtшсltш,т

топологшческпfi !цпи
!ЕlформаIЕlоIпбй Iшдекс

S1 (G,G) 2.lrftrotecTBo
1 -слоев
всех, одIо
реберЕIх
раэбшеЕй
qрафа

ро (G,G ) 2.1.}.tцекс tИатта [41 ]

р
F(G) =E2b.n(L*o-1 ) =

а_4 Д| ДiД-|

= f, в(е)
eeE(G)

2.2.}fк!ормаtддоrтшй шr-
декс дIя расцределенпя
ребер графа [32]

ш l[., l[.
I""T -i!r 

-ш-"1Оg2 t',
ГЛе Мr-tллело ребер с
одшаковЕм Iшдексом

Хl (таOл.3,цр!еп.2 )

S1 (G,G) 3.Шtвотество
2-слоев
всеI одIо
вершлrпшх
разбиеЕй
графа

ро(G,G) 3.1,I[rцекс Гордона-
Скантлберлr [ц{т.2О]

nP
Y(G) =*Ёrm=}"rtаl

i=1

3.2.![ttформаlщоrппй шr-
декс эквивалеЕтЕцl свя-
зок (пар смеtсtшI ребер)

t21
ш

Cn=2Tl " 1o82I-r!1 It " loqni
где тl;-число оквпвалеЕ-, lil
тнцrс связок, Тl=.Е_Ц1

i=1

,

. l20



прqдолrенrrс таблицg l

lип
{Dytficlтпc

тпп
фуrцсlпrт

тоIlo.,ргElrо с!ой пJrи
Ефорlац!оrпФЙ tЕдекс

ý2 (с,0 )

ýr (G,G )

s1 (G,с )

4 . l,frloacoTвo
з-слоев
всеа одlо
веIшrfiнцI

ryафа

ро (G,с ) ЕцrяIпюстй
р [53]

Д^r.

4.1 .чпсло

эtаl = l

5.llпorecTBo
k-слоов
BcBl одю

графа

р1 (G,с ) 5. 1 .},tнФорrац{оt!це tдr-

дексш сиrлaецrпt| окрест-
юстей [9]

It k,- k,
rск = -д т-..qт',
гдэ ki-rrrсло веропн с
совпадаще' liolцlocтbD
lt-слоя,. paвtro' l.
TIck = p.Ick
ýIC* = rс7lооп
BIC* = Tc71oon
clck=logzP_Ick

ро(с,ý) 6. t .},trдекс Впrера [52 I

(Дrстrt"t'rя граФа )

"р
"(о)=Ё. rтl=|ri=*лrl. l
6.а.Шяфо!чаr.иоЕц' ана-
лог пнJ!экс Вшера [ 3О I

,ý = -j,Ч..":+

6. сехеаство
всех
слоев
BccI о.во
в€рш!пва

{pa,Da

l2l



Продо.mtение таблицч l

тдп
фуtтсlдлlл

структурlпй
индекс

тпп
Фуtпсgц{

топологшчеоrФй ил[
шrформаlдлокпй tдIдекс

52 (G,G ) 6.Семейство
всеI'
слоев
всвI' одIо
верпинншх
разбшеrшй
графа

ро (G,G ) 6. З.ЭксцеЕц)иситет гра-
lýB t22,271

e(G)=E е(ч),
чеY(G)

где е (ч )-эксценц)исЕтет
верIинц ( табл. 2,црпп. 2 )

6.4.![rцекс Валабана[28]

J(c)=й
1

-=
"Е(d(1).d( j) )'
(i,J)eE(G)

6.5.I[rцекс средIеквад)а
т!iчннх рассто*пй [28l

1

р2 tc l= ГЪGJ-. r'rЪо}.l'tj=1 u j=1 .rJ

=Ь-"-,r?r^*r,*']
1

z

6. 6. ![rцекс молекулярной
связЕостш порядса к[37]

х(k)=Е(f;".)-ДР1 j=1 "
6.7.I[пдекс расшцlешrой
связЕости Ран.щча[43]

d(G ) 1

2ID=E (Е(sr.в
k=o(i, j )-Ёк

j))
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Продолкение таблицч 1

т!ЕI
фуrcсцлцл

сц)уктурнцfi
Iшдекс

тип
фуrЕflrIЕ,l

топологиtIе сrс!й I4Ip1
информаIд4оtпшfi индекс

52 (G,G ) 6.Семейство
всех,
слоев
всех, одlо
верЕинншх,
разбиешй
графа

ро(G,с ) 6.8.![тцекс расстояtпй
в гра(Dе

cpI(G) = Е (g;)
i,

t20]
L

6. g.ИнформаIsдоlтщfi цен-
цlичесrой lшдекс [3]

r(G) n. п;

'" = -r!,, Ё'lоеаЁ,
где пi-чпсло_вершин с
одлЕаковцм значеlмем
эксцептриситета i
6. 1 О.Шrформащ,rонншfi шt-
декс автометричности [8 ]

Nпiпi
IurrT-lE1 Ё '1Ое2Ё 

,

где пi-число вершин с
совпадашIщмl,, строкамп
MaTpш$I слоев

6.1 1 .шrформаццоннцй рrc
танIц{оннцй шrдекс вер-
шш графа [8]

р
Hd, = 

1Е,, 
Ha(ot) ,

(Hu (v, )-прил. 2, табл. 2 )

l23



ппт [TJil тоtюJюгпче Ф(tй п,пi
rщфорlаlдоtпЕй ЕдоксЕlдекс

,ý2 (G, G ) 6. cellctcтBo
асеl
cJloбB

ро(с,G ) 6.12.
eBot

гФпa

t{ндвкс вердuп гIrа-
всеl о.що фа t81

Elu =разбпеIпfr
ryафа ý "лt1l(Нl(ч ) -щrпJt.2 , та(rл.2 )

р1 (G,G ) 6. 1 3.Век.rюр KorEtrIecTBe!,

цоI!о распределешя вер-
шпr по слояr [23I

д(с) = (aJlaJ= ДJ'Пrr'

ý2 (G,G ) 7.ceraef,oтBo
всбI

lо(G,с ) ?.1 . Етафа
t4IшrоопЕ

цеЕеfr вс€ P,q р e"(i)
дrЕцr Е(с) =гrртО'tЕr 

r9t 
T*J

7. 2.Iprrrot эксцентрпсп-
тст графа [4l

el(G) = Д e"(v) ,
чсY (G )

( ет (v )-табл.2 , прп.,t.2 )

7 .3.IIеrЕrая
rрафа [4]

Dl(c)=}Bqt"l ,
чеY (G )

(v)-TaбJt.2,гrрш.2 )

проАопGнrs таблrцу l

t 2ll



продолrение таблиц{ l

тип
фуЕсll!ц.t

СТРУКТП)tЕЙ
Ецекс

тип
фуЕсип топологическIй иJIи

информаIцоtlнцfi tшдекс

Sл (O,с ) 7.ceмeficтBo
всеt
цюстцх

Pr (G,G ) ?.4.Вектор цростцr це-
пей [ 1а]

Р(G)=(lР1 ,...,Рd(G) ) ,

где Р i-ч!lсло всех ц]ос-
тша цепей дливц 1:

цепеfi все
возlrоsяцх
див

":.= *

еr(G)

;!,, "li
ý2 (G,G ) 8. ceмeficтBo

мIюreств
Ро (G,0 ) 8. 1 . Иtцокс о(с) t391

Еепересе
капIиIся
по ребрам
Iц)остца
цепе'

(см. п.? )

1
(с, G ) 9.1воабство

пороцдеЕнцr
подграфов
Gi l t=l ..k

р1 (0,0 ) 9. 1 . Вектор изоrrоI{ЕщL
ваоаденп' rюдграфов .Gi
в граф с [15]

tT = (nt ,...,n*) ,

где пl-чпсло
вхоадеItпfi G i вG

l25



тип
ФlЕтсlgш сrруктурtпй

!лнвариаЕт

тип
Фlдпсlцш

тоЕологrllеслс!й п.rп!
шrФормацдоЕrъй Iшдекс

Sо(G,ч) 1.1-слоfi
о.щовер-
lllиЕЕого
разбиеrпля

Ро(G,ч) 1.1.Степень вершшш[6I

в1 = lY1 (ч1)| = L1.

S,' (G,ч) 2.}rftroxecTBo
всеx'

слоев о.що
ВеIШIЕIIОГО
разбиеЕ[я

Ро(G,ч) 2.1 .![rцекс cJrrшE рас-
стояпй (дrстаlпрrя вер-
цшппg) [22,31 ]

р 'e(i)
d(i)=Ed;+=E 2ln*.,j

j=1 *.l j=1 д.,

2.2.9rссцеЕтрис!!тет вер-
ппцш [22,27]

е(ч)- mах d (ч,ц)=It(G,т)
чеY(G)

2.3.1fвфорrаIgоrппй сло-
евоЙ шцдеко верпинr[g]

e(i)
Н" (1)=- Е^ J=o +,r"фЧl
2. 4.}fцDорrаlg{оmЙ .щс-
тяtптlrоtЕпй индекс веР-
пппш [8J

Р d*; d. .,
Шс( i )= .Еtтгtt], 1оф ait)

Соответствия между СТРУКТУРНЬ../iИ ВеПДИННЬ.l.t","-""I;:#ý"'
и тополоrическиartи, информационнulilи индексани
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Продолжение таблицu 2

гг/лп
фуtпсIgц,I

структурпй
ЕIвариант

тип
фуtтсrцЕ,I

топологиtIеск}й ипи
Еr(Юрмациоrпдй !шдекс

S.' (G,v)

a

3.lrНoxecTEo
цюстшt
цеЕеа
возмоf,ншtr,
дпин,
исходяпщх
из даrпrоfi
верlцинц

ро(G,ч) дщсташрIя3.1 .Цегпrая
вершшпл [4J

р
d-(i)=Eu j=1

er(i)
p(i, j)= Е Т..., j

j=1 Дd

3.2.Цеrшой эксцентриси-
тет вершаrш [4J
€-(v)= пвх е1 (чrч)
" чеY(G)

ро(G,ч) 3 . 3 . СредrекЁtiдlатшчяое
отI&поЕенше вершпш [22l

ч(ч)=frп [d(ч,ч)]2
чеY(G)

Р.' (G,ч) 3.4.Вектор цIюстцх це-
пей вершпш j t44]
Р ( j)=(T11 l...,Тiц16, 5; )

4.ЦеЕlр!шесlФtе тополоrп
ческие !шдексц rнаIФимер
центрлrчесrой шrдекс [31 ]

k(G,чс)л
C(G) = Е 0:i=lД'

ГЛе 0r-,плсло вершпr i_
слоя отЕосительного раз
бuеlапя по отношению к
Y", левце степеЕи кото-
ршх равrш 1

ý1 (G,ч) 4.MlroжecTBo
всеа
слоев Iю
отЕошенпх)
к цеЕщУ
граФа

ро (G,G )
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тигI
флпсIrлшt

етруктурrпrfi
ЕIвариаЕт

тип
фуtпсцлцд

топоJюги!Iес:шй шм
шrформаlsлоtтпй Iшдекс

So(0,e) 1 .1 -слой
одIо-
реберЕого
разбшешrя

Po(G,e) 1 . 1 .ЧастпtтIfiй !Еlдекс
Рандлча t42,441

1-Б
)=

1

,zХч=(sr,s, 1tr,' .hзl

гдо €=(i,j)eE(G)

ý2 (G,Е) 2.Семейство
множеств

ЕепнLЕ!ден-
тншх
ребер

ро(G,G) 2.1 .![rцекс Хосо&z [36]

ф
Z(G) = Д p(G,}c)

k=O
,

ГДе р (G;k)-,плсло спосо-
бов, е hомощдю которш:t
к ребер графа G могут
бштъ вцбранш т€lк, что
rпцсаlЙе JЕа Ео будrт
смехФЕlrи

2.2.Средпй шФорrацд-
оrпшй Ецекс дlя разло-
8еЕия црафа rю Xocoltm

t36]

Ёр(с,к) р(G,к)
Iz=l!о-zтсг, IОфтrcт

Таблица 3
соответствия r|iеIцу структурнн}iи ребернчми инвариантами

и топологическими, инФорi,rационнч!tи индекса}rи

t
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jljтl тпп
ФуIщЕп(пЕаIпаЕт

so (с,Е) l. ро (G,Е )

н=(ч, rE, )

ý1 (с,п) 2.]tюreство
BceI
олоев lю
опюпеяиD

к MEotecTBy
веI)шtrв v l

подрафа Il

топоrюгД1Iе сtсй дJtп

1 .1 .lЬсло n цзоrюр(Еr
вrоqдёй тю.цраfiв Н

в tтаф ý [15I

1.2.Муц)еrпrriе и ввеп-
Епе Йrагra6ЕЕце топq,ю-
гrпесме tЕдексв [З8]

(crr. п.6)

Dл (н) = Е d(ч,ч)u tlcv i
veY (G )

2.2.опюсrтельная,
таяцп, н в G [il9l

Dc (Е)
ptп,cl = iGГ

2.3.йссrрят!цсtiтот Фд-
ПBtтat!6c[,r9l

ес(Е) =u.E ,йх d(ч,т)

чсY (G )

Таблща 4
Соотв€тствrя r.!ежду структурфuни иllвариантаии лодграфоl

, rоalоJtогичсскrraиr rноорr.ационнl.яи rндексайrt

ро (G,Ё )

2. j|.oEocшcJEEй схс-
r!аrЕIпсптвт Е в с [а9]

ес (Е)

6(G)

l29
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