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ДЛЯ ИНТЕРПOЛЯЦИOННШХ ПАРАБOЛИЧЕСКИХ СПЛАИНOВ

В. Л. Нироtшниченко

Введение.
в [t ] полуr..ены достаточные условия }tонотонности и выпук-

лости для интерполяционнuх параболических сплайнов класса О1,

вuрахенные в виде ограничений на разделеннuе раэности от интер-

полируемой Функции. Цельо данной статьи является конкретизация

таких ограничений в зависи}rости от краевчх условий параболичес-

кого сплайна. Kporle того, испольэование иннх, чем в [l ], опое-

деляrоцйх уравнений для параболического сплайна позволило сущес-

тЬенно ослабить достаточнýе условия ..tонотонности сплайна,

Пусть в =ý за-
f (х).

l}

J,

узлах сетки А 3 а= Хо ( x.l(. . .< ъ
fa= f,(xa), t=O9...1ý, Функции

Ihя единообра9ия записи Фор}rул поло}(иl.t Х_ l= Хо , 1т+ r= \t .

0бозначим xt*r/"= {Хa+ Хa*.,)/2, t= -1 ,Оr..., ý (та-

ким образоll !:r/"= Хо, Ъ+r/.= t{ ).
Следуя [2J, бчаем наэывать параболическиl.,| интерполяцион -

нчм сплайно}t Функцио S(Х)е Сl[аrЬ], которая является мно-

гочленом второй степени на каl|(д]оl,t и9 отре3ков t*r_,r1 ,,
*r*r/"7, 1= О1...; Ш ; удовлетворяет условия!.1 интерполя-

чии:'ý(Хa)=fa, i=Or..., N, и одному из типов краевых

условий:
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r. 8'(хо) = f;, Bl(r!) = { ;

п. 8'(lo) = 1n, gr(1) - fff i
19. В" (Х**1/аФ)=В"(- +r/a-o) , I, =О,l{-1 .

}lu не рассfiатриaаеir перrодический случай, KoTopo+r), соот-
встстзуот периqдическrе краевdе усло!иr (тип ll|).

нас будет интересоваtь вопрос об услоэиях, при koтopýlx па-

раболический сплаlн ý(Х) , интерполируя онотоннuе (f[X,,
-1*rJz О, 1 = О,..., Ш-t) или вuпу*лuе (tlx._r,x],
r..r] 2 О,1=1r...,lT-1' даннtе, буяет соот..тственно

"oiororrr,. 
- 8l(x) ZO или вЕпукпrш. - Sп(х) >о при

хс [аrЬ].сшэола"и f[ra,Х,*r], f[xa_r,xarxl+r] оОо -
значаотся псрaаl и эторая ра9деленнuе раэности cooтleTcTleнHo.

В ýl вчводятсr уравнения, связUваццие у9rювые значения

первоri производной ла9a6олическоrо сплэйн!, на основе которъlх

рещается вопрос об услоэиях е.о ,.о"ото""ост" (ý 2). отllетиr,

что эт, ураaнени, предстаэлrрт интерес и с точки 9рениЕ алго -
ритвов построснил пgраболических сплайно!. В ý3 приводiтся ус-
ловия внпуклоGти парaболическоrо интерmлrчиовного сплайна.

ýl. 0предсляпцие уравнения
длл параболического сплайна

обоrначин \l+l/z= 8'(-aar7.), ha- ta*r-la ' t -
. -r,Or...rF. 3амэтиr,r, что a сооraетствии с принятч|aи согла -
щенияr.и от}кrситaльно точек Х-1 , ftlr '*aa" h_r- \1 .
-0 и

ч_r7r= 8|(хо), \l/a= В'(1) (l}

:'!

Леrко aидетl, что интерполiционнuй параболический спл!йн

s(х) на пDоiaе утке t- pn7 
",а 

рr/ 
"7

|l

стaaлен a !идс !

1,lorreт бьпь прсд _



8(х) = f .+ (х-r.) ( l.п,_r7.+ |.r"lt r/.) *

(х-х )а
+

h t
l.= hr/(Ь._r+ hr) l р,= 1- l..

+h
(Шr*r/.- 

"r_r./.),
(2)

(3)

(q)

(5)

l

где

так как

ýl(:) * lrЦr_.t/a+ tsrЦr+r/a +

2 (s-8 )

В'(х.*r7.-о)= 8'(x.*n7.+o), 1 = О,1 ,..., ý-1 .

Jlоэтону, аля того, чтобн S(t) удовлеrворrл усrюв.Ф
s(t) € с r[а,ъ] 

,

то очевидно вuполненr услоaия

достаточно потрсбоaатD эlllт)ttнения соотно -
шений

B(r.*r7.-0) = 8(Хr*r7.+О), 1 =О,1...., Ш-1.

+
h!-1 t

B(x.*n7r+o)= f...- * р.*r(h

(rr"r/..- r._r7.) ,

Х€ [Х._17.,Х..r72) ,

Иэ (2) r+rсея

ý(х.*r7.-О) =f.. * llbr"r_r/. *

* ! r.{b.*ab,_r)"r.r/.,

t t д+l L+1/ .'

- * Fr+lbrцr*r/.. (6)
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Подставив (5), (6) в (4), пРиходиr.l к Ш соотнощения}l

Ir'l_r/.*(2+ U.+l.*r)Пl+r/а+Fr+лЦr+l/а =

= Д[ХarХд+.t], i=Оr...1Ш-1 ,

которые связйварт N+2 величины 8*t/ е. Добавляя к этиl.l

соотношения!"i уравнения, вытекаýцие из краевцх условийrполучаем

заl.tкнутуlо систему относительно пара}tетро" Ot+t/ z, 1 з

- -l,..", N. Согласно (t), в случае краевь.х условий типа I эти

уравнения и!tеот вид:

,-r/, = fj , \+r/. = ti. (s)

Учитывая, что

ý"(x)=*(n.*r7a-Цt-,t/")l (9)

t-1' t

Хе |zr-л/ 2' t11l/ 2l'
для краевых условий типа П и}iее..r

o_1/z-B,l/2= -Ъоtf,/z,

-\-llаФлг+l/z=\-rVZ'

(7)

{

i

}
(l0)

Трехдиагональнце системы (7),(8) и (7),(10) легко решаDт-

ся методо1.1 прогонки"

В случае краевых условий типа IV иэ (9) иr,rееr,l

П-.,7"-(L+lrr)Пr7.+lДtЦr/а=О, 
} (11)

\-r\_э/.-(1+ \1_r)\1_., / z\+l/ z = О. J

исклочая из (4) и (11) неизвестные n-r/ar\+1/2, Ha-

ходим

^r/r= 
f [xo,xrJ, \_r/z= t[ъ_t,h]. (l2)
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тем cal.tul,l краевые условия типа Iv Morkнo рассматривать
как своеобразншй вариант краевцх условий типа I с задание}t

9начений первой проиэводной в блихайших к концаl.{ про}tех(утка

[аrЬ] узлах сплайна и последушlей за..rеной точных значений

производной их разностными аппрокси}tация!tи.

l|ля вычисления неизвестных \*,|/z, i.= -l ,.."r It , В

случае краевшх условий типа IV вначале из систеtiы, содерхацей

уравнения (7) при 1 = 1,..,,IT-t и (l2), находиr4 величины

Ъt+l/z, t=Or..",ý-t, а затё}r из (11) определяе}r

^-r/, 
n \+r/a'

ý 2. Монотонная интерполяция
параболическими сплайнами

Пусть данны" tfr} "оrоrо""ы, 
тее. 

_f[x*rx11 r] z 9,t = 0'...,ш-1 . Так каК на каt|(доl,t отрезке Lart/r{t*r/rJ,
1 = 0r."", ý , первая производная сплайна - g'(Х) являет-

ся линейной Функцией, то для выполнения условия g'(X) Z О,

а€ [а rЬ] , аостаточно,чтобы имели место неравенства a,.+l/ zZ
: О, ts = -1r..., Ш . Поэтому достаточные усrlовия ..loнoтoнHoc-

ти параболического сплайна t.lot|(Ho вывести путе!t при}lенения ле|l-

мы о неотрицательности решения трехдиагональной систе", [r 13 ]
к системам относительно пара^iетро" nr+r/a (ýl).

В случае краевых условий типа I из систеitы уравнений (7),

(8) nony*""", что при вuполнении неравенств

f; 2о, fi zo, (l3)

"о- 
fJ _ nr"' aо

2+p"+2\u
( 14)

I 
*" a-, lД1l1С 11lCt-

2+Fa_.,+Ia'2+Fr*1+^11а

7

Z 0, 1=l ,2,,..,N-2, (l5)



-ý

1_

t lo (!6)

riонотонности

(l7)

(l8)

(|9)

(20)

где cl= Д[ra, x..r) _, t- 0,...,п-1 , Gплайн B(d
будет M-o*oToHerl ,..]' ý'(:) а О пеи :е [a,D].

Из рсsультатов, сФор.,rулированнUх в [l,reop""a 4], для кра-

2.чп_r*\_.'

ев9х услоaий тип! l arтeKapT следуоцrи) услови,
параболичесхоrо сплайна :

о s2!; sao,

2лlсl_is (1+2l*)c., 1= 1i,...,

Покажеr., что ограничения (|3)-(16) более слабuе, чеи

(l7)-(20). В ca}ro}r деле, пусть нераэенства (l7)-(20) эrlполненu.

тогда, учитdвая (l8), ( 19), ипее}r

l о lд о
1с_t а

2+рr_t+ll 2{^1а'+^9"

2ptor S (1+2ш.)о._.,, t=t,2,...1I1-1 ,

о s2f; slT_..

1+Зр 1*а \

,

t
,tlr3Fa*lr3^дaa 1l+2p._r+ 2la

ас } о,

1= 1,2,...,1т-1 ,

т"е. неравенст9а (l5) auполняотся. Аналогичнuк образсм прове -

Dяотся неDавенства (l4), (l6).
0тметиlr ече одно обстоятельство, свя9анноa с соотноФенrя-

r.rи (13)-(16). дЁло в To}r, что верав.нства (13)-(16), гаранти -

руццие мовотонность лараболичес(ого сплайна, слабее ограниче-

ний, обеспеqиваццих йонотонность r(убического сплайна класса

в



l

С8 при тех же краевьlх условиях типа I. В то же вре.iiя, огра-

ничения (17)-(20) жестче условий !tонотонности кубического

сплайна.

Пусть параболический сплаИ" ý{Х) удовлетворяет Kpaeвым

условияr{ типа П. Исклtочая из уравнений (7)r(l0)

^-^/ " ' \+t/a ПОЛУчае"t систему

(3+}r)ш.,7 z+рlдэ/ z= оо+ hof|/2 ,

^ 
tЬ t- t/ 

"+(З+ 
Р.+ l.*. )Цr+ r/.+}Дt+ tЩ !.+ э,/ а= С t,

t = 1r..., ý-2,

\-r\-эl.+{3+Но_.r )\- t,/ g=h_ t-k_rff2,
0тсrода с поlttоlцью лем.rtu о неотрицательности решения трех-

диагональной системы имеем условия

Со+ hof,|,/3 - Fro l
2+}r,+ )r.

_ ^r(co+hofJ/2) _ р.". . о

параr.rетры

(21)

(22)

,|!'

L

I

,,

2 0,

с
1 3 + l., 2+F.+l,

lc
с _ t 1-1 _r 2+Fr_r+l.

lдt+rct+1 z о,
2*P**r*l.*,

1 = 2r3 ,... , ý-ý ,

tT-.-
\-.1т-,

2*h_r*\_.

_ h-r(cý_r-\_rfffl2) , о,3*h_.'
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"ш_.- \-.V2 -

Pr lt

2+ц_.+\_.' j

ar+r/. } О,

е 0,

которче обаспсчиваот эýполнение нера!енстэ

t . 0,,".. Ш-1 .
Предпоr!олиlr, что условия (22) вчполненu. Тогда,

из перaь|х дэух уравнений систеr.lA. (2l) неизвестное

ийее}!

TTrtTiEEя

^Э/",

tт- r+

3+ l.,-

q

Е'

l/z
2+ Fr+iъ. 2+lrr+ tr.

}rl q

= со+ hofi/2-

rrTo

2+Fп+!\"

с

откуда, учитý.эаа, что Цr/2 2 О, получасв оценку

, (ao+hofl/Z) (2+pn+r. ) - pnc,,

- (3+r.) (2+pr+l.) - Fr2t'
- 

^r/ "'
теперь из (l0) ивееlr

r_n/ 
" 

2 fr1/ 2- }.oti/,2 ,

и такиrr сrбразов нераaенст!о

есл" dr1 
"- 

hof ;,/2 Z О ,
,/"ZO буАет вьполнено,

экэиaалентно ограничениD

а [r"л.,_#)""{/r-# z о. Qэ)э

Аналоrиqнý,l обра3оr. показчвается, что для вьlполнсния не-

DаЭенСТЭа \*r/ae О достаточно ограниr€нил

\-лFш-,2+ Вп_r-
2+ц_.+\_..

l0

\-,Vz -



[rt 
u.,.

l. l',
2+Fr+)\.

\-19ш-.

2+pr+l.

2+рш-а+\_r

l о,

> о. (24)

В итогеr достаточнýни усJlовияr.и riонотонности па9а5оличес-

кого сплайна пDl. краевýх условиях типа п яaляDтся неравснства

(22)_(2ц).

Рассиотриt случай Kpaeвrx усrювий типа Iv , ИЕ (l2) сразу
умее$ В1/ 2 : о , \-r/a f о. искlnчая зеличин9 

^n/ " 
,

\_rr/a из (7) , (l l ) , получаем сисrецу

i-t/ z+ FtПэ/ z =' (1+ Рr)Со/4 , 
.

(2+р.,+l.)шr7.+ !zпз/ а = а,,,- ?+rсо/4 ,

lrДr_.r7 2* 
(2+Pa+lr+ 

r 
)Дr+ r/.+Рl+tDд+r./ а = cl,

t = 2,...Д€i
\_.\_r7.*(z*ltr_.*\_.l )\_l/"= tr_a-ttr_rfo_r/4,

\-r\_э,/.+ h../.= (1+ \_.)1_. /4 ,

J|ри{енив х ней леrоlу о неотрвцётельфости рецени' трех-

диагональной систеиu, находий усJlовия нсоrрицательности вели -
чиф !r+r/a , k. -1,1,2.,., N€/zrN+L/2, га!внтируцие
монотонность параболического с,rлайна при KpaCBrx услоaиях типа

Iv:

4or_ Лrоо 2 о,

о4

] ""-

".- 
u'o' 

a о.
'2+в.+\

ll



с-t
l,ct t-l

3+Fr_r+l.
- Рд+rСt+t ,

2+Рa*1+^11.
о,

t = 2 r. .,, N-3;

} о,

qш-.- \-.fu-,
2+ttr_r+\_.

Э о, ,t

\-rlfu-.
2*h-.

4\т-rfo-.
2+чо_r+\_.,

4сц_z- h_rlT_r z0 .

ý 3. Выпуклая интерполяция параболически..lи сплайнаt"tи

flостаточные условия выпуклости параболических сплайнов с

краевы..rи условияlU|и типов I, П, Iv непосредственно следуот иэ

результатов, сФорl.tулированных a [lrr"op"r" З]" Д именно, если

исходные данные выпуклы, т.е. f[Xa_.1 ,ХtrХдаrJ а О, _ i =

= 1,2,..., I[-1 , то соотночJение - Sn(xI } о, хе [аrЬ]
иr.rеет место при выполнении неравенств

3da- Faё._r-Irdt+з} 0, i=Qr..., Ш, (25)

где dr= 8f [x._l,tlrxlalJ , l.= Ъ./(hr-r+ О.) ,

Fa= 1- I, , 1= 7,Z,...,N-1 ; d_t= Чт*, = 0 и,

кро}!е того,

d,л = Д (f [хо, xr] - f;J,ооо

a

1+ \_r+

ъ
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з

a,

Ъ=*(,i-f[lT_,,1l),
Хо - hт = 1, ро = \ = 0

дrlя краевчх условий типа I;

ёо= 3f! , ЧЕ 3ffi, lo= }rц; О, \т= t o= 1

для краевь.х условий типа П;

dо = Чt = О, Io= }tr= -r3 , h= ро= 0

для краевчх условий типа IV"

Условия выпуклости в ёлучае краевнх условий типа"IV HolrHo

несколько ослабить. В cat.ol,. деле, параtlетры Цa = Bn(Xa) ,

t = 0rо.., П , неотрицательность которых гарвнтирует вчпук-
лость параболического сплайна, удовлетворяо, ""ar""" [2 }

Iо-Ir=ёо=О,
FaЦ._r+ 3lta+ laIa+t = ёi,

t = 112r..., П-1;

-h_r+\=\зQ,
}lсклочив из нее неизвестнuе Шо, h
(3+ чr)I.,+ IrI. = dr,

FtХt-tФ 3Ia+ trala+{ = ё!,

приходий к систе!tе

0тсцда, после приmенGния лейrlы о неотрицательности реUе-
ния трGхдиаrональной систg},lч, получаем следуOlие условия вч-

пуклости сплlйна:

i = 3r...,I|-fi}i
Fш-rЦ_а+ (3+ \_r)ц_r = а"_r.

lз



зd }.da_п- 
^lai+r 

: О,

l, = 1,..., х-1; 1 l2,N-2i
t

3dz-
3 ]rad r
3+ tt1

_ лsа, а о,

3\-.Ъ-.'
3*_.- h_.\-r-

1

z о,
3'Ь_.,

ha Аосrаточно ttала.
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