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х3oгЕ0llЕтрrчЕскдя эрнитOм lнтЕрполяцliя 0вOцЕнЁпr
lсr6lчЕскиt{и сплАf,нши

оJ.3авьrлоr, в. в, богАавоэ

введение

цчu.
lt и обосноaаl{U lictcF-, о9rоrrнясЬ фa-Ёкaпr*оl.

Эрraиtоaа интарполiцlt, лоrliно .l!льньш.r сплalнаrii - xop.JJo

раsр€6отaф}tlй раrдеп Tcopl.r спrвtюa [ll. Нr прaктике нrиболg!

aкхtlrлrр}ru сплaйфu HCaraco|{l|x нсчgтl+lх стспснсй - трстDсй,пrтой.

В большrнстaa случaе! oнl| дaот aполнa удоaлaтaоЁaтелDlUе рa-
tуrътатU в оlнqЕнriи качGстaсф|.lоfо поaarlaниrr т.с. Gохсанaнl.,

ю1{отонностl arсхqяrflх дaннчх, agtукпости a т.п. 0днaко прl
болrrrх гр€дtrс}rrах в licxoд|flx даннIх на срaaнrтслlно рздкl.х
сстках ao8lioml9, ка( l. a сдlчаa 99a+rтоaой lЁтaaпоrlrцrt полrно-

наr.&,осчlллtциl. 0т Hrrx саободнr толDхо сплalнU пэрaой стGпе-

нr, иrобраlaеrraе лоr.анчr.ll. lboтoray по|aтll с Ca}aono нaчaлa 9а3-
!иrl, теоDии сплaйноa прaипDrяrraались попUтк|. улучlитt геоlGт-

рrчсскхс хараl(tс9liстrки сплaйllоa, особGнно ц6rtaссl.l.х.
3адачэпостроэнlr Gплaйно! с !!дaнluara rGоiЕтрхчGскиraи

харахтaр}.стикаB{ бuла Фо9r.лlsоl!на А.l. Грбеннltrоrшr [2], ко-

To9ta нaalaл GЁ raдaчёйiaзоzзодвпрчческоа аппроrссllда -
nocтpoGнli, rrоraоagтоrчGской

с.l,€цrrr. в поGлaд!/пlcr. s рa6отaх l).А.олеро!a [3l стал rrспоlьоо-

a8тlc]i тgр.{,lн ut<онсвроапuвпая uхперполяцuяI, Korootlй
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подчерхиaаaт соr(ра}iэнrэ кtчaсlвен|{х характaристик rо(qднrх
данхllr(.

Pgeнre проблGr.U rrдет дaухя п)rтлlи. ЪрaUй ,акrЕча€тся !
варьйрованrr парахстDов полино|{aэльноrо сплaйна с цельD обэспе-

чить тр€6уек.е его G!ойст!a. Так, э [4] дпя эрхrтовой интсрпо-

ляции куФaчсскиr., сплайваях установлен9 необходп.Uе и достaточ-
}tlе усло!ия мoнoToнl.|octl. спл!йна, налагaепЕ яa исходнtaс дан-
Hrue (far"a)l=о - gначGфr, спл.йн! н eio пер.ой лроиз.од-

ной. В случaё нэру]снrя ).слоarй прсдлопен простой алгориlк и9-

rGнсфйrнасси.а (ra}I=o, обеспсчивэOlrй их lшrолнснис (сн.

ниrе ýt). 8 работс [5].дано вйдои8венснllс atлгоритпа, xcтopoc,

кaк утaсрiдастсrl, ихaс, то преиrrлсстaо, что при аарьированиli

"""ar.a {Вa{=о сохрsфяеlся порrдок приблиrcния, ивQц!rй-

с, у нaчaлDной нсriоl{отонной интсрalолrции.

вrорой путl состоит aio aвaдснrй ! сrруктуру кяйчGского

спл9йн8 дополнlaтсльlluх параr.aтро!, рaспорrпаrсь auбороra xoio,
рrх, rrопно l/пра!лrть кaчестэaн|tlia по!едениев г9aоикоl пол)rчаG-

r,rrx к9ra$(. TaK.ФUrr !!GАе}r|'сплайнч с натrlениеr,r ,rли экспонен-

циэльнца, рациональнuе сплайнrl, спл8йхr с дополнительн..ral. уl,
лаrи' (св., напрrrпGр, [6]). привероrr rrспольiоlанrrя р!цйоналrнсх

сплaйноa длп цGлей йнтaроолrцrи G изоraоr,Gтрхсй слуlrт работа

[7l. В честности, ! '}aей рacснот9снa эриriтоaе интерполлцaя' по

исходнta. данну.r {ЗarшarШa{=о , .а" lla - значения

второй прохз9одной сплайнa.

8 настоfllей статье исследов8на и3ог€оr€трl1ч€ская иtlтероо-

ляция <rбобцевнчrrи кубхч€скини сплaйнаrir [6]. Уставоrленu нео6-

ходихgе и достатоt нuё условия l4о}lотонности х lrriухлосrи сплай-

на в gаiоr. обlсr. !.rAc. в качестве прилол(eнrй paccr.olpaнE сплай,

Hьl с доalолнитсльl.|grir. узлаliи, рациональнце r'l 9кспоненциальнUе.

a
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lб



ýl. Эрмитоrч интерполяционнuе обобценнше сплайны

+

flля целей 9рнитовой интерполяции целесообразно брать об-
обцеlre сплайнч на сетке А : ? = хо ( .:. ( 't( ...
....t=О при xC[xa,xa*il ввиде:

sg(r)= (1-t)t.+ ffr*r* b.ta.[o.(t)- 1+t] +

+ Ь.[Ф.(t) - t]} l (l)

где f л 
- исхоАнь.е даннче, ha = 1a*r- Xr - шаги сетки,

tr = (х-х. )/П., gr(t) ,Ф.(t) с С' - суть базовче Функ -

ции, от которчх зависит конкретнuй тип обобценного сплайнаrпод-

чиняaциеся условиям [6],

о.(О) = фr(1)= 1, pi(o) <,2, Фi(1) >2;

(1) = ф!'
\/(О) 

= О, r= о,l12.

определяотся из условий

lrraoT }iecTo Фор}rулы

*!")

t2a)

r2б)

Параметрч atrbt
, J=t,i+1 .

sf,(хr) -
=д

где

сти,

{

1

l

а

t)

^* ''Фi(1)-1](шr,_6r+й 
)+ (ш**r_6 

L+1/2)l,

fr 
t-tr.- 6*lr) * [qi( o)*r J (r**r- О** rд)1

A.l q,(о)фl(1) - 9i(o) + Фi(1) .

Согласно (2а) имееrq

Аr. a о

(3)

- первые разделенные разно-f Ь t*r/r= (tr+, f,t)/hr

t
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liрr задaвriх fa, Пa Ooo.rlш (!), (r) даот ре]анис 8а-
дачl. э!Еrrтоaой aaнтaрflолrциal. 06оfrеri}raй сплайlr п!ихадлеlхt в
это. случае хлассу С 

r 
[а,5]

По аЕaлогиrl с эрaartоэtrи кt6rч€скaни Gплайнar{l !десь rlох-
но оадавать аваl.енrrя Пt лlбо ках Пa= l! , либо кaк

3наченriя лроrзводфчх интер]юлrциоrrнчх попa|lоaiоa Лаrранrа. на-
пр].r.ер, Br ороli степени [l, 92.8]l

ш0= (1+ р)Ь^rr- |lЬэ/z , ]
I

"t= 
1.6l_y'. * tsдбr*й , i=1,...o-r, | 

(5)

\= -\_rlT_l/r+ (1+ \_r)fo-r7.. J
Если дt нс задаэтся, а опрсделiотся иэ усло!ий непрс-

пrв""сr" gT(x) в узлaх сетки А (с соотэетствуциr.и гра-
ничнta.и усrрбиямtr, то получартса сллайн9 класса Ct . В дэr-
ной работс они яе рассrаt9иваоrся.

В далrнсйlсх рэчь l.де, о }юllотофнrх и вuпуклtх эрrtито!чх

обобlGнн9)( Gллайнах. поrr.rФ !Uлолнения усrlоэий (2), будеrr до-
atолхlrелD}lо предполагаlь, что

а) на [0,1J clrlGcтB!/oт точки tra и taa такяе,что:

9.(t)e сО, t€ [о,trr); 9r(t) =о, t€ [tts,1];

Ф.(t)с с}, t€ (trr,1]; фt(t) =о, t€ [o,trl];

9i(t)>o, t€ [о,ttд); o!(t)>o, t€ (trt,1];

9I(t)<o, t€ [o;ttl), ф'i'(t)>о, t€ (trr,1l,

rl

t6)
l

точrах t"д " ttl Gоот.aтст!aннё;

lE

..,



1

б) при trr* tra
(рис. 1) вшtолнено неравен-

ство

Q.(t) =

=;ql'(t)-11o!( t")-i+i i i: .;-

+Х]ф:(i;)< о. (;,,

При taa= 0, '_a, i.

отрезки iOrt.rl, Lt.i.lj
стяг}rваоlся в точки. Случай

trr= 1, taa= О, соот -

ветствушlиЙ вчроriдениD cпJl.rr:i-

на tl) в сплайн первой сте ,.

пени, из расВЮTрения искrrd-

чается.

ý6(х)

)9 (i;
l фt( t)

с

tо t t

Рис. 1

1
lt 2L

ý2. }lонотонные обобценнь.е сплайнr.

Говорят, что !rсходl{ье данные }.онотонно возрастаDт tчli,.

ваоr) на отрезке ii:;. rX;+r+r] , ".rrn ýд+rl . .З О
(i.+r,,, s О,) лля 

-t ; i;. .. , jr 1 .

Инr,ерполяцrrонный сliлаЙн rl ) наэьaваетс, r.онотоннч}i На

[*r,"r*r*rJ
сто соотношения sl6п sd(x)= sign бr*t/,,Х€ [xr,-.*r]i
i = j ,... ,J+1 .

0чевидна

лЕиПА l. Чпоба сплаl'.ц

[*.,=.*.,J , HeoбtoOtllto, чпобu

бr+?.t# о

, если при raoнoтoнHbax исхqднUх даннUх и}rеот l€-

f
бал цонопоапча а{!

еслч
t8)

Btgn ш*= "tФ 'r*r= "ipбr+/",

'a= 'a*r= 
О, ВСЛu 614 t/a= О.

l9



зАl.iЕчАниЕ.

= Цl+1= о
}Фжет оказаться

6 t*,|/ 
"= 

о и

Требование выполнения palcrreтB Цl =

в случае, когда бt*r/r =О , нg проtтике

не всегда прие}tле.{uttt. В частности, если

6 t*r/ r( Q, более еGтест-

t+r <О , Аtалогичкоr при

бr-r/. > 0,
3

)or пвенно потребовать Ц

sЬ 6a*r/а= -si8П б rr/, rвобходиrо принять некоторое

соглашение о знаке величинш цд . Мч не касае,.tся в дальней -
шем подобных ситуаций, ибо их рассr{отрение, на HalU в9глядrдолп-

но увязuваться с KoHKpeTHb.1,| xapaкTepo}i интерполируемьaх дан-
нuх.

Остальiая, 66льчlая часть данного параграФа, посвflцена ус-
тановлению необходимuх и достаточнвх условий r,юнотонl.кrсти об -

обlценного сплайна.

Исследуем поведение сплайна на отрезке

Введеr.r обоэначения. Если б *l/zf О , 'О

\= Шл/6 L+1/2, frl+t= B11l/611l/2'

Е.= а./Ь 
L+1/ 2, Б.= Ъ./6. 

+1/ 2,

{')(*)= в[,"){=)/о t+l/а., r = о,1,2,

если 6*l/,= О, то полагае,.l fra= il *, = О _
В силу лешlч 1 для a/tонотонного сплайна иMeeri Пд е О ,

fia*, Z О В ý2 и далее при исGледовании liоноtонности, с

цельо упроulения записиrопускаотся черточки над сииaоr|айи, а

ссr.лки на lDорнулч этого параграФа делаотс, е учa"оr dоlпrче -

ний (9).

rDорнулш (3) перепшем в .lцc:

,l

}

[х, ,зr*., J .

t9)

(to;".= *fiфl(1)-1](пr-1)+(п.*r-r) 
}, 

t
:
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о.= 
iit-(n*-1)+[oi{o)*r1{,.*.,-r) 1. j

иэ (l) получаем

s|(x)= a.Ioi(t)+li+ bt[,li(t)-1]+ 1,

s[(x)= [a.o'i(t) + ьlф'i(t) ]h;1

tlla)
t

Каждое звено сплайна при заланных

тых обозначениях характеризуется точкой
^l''д+1
В ПepBoltt

(l16)

в приня-

квадранте

плоскости (rrrr.*.,).

для всех

жит точка

0пределим l.{Ho,ttecт во G* = t(rt,r.*r) l si(x) е о
. 0но не пусто, ибо erry принадле-

Sj(х) =1, иц
(Ц*rП**r).

ХС [xt ,Х.*11 )
Оr( l, l), где аa= Ь,= О,

ЦеЛИКО1.1 ЛеЖИТ В nepвoltl КВаДРаНТе ПЛОСКОСТИ

которого S:
то sit*) '
ваясь неотрицательной, и точка

для некоторых ЕС [XtrxlalJ
только тогqа, когда ýё(Е) >

8ырахение Sd(x) при

Далее, если точка с *(Щ.,Шlа.r) порождает сплайн, у

*+,!

* 
rxllrJ '
, оста -

s[(E) = о
тогда и

(х) знаколостоянна для всех

,.toHoToHHo изменяется от m ло

€G
t
д

х€
m

Если

хt

является ли-

с t
rTo Сt€G

о.
х€ lxr,xt+1]

д

l

нейной бункцией параметроз Е, , Е... . Поэтому уравнение

Sd(B) = О для gC 1*rr-.jr_1 'Jul""""", семейство прямых

в плоскости (*arп**r). Покахем, что огибапцая Г,
этого сеиейства, которая определяется как реttение систеr4ы ли-

нейных уравнений

sd(E)=o, вý(в)=о (I2)

Пi= Пl(Е) r, Dt+1= Вa*.r(Е), является границейотносительно

области G*

Для кривой

получаем

Г,. сучетоr,r(4), \I0), rll) из t12)



В.(т)(п.-1)+ Т.(т)(ш.*r-1)+ А.,.= О r tlза)

R|(т)(п.-1)+ Т!(т)(п1*1-1)= О, ttзб)

где т= (E-x.)/hr,

в.(т)= t+lCrl- 1](el(")* 1]- фi(т)" t,
Еr(т)= oi(T)+ 1* [el(o)* 1.1toi(T)- 1].

й
t+1 В плоскости (aarra*r)

рассi4отри}r прямче АЗ и CD ,

на которчх 
"a= 

О и Ь, =

= 0 соответственно (рис.2).0ни пе-

ресекаDтся в точке О1 . Точки

пересечения их с осями координатсуть д (О, фl(1) ) ,
в(ф:(1)/ tol(rl - 1],-о) ,

с (6, oi(o)/ to](o) + 1]) ,

о (-о!(о),о).
taaS tra , по Гa еспь

опрезоrt прялой !Ф
ДОКА3АтЕлЬСТВ0. При тС [O,tr.J имееrr ф*(т) = О.

Из (1Iб) и (12) следует, что 
"a = О . Тогда из (1О) полу -

чаеr.t Ьa= 1- ma и иэ (11а) Ъытекает SЁ(Е) = ! _Ь, 
=

- Bl. Система (!2) имеет единственное рещение Ц, = о,

'**]= фl(1) , которое определяет точку А . Аналогиiно,при

Т€ [trrr1.1 систе^,tа (l2) иr"rеет единственное решение 't =

= -9l(6) D**r= О , определяшlее точку Р
При т€ [tt.rtr.] имеел. оr(т) = 4la(T) = О . Из

(tlб) следует, что S[(B) = О , и система (l3) эквивалентна

уравнениD

l

V

д

с

о .lв D Е.
Рис. 2

лЕl.tмА 2. Еслu в (6)
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ý

Фi(r)пr- с!(о)п.*r+ o!(o)+i(r) = о, (l4)

которое определяет в первом квадранте отреэок ДD .

ЛЕММА 3. Еслu в (6 ) tra S taa , по I'a еспо
вdпуrcлая хрuеая с концалu в mочrса& Д u D,целl1-
кол лежацая в обласпu' п* } О, ma*1 } О .

дOкАзАтЕлЬсТВ0. Согласно (7) определитель

стерrы (l3) отличен от нуля для всех т€ [Оr1]
получаеr,r уравнение кривой Гa в параметрическо}t

Q.(T)
Решая

виде:

си-
€9r

,.= 1+;1t9'i(т)*[еl(о)+1]ф'il(т)},'l
Ч1 

[ tIs)

цt+t= 
'- di 

(toi(ll- 1]е'i(т)-Ф'i(т) }. 
.l

При .т€ [Ortr.J ""u", Ф'i(т) = о, Q.(T) =

- - P'j(T), ", "п*Ь""тельноrединственное 
рещение П. = О,

'.*, 
j фl(1) , определяет точку А при т€ [t:д,1]

илtеен oi(T )= О, qa(T) = -ф'i(т) , и, следовательно, сно-

ва единственное рец,ени" 't = - Ol(O) , П1*1= О определя-

ет точку D.
При Т€ (trrrt21) кривая (l5) дваждч непрерчвно диФ-

Ференцируеiiа и llol[Ho определить знак ее кривизнч. Находик

З,=_Тr(т)Р.(т) л fu...,r_ В.(т)Р.(т) . (16)Б--lг,-а;--тг ,:",

где Э.(т) = фli(T)o'i' (т)- o'i(T}Pi (т) (О согласно t6),' .

Из (l6) получаей

d.tm_g= _
dтt

(т)р (т)+тЕ (т)р (т) Д.(т)э.(т )ei(t)
+ ,

а](т)(т)

2э



сl 
?m

l+1-аr-
вi(т)э.(т)+в.(т)э!(т) flt.(T)p.(")ql(")

2
а (т ) о|(т)ц

3rtaK кривизнu кривой (15) совпадает со знако1.1 выражения

t\T/Д r.Р 1

c](Tl
< о (l7)

nr*-O,

для всех т € [t 1r ,t, t] . В (17) учтены Фор,t{уль! t4) ?

выпукла

и

в(7). Неравенство Еa a 0 означает, что кривая

сторону положительного направления нормали.

0сталось показать, что кривая лежит в обласr,и

'l*, i 0 . Для этого ну){но убедиться, чтсl в (t5)

U.(T) =Qr(T)+ei(T)+[9i(o)+1]q'i(T) 5 9,
Y.(т) = qr(т)-[Ф](r)-rlоi(т)+ Фi(т) s о.

имееrr Ut(tlr) = О, Ul(tet) = оl(О)Фi(т) < О,

ч i(T) = p'i' (т) oi(T)+ Фi' (т) toi(o)- oitT]], < о для

Т€ Ltl * rtr rJ . 0чевидно, что Функция U*[T.l монотонно

убывает на ltrrartral , и лоэто1.1у Ua(т) S О . Анало -

гично показuвается, что Ya(Т) < О.
Лемма доказана. Геометрически картина изображена на рис.2.

ЛЕlt}tА 4. Еслu а (6) trr= О, tat= 1, по крц-

ва8 Г, хасаепся осей Цlr&l+1 в поцкаа D u I
соопаепспвеflно.

ДОКА3АТЕЛЬСТВ0. Теперь с точкаliи Д и D связано по од-

нойу значениD т=о и т=1 соответственно. В точке l вели-

чина Вr(О) = О, и,знач"r, .fut/ ёТ = О. В точке D полу-

чаен Ra(1)=O " dДзаr/ёТ= О , чтоАоказъ.ваетле}ч,rу.
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ЛЕК}Ц 5. Крхбая Г являепся ерqхuцей облс.спul
G.

ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. Вцраt{.ние

линсйфуо Фуфкцио парaнетроa в
представляет собой

llоэто,,^у условие
$(х)

l' Dl+{'

Bfi(B) = О при ge [xa,xa*rl дает уравненhе прян,ой ли-
фхи g плсЁхости (пarшa*a) ,прохоАяf€й согласно (tt6) че-

ре9 точку Ol(1 ,1) и перссекаOцaй хриrуо Гa . Так как

8|(Х) nr".ii". относительно 1rrцr+r , то при тоя ше эна-

чении g слел Оч*кчи,l 8d( 0 HJ лрлной т.кr(с изriенiется
по линейфоr.у 8акону. 0н принrrает в точке О_ эначение

ЧЁ(Сl = 1, а на кривой Г. иrФGк в;(0 ='о . no.ro,n"

8d(E) .,о",ст йзt|снять знак топько в точкG перaсaчения fiря}rой

SЁ(Вl = О с кривой Гt, и, тsкиr. фразоr., Гa является

гранrцей области Ga
Теперь очевидха

тЕOРЕнА l. д/rл по2о чпоба обобценнай c||J|ar|
бал ло|нопоннал на опрезке [*rr*r*r*rJ,
u ёосmапоццо, цпо68 (Пa Дл*п) С-С,
= Jl..., J+I .

Bq(-)
обIоOlрlо
все, t

Прrнсрu исполь!о!аниrr теореfia | для решания 9аllач r'rc:... -

тонной интерполrции призqдяrся ! ýt-7.

ý3. ВUпуклrе сrбо6ýеннuе сллайнtr

Пусть О| = (6.*r7.-6.-17.)/(h.-r*h.), 
",,,о.

раадaлGнная ра!ность от исходнgх даннýх. rо8орят, что исхо,lнье

даннuе .!пукru эниз (ввСРХ) На [Xrrx,*'*rJ'
бizo (О! so) ма 1= j+1l..],-j+r.

Интерполiцйоннlй сплайн наз9вается в dпvt л,:rл Аа

*r*rar] , если пр. вьп!.кruх исходных па*rчх Bigl ýf,1*) =

. Blg! oi (хе [хл,х.*rJ)
лЕуlм в. чmоба сплqйн s.(х)

для ie j+l ,..., j..]'-

бuл аапуirti::л ь.-,з
(BBepг Bf,(x) s О ),ta l.*,.,r-r. ,

qý(r)э о
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flео68оduмо, чпоба

'rS бr*r/. S nt+r ('*26**r/. : *r*1), (ts)

ДОКА3АТЕЛЬСТВ0. При интерполяции Функции Sч(Х) сплай-
ном первой степени остаточный член лtожет бшть представлен в ви-

де [ 1, ý2.2]: .:i.

Sd(x) - ?*l/, = к}(х,т)вf,(ч)ач,

*t*

J
д

1

если v S x,

, если V >Х

х

где

K}(x,v) =

0тсtода для

sd(x.) s Ь r*r/,
при Х=х. получае}l

!+1 n"u"" Ё;t=.*r) >

Y-Х
1

h
1

_ 
Хl+п-V

ht

s[(х)

2 6r*r/" , что совпадает с неравенства.lи (t8)

случая. Аналогично внводятся неравенства (l8)

s[(х) s о
При выводе условий (l8) никак не использовалась специФика

обобrценного сплайнапи поэтоl.tу они носят довольно обtций харак -
тер. Следуrоrцая Teope}ra дает ответ на вопрос о необходиl,tuх и до-
статочных условиях вuпуклости обобщенного сплайна.

тЕорЕмА 2. пуспо 6: z О, t = j+trr..., J+I для
поео чmобч обобщеннаi сплайн ýn(x) бшл вuпуrслuл

вн1,1з ,на [=r rXr*r*rJ , необuоОuло u Ооспапоцно,чпо-
ба ваполнялuсо условuя aL Z 0, br : О , п.е.

t+i(r)+1*t* mt+t s фl(1)6l+liz, 1

,апри
>о
х=х

для этого

мя случая
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n*-[ei(o)+1Jrn.*r: - о!(о)о.**,
(l 9)

l=Jr..., Jal.
дOкА3АтЕлЬстВ0. В силу равенства (1 16) и условий (6) яс-

но, что для вýполнения неравенства S[(X): О при Х G

a [*r|*a*r] необходи}rо и достаточно вьlполнения соотношений

S[(Хa) i О, Sfi(x**r) 2 О, которые, как нетрудно видеть,

эквивалентнн требования}i at : 0, bt } О. 0тсода, учитывая
(3) , (4) , получае,tt условия (t 9) .

0тметиr,r, что мя сплайна, выпуклого вверх в Фор}tулировке

теореr{н 2пзнаки неравенств Hylllнo заменить на противополо,(ные.

Если ui = о, то из неравенств (l9) с необходиl,,lостьо

следуот соотноч!ения rt-r= ra= ri*r= б'+"/"= Ьь-r/"
Если задавать значения 

'a 
по фор}rула,,| 1ý), хороtlю от-

рах(апци}r качественное поведение интерполируемой Функции, то

для сплайна, интерполируuцепо выпуклые вниз даннuе (О] Z О ,

i =1 ,..., N-1) условия (l9) дарт неравенства

toi(t)-rloi . ui*r, ui= -[ei(o)+rloa-- l+.r (2о)
t = j,...,j+1; 1< j <It-1-1.

:

j

q

m

Неравенства (t9) и

QO) - это аналоги извест-
ных условий для кубических

сплайнов. Геометрически

вьцеляот на плоскости

'r+r) сектор Еa
раниченнчй продолrхенны}rи лу-
чапи 0rД и ОrС (рис.3).

Мя сплайнов,выпуклых вверхr-
это сектор Нa ,обраЕован-

ный продолlкенныl.lи луча..rи

ОrВ и OrD

А

t+l

они

("r,
ог-

F t

6r*ф

Е,

Рис. 3

t
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Прrнерl исполь!ования yеореЁu 2 м, рatlcнrя 8адачи Bgty(-
лой интерполяции даэтса в ý4-7.

ф. |qr6хческ}rc сплайнU

Кубичсскиa сплайнu пороlиаDтс, баrоguйrr Функцrл|.и

ol(t) = (1-t)Э, Ф.(t) = t'.

-)t

(2l)

Q2,

,

t+.t

Рис. 4

Дя нrх !grолняDтс, усло!)1я
(2), (6), (7), а значит, приlrениrry

Teope*r l,2.
Хэрэхтсрнчa тоiaки пrюскости

(rarra*' ) rlGDt Gлад!,сllе ко-

овдинат9: А (0,3), B(1.5. о),
с (о, 1.5), Dt3,0) (сх. рхс.4).
Ур8.нснlя крr.ой Г ( 15) в

l
обозначенrrх (9) прrrниrgот rид;

l
п

q
п=t 1€dl-T)

дз
д+1 1€т(l-т)

(п.-1) !+ (п.-1) (п.*r-1) + (п..r-1)!-

- 3(дr+ пa*r-2) = О.

0пlпс иlrэст центр в Tor{Ko (2.2Ь располссн сlr.r.aтDично oтllo-

ситGльно прrюй 
'l*r= 'l 

1,1 кaсаетсi осaй коо9динат в тоa-

ках Д и D (рис. 3). llrlrc lED соотз.тGтц,Dr зн.чGнllя

тс [о,1]
Jlлr Dзrенlr эадач{ ю}rотонной интGрполrцr, з [4] iредла-

гаaтGя Gузl|тl до.lусr)rцr! областl roBoToHHocT}r (rеорэ'.s l) лlбо

до ч€luр.ц/l,оr,tDника OlЛD,rrrбо до чGтlGртr Kpyl,a радrуGа 3
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с центроя в то"кс О. ЕGли началь|taG r"ачснlя в|.П|_- нёl, l+r
прrхадлсrат суl€нной области, то осу]ссt!лtется их ортогоt{аль-

HoG про!цирование на ее границу. При этоi вс€ точки, у Koтoptx

mо Дl+ r a 3, переноGя,G, !
обеслечи!ает вЕ|ол}iенrё

+

п
:3,

пглЕвrпi]Е

п snэ
l+l r+,|

тонюсти,оqку

aýrуклого сллайнa 3a счст иglGlGния величин

llнц.с юtooi. €иGтейа xg 2(r+1)

тоqку Е. 0че!rrдно.такая

услЬ!ий цr S ni
l' не !ь.aorlrт 1,1з соот!етст!ушай областх rФфо -
(П._r,ш.)

Неrрудю в.rдеть, что просцliровaнrе по пряr.U.., проходяцrr

чGрс9 фачаr|о KoopдllнaT 0, sсводfirc€ точк!, на эллrпсrпоxст фа-

руllэть усJювr, rанотофности на прaдlц)r]aй ифlервале.

В [ 5]предлоrен дgухпроходной алrоритк вонотоl{ной интерпо-

лrции кtбичсскrllи сллайнaни. на пар!оr,. прохоАa и8iiёняотся толь-.
ко !tорtl. Ko,llo'e'Týl n"p (ri,, лl*.r) , которuе паDаллель-

ltл. nepeнocori au!одятсi на эллrпс. Jlри этоri, €слrr д: : З ,

п!*' : 3 , то приниriаетсi д*r = 3 При обратнL про-
хоАе по та(оraу lllc праaилу испраaлrотсi перaarс койllонснтu пар.
В рGЕультатG усrtовия мояотофноGти вuполняотсi для rcex l.

Успех ! построених aлгоритl,|о! t офотофной интgрполrцхи до-
стигастся за счgт того, что у l.ношсства облaстей aФнотонностй

(СaЁ; иrrэGтqя, по крайнвй }rерз, одна обlа, точка

0 {в.= ,.*r= OflrJ. п.рg,.Glqн'е то{ек (п!.u!tr) ппо-

r8водlтся так, что иx р8сстоrнис до точки 0 уi,tеньllастся.

Слоrнее обстоrrт дело с aaноrсстваtaи областей !спуклости
(l!{:; -,, (ЕlЦ:; (теорснэ 2), гд. . данно}r слу -

ч8€ oi(O) = *, Фi(1) = !. У них оаtей точки irorcT н€

бlть, rr потоllу a обцс}r случaс п9aдлоrитD алгоритlýl постDоени,

цi нельзя.
(19) отtlоси-

тэль.rо l+1 нэrrsэастнr,х tl lкlrcт нс tlхaтD Da]схия.
Не ра!!и!ая этой Tea.il, отrcтиai только, что при испольэо-

.ахиr для Dl Форхул (5) rrэ (20) rrrrccrr ZO! Z О!*' ,
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О; =ZO!*r, 1= Jr...rJ+I ,. *r.,n сплаlн будет ru-
п),клll., еспi otяoGir.a соседнllх tнaч.нrй О!, 6!1l боль]е
| /2 и lBHbrre 2 .

offценнIе спл!йнU, 
'r€DT 

прGrццaстaо пер€д х!6ическиrh !
Toi случае, ccrra эa счет !ходtlхх в их бa!оaUе Функчarr допол -
нrтель}tх naparrвlpoB, Jrдастся так рaсiи]ить (бmсtх ,.оютоню -
сти ипri ftпухлостrl, что в нrх поalaдаоl аадaн}U€ по lacrtorrix 9D-

,rrтоaой инт€р.rолrциr зн.чaниi ai, 'i*,, удо!лэтворrо -
цие хеобходrraв услоarлr r{оllото{ностll шtra agllrклост)i.

ý5. l(убичсскtlэ сплайнr. с доltол}lит!льнrD{i уrлa!,l

l. Усечсф.llе куФlчсскис Фуфкци.. э качсст!е ба!о!Uх оуфк -
цrй

9д(t) _ 
(в.- t)] (tl= 

(t- p.)i 
,

,
Фl

(1- э,) !t

.< 1, О<9r<1
иr.eolre в обlев случае по д!а дополнитсльнUх у9ла

(2з)

, поройвэ]т кубичсск)rа сплай}itl

q

rдс О SP
Ве(х)
t = рr, t = (:t вФiду у9ла и сеткt А . П9и р1 = 9a ява

узrrа слraаотсr. один, а np" рд - 9 ,(lr = l, oHrr совпадаот

G у9лаt, сеlки д , и Функци}r (23) переходят a Функцrr (2l).
8 дqюлнителlнl.х у3лах сплайн нсп9еЁa!ен вl€сте с двуйя

перaь}.и проиэ!qдrlr..й. Инtсрполrцlrоннtlе услоаrл в них нс зада -
отсr.

Исполь!уi tGpr.rнu ýl rxagrr PtE tr1, Qa = tra . Оче-

в].дфо, услови, (2),(6), (7), налагааlrg нs бaaоa8в (Dtфкqrи,!u-

полнштсr.

.2. Прrr r.rсслсдо!ании tФнотонности Gплайна S9(X), *a* n

э ý2, будея использо!ать относхтельнýэ эелlчинч ПлrДaai .

_ . а) П!,сtь _ _D* } 9a. Тогда на отрсgкG [lrrЭal lкcar.

o!"J{t) = 4,(')1t) =о, г.0,1,2,з, х сплайн 8дась !u-
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Dоцва€тс' t лrнaйнУD OУнхцrD. llo ле}r.€ 2 lrсловиa эго r,pxoтoн -

= о,

iоGrи н. [alrxl+l] п.aе, !идз

qrnr+(1-pt)цr+r-3sO. (24)

В част!юсти, при pl= qr= У2 это дает область Цд *

'rд+, S б . 0чсэlдю, }€рввaнстaа (2l.) rсеrдa i.охю !uпол-
нйть nDr дост8точно tвrur Qa l 1-9a , когда сплаЙн прибли-

taGtc' к спл!Йнtl пСрвоЙ стэп€ни.

0дна{о налliчие пDrr,оrм}€йнtх отр€ахоr у rраФика сплайна

не всегда прие}U!еяо на п9вктrке, лоот(ж]/ нужно исследоaаlь l.

lторуD зо8r.ошность .

б) Пустr Pa_S !a. _М, 
построен.rя гранrцr Гa обла-

Gти Ga np1 т€ lэrrqдJ gапldе.. cl,lcTcr.y (l2), исполь -
зул ooDr.yft. (l t):

q.- т з-Р.а.--f-дЪ.---l
^ .i ' {1-эл)'

]-..I
е

3(q - т)а
,
l

3(т-р
+1 (1- рr)'

+ 1 = о.
),

д

_1t q

из пеDэоrо раaенства получэaх

t-

ПОЛУЧаеli УРаВНеНИе Г

[".Ч. _ ЬlЭ. l ,[u. _Е Ф] ,ta
ь l

(1-р )'

Тaк как на крявой Г- вцtолнrотс, условия а_ S О ,ll
bt Z О , прrчеr одювре.{енхо равенства rilr€oт весто только в

точхз О., $ис. 2), то gнrr.€наlе,ль 9 этой Форнуле отличен от

нулr. Ъдстаэпiл Т !о второе равенство, после преобразований

9 виде:l
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azbzaJ+ШaаrЬ.* ' *'
q't (1-э.)' oi

ь_ t =о ,
(1-э.) Э

(25)

где

п
ш

3( q.-p.)'

ч](r-эr) Э

11

ч] (l-Bt)'

в плоскости Bl'Bt+t

l, Bl , CtrDtrEa эависят от параrlетров

Из (25) с помоO|ьD линейного преобразования (l0) }lotxнo по-
лучить уравнение Гa

l.(шr-1) 2+ 2в.(ш.-1 ) (п.*.-1)+ С.(п.*r-1)+

+ D*(n.-1)+ Е.(шr.r-1) = О, <26)

где коэiDФициенты Д

Р, r Qa.
Итак, Г, есть кривая второго порядка. Ее тип опреде -

а
ляется 3нака1.1и инвариантов, которше r,totкHo вUчислить из (25) :

3( s.-p. ) 
е

т =--Щ',tl -;FТ'

I _5 l
+

Ш,

al1 ,

ч!(1-е*) 2
.)'(1-рt

?11
.Дrl (ФО

Так как rra ' 0 , то все кривче, описчваейuе уравне -
ниеrl (25) (или (26)), действительнч.

Условие Irr= О является приэнакоtl параболч. Так как

в области интересупцих нас значений O<Pr<qr51 в вч -
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,

рахении ral первшй иноl|(итель полоtкителен,то признакоr4 па-

раболч является равенство нулD второго }4ношителя. Разлагая его
на два соl|ноr(ителя, получаем равенство

€ (я.-э.) t11+ 
---! 

--

frТ {сьрГJ

=tЩЗ-_L- _1_1 =о.
[Yс](r-э.)' Tn'- 1tr-э.)']

t]O-э.)

r_p оrrисьaвапцее в единичноll

квадDате плоскости
(Ч*rl-пr) пару

кривýх Ье и bf
(рис. 5). Для значений

9a l 1-Рл иэ об-

ласти Ьеш (искло -
чая линии Ье и bf )

и!tее}r lar)Оикри-
вая (26) есть эллипс. В

частности, точка ё
(Р.= О, Q.= 1) со-
ответствует 9лrlипсу для

кубического сплайна (рис.4). Дhя областей аЬе и bcf (ис-

кл(,qая линии Ье и bf ) вцполняется неравенство Iaa a О
и кривая (26) есть гипербола. 0треаок пряrqой ас ,гдё pt.
- Q. , СООТВеТСТВУеТ СЛУЧаР СОВПаДеНИЯ ДОПОЛНИТеПЬНuХ У9ЛОВа
сплайна.

06ратиtlся к первону инвариант!r. На отрезке пряr.rой аС

ийеем Irt = Q Это характеризует пару пересекашlихся пря_

t
а

f

о

Рис. 5

a

зэ



rцх, оАна и! KoтoDrrx aсть грaн}rца (24) областl G_ . 8 точке

Ь ' гпе lra= Ira= Ь , пр'r'ш стано'ят"' n'o"ilen","*,,
Рэсс..rоtрин }lec(oJtDкo прarфэроa.

Прсдваритслlно oTBCTrra il дaа aопросa. Пер!raй; g кахrlх

точках плоGкост!| (Дal Цlаr ) np".a" Дl+t = Д1 napaaa-

кает границу 8 о5ластr G ? из (25) и (l0) иrезн

+

t ц

з(ц -1)

si(l-рд) еr(11.) llr,

+

0тсода Пr.1- 9тоточкa

А
-Ц.+

t-i
0

( t-э. )
+

]}t.._.l =о.

1,rlтороеgначgl{lс

в1= з [1-2pt(l-sr) ]/ [сr(l-сl)'*П!O-П.)-

- р.(1-q.)'-11-ч.)э!-2э.(1-ч.)+t]. tzrl

На ,!ихи, аС Рд= qr , Дr= 3 .

В плоскоGти (q.rl-p,) рассхатриq].}Gi npi,fle Р. ,
- l(1-qr), k z о ' , ni*oo-,.. чере8 точку d(1,1):

Второй !опроG: иr.еет ли ооределэнная э (27) оу}.кцr, Цl ,
- пa(Р,r9a) экстр€rrушl на 9тrх прrl.х, и Gслй д., то ка,

киа? для этого подсчrтч!аеra Цl Hil 
'lдlфxrax 

прitqх

3 [1-2k(l-qt) t]
п Еl

t+(1-в)2(1-ч.)'-(1*ц)(1*r'l(1-qr)'

ДirОФсDенцируя 9то !Iр!хсфr€, получаСв

dп
_l= з(l+вt) (1-cr) [2-3(1+k) (1-ч.)+2в(l<Jr) (1-q.) 3]

d9. [l+(1-t) 
t (1-чr) '-(1+k) (1+kа) (t-s.) ']'

'l,



Отспдs слсдуGт, что dДДqr= О r дrух случаяхl

'' 9, , 1 , что на 9rс.5 оrвечает TorKc (1 (случай ку-
бlчGсхого сплайха) , д. = З.

z) 2 - 3(1+k)(r-l.) + Д(l+k)(1 - ч.)' = О.
После пqдстаювки сода Е = Эa/(1-1a) поr|)tчаех уравrениa

кри!ой 5h1 в плоскост" (qirl-Dl) фис. 5):

[2э.(1-ч.)- 3](1-q.+ р.)+ 2 = о.

Эта криваr рaспоmlена сийraеrр}rчно относlтельно пряюй

1-р.= 9r и прохqА,.т чGрG' точк,| д[+,,] , 
'[,,*],

э (o'oplx дl - з/ [,-*-J . r," "[+Д, 
3;ГЭ),.

которой Д1 . l + 6 <3. Сrraдоaar*ьно, это лtlни, rxнro !, -
toв эначенrй ц

КрrвG Ъо

д+i

t

Prrc. 6

, а ! точке d(t,|) orrl и..аDт tакGп.уr..

и Е пGрссекaDтGi с кризой 5lД r rorr -
ках, бли8ких к ш (о.4346, о,8fr22' ц д (o.&i22, о.4346).

п

на шс.8 хrобDшэ}f rDанхцJ

Д теперь п9и!едar прr -
}.iePI. По Форr.t лаr. (l5) рас-
считанu гDаницI областей

С}a , соответствуцrrэ точ-
кам drhrЬ на plc.5, т.е.
дугa элл.lпса м, цбБaсс|(rх
сплайноa, дуга gллlrtса с .alt-

нrхальной длrной ваJрй полу-

ocrr и пряrая (plc.6).
На рис.7 }r!обрап с ф U

границч облaстaй Ga , со-
oraaтcтl!,пв To{Kar. d ,

Цо Ц на plc.5, т.е. 9л -
лarпс, пaрa6ола l. лрrl.ая.

о6rЁстсй G 
д, 

Gоот!зтству.,ц}ra

г]

э
п

точкаi Or с, tr е. т.a. снооа 9rut|lПС, пa!,a6олa, rmaрбоr,tа
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,

l+'

,

о

t+1п

Рпс. 7

Рис. 8

,
1

И ПРЯ.,.аЯ, параrшельная оси Цt. [lоследняя соответствует слу-

чар, когда оба дополнительных узла сплайна совпадают с узло}r

сетки Х , что не предус}rотрено определением базовчх Функ -
l

ций t23). Поэтому прямуD следует расс,,lатривать только как пре-

дельное положение гиперболrсоответствупllих интервалу (,rg)

m l
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]lm практБaеGкоr. поGтроен.1.1 r.oнoloн|flx Gпrrаlноэ Sп(Х)
лр.хqдхтGя эltбlpatt lначэния Dal ga. Как эiдrо lз plc.6-8 и

сrrо.aтричнUх ].r ко}фrrгураqrй, gоотaстстaуцriх от]Еаках прir.l)(

ёч l (ý (рис.5), 8дGGь по cpaaнGirra с кубrп.gски|о. сплaй-

Haaot поr!ляоlс, допоttнrтqлDнЕ ф!!рр{остll. Глазl{ая из них !а-
шDчаaт€я a Tor, что если ютt бr qдно }rs aqдах|tlх знaчaнrй

,l , 'Оa*, 
йехLчa 

', 
то сjцеGт.),Dт Рa l_Qa , мя котор$(

Gплайн будст юютоф|fr. пси З€ [алr **1j.
Если Ic в! > 3 , aL' , 3 , то нуrrrо .rбираtь нrи-

более поАхqдilу! пару Dt, 9л , ала ртороf, гр!Ёrча облаgrи

проходrт бл.dе * ,**. (Ш!rВОaar).л Нglрх..вр, aсл]l

1 незнaчlrтельно пDaвосходиt 3, а Ш| слестrенно болr-

.J

l+
rG 3, то rraaт сшсл arбrрать Dl , qt .r о.(,ЕGrности To.1K]r

Pr = 9r= О (To.rKa "a|l на p}rc.5). Тоrд. грr{rцсй областrr Оa
будет дуга г}rпсрбоrra илх прiкlя, проlФд, !.a бли!ко оt точкh

Цt = Цt+, = 3. lъсле чеrо, (8к r a сдrчra к!,6rческlх Gпл5l-
ноarос!цествлrетс. проецrроlaнrе на эт!/ гран]llц, тоr.хи ("l ,

al*r) . llr.eeт сlryсл приrЕнrть только А.ухпDоходнlй алгорrтr.,
a6о нашlцшrе усrрarя мя qдяопроaqднопо 8лгорliтraa дaloт чrсто

цбr.чaскra сплай}l,.

3. lhя эgrукrrх l.GхФlllх даянrх услоlai эl|t)aклостa сплай-

rta опDqлелiDtс' тGо9еrrой 2. Пои Uборе Цl' [l+'
по Фооliулаr (5) условrrв lrrrуклости ашr (20) спмйна
рaсот зlд:

Ui > О, еспr 1 = 1,П-1 ,

, наalри.€р,

sе(х)

[ fr_ 
rJ.i..i*.,, cls 

[o| 
-r]u:_',..", t=ЕJй.

эт, нерaaaнGтaa .сarд. ..о!Ь .grолнrrть, r<огда Ui 'о
1 = 1l!-1 . . ДGйGтrtтельно, эслl ýt = 6!*r, ,о non.."."

,7



Pr = О , а (l1 вчбираеr,l достаточно ltаль.I. Наоборотrесли

Ь! 
= 

О!*r, то Qa = 1 , а Pl берется блиэкиl.l к еди-

нице. Такиl.t образоtl, возlоrlность реlцения задачи гарантируется

введением одного аополнительного узла.

ý6. Рациональнче сплайнч

I. Базовше Функции

tз
o.(t) =

Фr(t) =

Тогда

(t-t)'
1+Qrt

Ф.(t) =
,.28)

1+эr(l-t
где -' a Pr r 9a ( о , пороl(даот рациональнне сlлайнн

fo(x) . Дл1 вь.числёний удобнее поль9оваться представление}t

этих Функций в виде:

,

),

el(t) =ffi-t-Ёt _ 
l{l.*qi,

(1+э (1-t) а__+
e'lE+et(l-t)] pl

t29a)

*'frn.lr-", _ 
1+3рr+ре.

р'д

е (t)
(1+q.)' 2t _ 1€9r

= _.-Ц_.=-Ф 
т

,
1

ф:(t)_ 
(1*Р.)З 

*2(t-t)_'*n,,
e'ttl+p1(1-t) ]2 Pl ei

38

r29б)



oi(t) =

Ф!(t) =

e!'(t)= -

2(1+q .)' з
t.(1+в.t) qt

э.[1+э.(1-t) ]' pt

ffi, Ф,],(t)=

2(1+э.)' 2

6(1+р.)'

[1+э.(1-t) ]С

(29в)

. (29r)

(ю)

с пряlюй

а - l/2.

l'

Форхулч (29а)-(29в) непригоднч для вtчислений при Pt =

- 0 или Ql = о, и в это1.1 случае следует исполь3овать непо -
средственно Формулч (28).

Функции (28) определенш на [0r1]. Для них внполняотся ог-
раничения (2), (6), (7), используе}tьв при построении rioнoтoнHux

и вчпуклuх сплайнов, т.е. применины ,вl.ll.tы l 13-6 и TeoperrB t,2.
2. отметим, что oi(O) = -(3+9r), фl(1) - 3+Р..

По формулаl,t (l5) с учето..l (8), (29б) и (29в) получаеr,i парамет-

рические уравнения границы .области Ga lюнотонности сплай -

на ýх(х)
0граничиися сиa.tметричньa}i случаем Р. = 9. r т.€.

фr(t) = et(l-t), o|(t) = -pl(r-t), -o'i(tI 
= p'i(r-t) .

По Фор1,1улаr,l (|5) получаеrr

..= 1+{tоi{т) - (2+чr)q!(r-r)],

цt+l= 1 -1[(z*ч.)е'i(т) - o'i(l-T)],

а.= -[о!(1*)+1] o]i( т)-1 9' 1т)+1] 9,i(l-T) < о

В силу симr.,tетрии, пересечениD кривой (30)

Цl+l = Цt , очевидно, соответствует значение
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m
t+1

э

о , пt

ц

Рис. 9

Рис. l0

!+1

,

m l

ll0



Тогда

!r=1+

прй pr l ql

пto,

п

(2+q.) l

2(1+ч.)

1+
=1+ (3| )

2toi(r/2)+r]

Фrнкчrrя Пa(9a), чa€(-1;о), их.ат едlшствсн.flй 9кстрэ-

aiyri-r.йHllцtx прrl Qa= О ,что Gоотaaтстзуст кубttчсскоaaу Gплай-

ну.При q! ( О и 9з > О граница обл.стr G! раgдвиг!ется.

IlDrr sаАанruх. 
"Оa, "l*' сначалa проaерiеr, попaдaэт ли

ови a облаGть ,'lоиотонности куби..ескогg сплайна. Если да, то

Dr = 9r Е О . Еслa. нет, то ql ].8xeнteTc, так, чтобu 8а -

д!нlФaе 8начGния "!, "la, окэ!алl,.сь в области ..онотонвости

рaционального спл!Янa. Хaрaктер изriенaниi rDавlцr (3О) э aTorr

сп!rчэе показ8н фа рrс.9, где иаобраlснr границI, соотвеrст!5rэ-

Цr'lе 8ХаЧСНrЯr (lд- -|/2,0,1. 3. 5. 9. Taxrrrr способо,. цель

!ссгда будст аостиrнута.
доаaтьсr поr.€l€ни, !аданнrх ' 'l*,t

! область aolloтoнHocтr| !lоцно рa8лllчнUr{}l спосо6aaaar.Характер гра-
нlц (l5) показан на рис.l0, ll. 8 перэоl. слt/чае пр}rфrто Pl -
- 0rцr эторо+r - Рl - l; анэчени, qr . -|/2,0,1,r,5,9.

по
п

Рис. !|

l.t

п



3; Усr.rоэия вцrукrlости внио сплайна Sj(-) ,

при заданип Dt , Цt+1 по lDорt|улаи (5)х€ [I1, ia*rJ ,
соглаG.{о (2l) инспт вид:

О! U О, еёrur 
:, 1 = 1rш-1,

(2+э.)О! . .i..,, Ois (2+ч*)о]*1l €Gли r= [l].
(32)

tЕсли всa, 6 > О , то зти нсравGнстве зсегдa riotнo вш-
t

-Qr'
(34а)

t34б)

oi(t) = t[6+фtt+э!tt]в -9

оl(t) = -(1-t)а[3+ч.(t-t)]е

фi(t) = t[з+:;.t;g-Р1( 
r-t),

9';(t) = (1-t) [6+Ф.(1_t)+o!(r-t)r1"-qrt,

l( l-t )

цz



oi (t)= -[о * lBq.(1-t)1 yq'r(r-t)'+

+ l'r(r-t) Э3.-qr' 
,

Фi (,ч)=[о + l8D.t+ э э|t'+э|t'1"-Рl('l-t) .

(34в)

,q/,

a

Функtlии (33) определень. на (0,I). Ihя них вшlоrtняотGя ог-
раничения (2), (6), (7), а, 8начит, приriениrФl ленмч l ,3-5 'ч

ft(x) Аается

Формулаtiи (l5), где Qt оrrределяется пd gqрмiлр (7), а про-

и3вoднue6азoвьrxФyнкцийno.ФopЦyлаl.{134а)и0l6).:
В сиr,чrетричноI сл/чае Dl = 9t G}юr! получаен ФоIDlrуль.

G0). В точке пересечёния границч с прfrrой Цl+t = Цt 
., 

по-

лучаеи значение Цrl аадав€ехо€ п€рвцr. paBcнcтBori (3!).Пqастав-

ляя в него значение 1LO/il, согласно (34а), находин

ц =1+t q
z- f,.(О+л.)э

Так как

то Функция Пa(Оa) при qr€ (-1 rо) и}Еет единстэеннrй

эftстреиум-mининун в точке q. = О, что соотэетствует KlЁrl .
чёскоl,{у сплайну, как и в 

"ny"i'" рациональнш( сплайнов.

мя данного типа обобrcннчх сплайнов .loilHo вчскааатl те

rе сообрахения, что упе бши Gделsнь. . в случае рационajънraх

сплайнов. Это проиллострировано на !ис. l2-!t0. На рис.l2 иlоб-

раrенч границьa областей Ga , соответствушие сихlвтричноrrу

лз '' .''

dд l=
ё{.

.[о'r* !.ч.* i.e!,)"



ц!+t

гl

о

о

п

п

г]

гл
ц

Рrс. !2

l+.|

п
ц

Рrс. l3

цl|



случе Dr = 1r - -,|l2,0, |, 3, 5, 9. на

прqлсtаaлg|lt| фёGхaisaэтрrч|flG слt/чаr: Dл З О rr

aтaeTcTlaнllo, a {ll п9инх}.аст тa ra знaченrlя,

рrс. l0, !l.

prrc. |3, l4
Da=tr со-

чlо B нa

дt+t

a

,о пl

3. Услоrия .tlуклост1,1 сплаlна 8"(:). хе [xa,xaarl ,
при !ад.юl}. лд, дt+t по ОсDr,чл!х (5) nrcoT crrore rш (32),

|Фто9Uе .(хно !g,|олнlть прr достаrочю болlсих D1 r elr эслl
ai , о, 1 - 1r...r П-1 .

Рис. llt
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