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С.И. Фадеев

}lатематическое l{оделирование явлений, присуцих пленочной

электромеханике, связано с необходи.lостьо исполь8ования числен-

Hux rrетодов иссrrедования нелинейнчх краевчх задач для систеli

обчкновеннчх диФФеренциальных уравнений. Характерныl.tи при}iера-

ни являртся задача об определении напряхения срабатнвания пле-

ночноrо электростатического реле, нелинейнuе колебания порll|ня

в цилиндре, наполненно1.1 газоl,t, под воздействием электростати-

ческих сил. Эти и другие подбнUе проблеr.rц в области цате}iати-

ческого ноделирования каталитических реакций, теории горения и

т.д. послушили поводои для разработки предлагае}tого численного

,€тода решения нелинейннх краевьaх,задач, отличительной чертой

Koтoprx является l,iнoxecтBeнHocтb решений как отражение гисте-

резиснuх процессов.

t. Пусть требуется найти компонентч

i';:r)

rr(х) , у.(r),...
(х) вектор-Функции У(l) на конечноli интервале

скалярного аргумента Х , удовлетворяOщего условия}t:

хе (а,Ь), 
} = f,.,(xrУ1 r..., JrD,Q},

dУе 
= f,a(rryr,.. о. уо rФ ,

dr
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}=fo(x,y.,,..о,Yr,Q),
в.,[r.,(а) ,... ,уо(!) rчr(Ь) ,.. . , y.(b),Q] = о,

B.[vr(a) 1... 1уо(е),rr(Ь) r..., уо(ъ)rQ] = о,

во[v.,(а) l... ryo(a),yr(b),..о, улФ) rQ] = о.

3десь Q - скаларнuй параметр, f* n tt, i = !,r2,...
...9 tl - достаточно гладкие функции (например, дваtlrды диФФе-

ренцируе}rые) по совокупности аргунентов в некоторой области их

определения. Функции Blr82l...! 8а представляот Д

независиl4чх краевых условий. Полагая f,a n tt KolrinoнeнTa-

liи вектор-Функции f и t, запишем краевуо задачу в вектор-

Holt виде:

ý = 3(x,y,Q) ,

g(с,РrФ = О,

:с (l,Ъ)

сr = У(а), р=у(ь). (2'

(1)

В частности, краевче условия (2) могут задаваться

при Х=а 1 З=Ь;

I(crQ) = О, r(9.Ф = о,

т.е. а = О, Ь = to . Возмоlкнu и другие вариантш

краевых условий.
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независиriо

(3)

где 1 и ! - вектор-Функции раз}tерности Dо и Д- Цо,
иr4еШlие КОr.tПОНеНТН 1r ,Ia , . . . r Ino И 8.1 ,r2 ,...
..., tц-пg соответственно. Если правая часть (1) является

0l-периодической вектор-Функцией по I , то для отuскания

Цl-периодического реlцения ставятся условия:

y(o)=y(to), Ф)О, (4)

эадания



06ычно в определении правUх частей (l) и краевьaх усло -
вий (2) участвует мнох(ество napa|t{eTpoвr Среди них вuделяется

пара}.етр Q , если представляет интерес поведение решения

У(-rФ крае9ой задачи (|), (2) в 9ависи}lости от значений

паранетра Q . ЭФФектпвrь," средствоli численного построения

этой зависиности служит liетод Ньотона-Канторовича-РаФсона (ме-

тод кваgилинеаризации) в сочетании с пr,оцедурой продол{ения ре-

шения по пасаr.rетоу [1 ,2].

пу"r" r[оlх) - вектор-Функчияi котQрая ,"ФIет слу!{ить на-

чальнuн приближениеr. рещения крае9ой задачи (l)-(Z) npn ,е*о -
тор(Я значении паракетра е = Q . Тогда согласно l,iетод/ ква-

зилинеаризации строится последовательноGть векто9-Функqий

,[.J1:), Е = 1,2,..., сходяцаяс" * y(x,-q) при t..oo,
и определяе!rая как 9еuения линейнuх kpaeвux задачi

lr = о,1 ,2 ,.. .

du 
= л[t](х)ч * 

"[.)1*) 
, t€ (а,ь) ,ltir } tsl

B[r]o(") t т[.]о(ъ) . ,[.J = q, J

где для удобства использованц обозначения:

ulx) = Tlr+rllx) ,

л[.J1-) = t"{х,т[.1{*),Ф ,

,[rIlx) = tlr,1[.l1r),P _ r[rl{r)T['J1*) ,

6[.J = .,.11[.l1";.1[.l1b),ý) ,

1[.) = g,11[.)1.; ,1[.)1ь) ,ý) ,
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*[rJ = g11[.l1.;,r[rJlъ) ,ý) * s[*\[*J1"1 -
_ n[.J1[.Jlb),

гае f,", gе, бр - соответствуцllие натриtlы як<6иана. Предпо-

ла.ается, }Tor краевая задача (l),(2) имеет реllrение при С .
= ý , " tloJlx) - 

""*rор-Фу"*чия, 
достаточно близкая к

У(-rФ , так что при лобои ts } О краебая задача (5) од-

нозначно разрешив" []]. Иrп"п словаt{и, однородная краевая за-

дача, ts = 0,1,2,"..

Ф = д[.J1*1ч , х€ (а.Ь) , 'l

'lx } ,u,
s[.]о(а) .1[.Jo16; = 9 J

ихеет только тривиальное рещение, или, что то хе са ое, суще-

ствует оlраниченяая натричная Функция Грина однородной краевой

эадачи (6), в Tortr числе и краевой задачи

* = лt*rо, хе (а,Ь) ,

зz(e)+Ez(b)=o,
(7)

гве l(Х) r 8 и lI определены на решении У(Х,Ф:

8=

l(x) = f"(х,ч(",Ф,О = 11, д['Jlr;,

в.(r(в,Ф,у(ъ,Ф,Ф = 15 g[bl ,

т = бu(у(а,ý),у(Ь,Ф,Ф = ц [.J
1-0a

Отсода следует одно3наtlная разреФимоGть линейной краевой эада-

чи относиt€льнироизвоАнuх rо(Х rФ по Q речlения ( l ) ,

(2) при Qзq:
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ч(=) = ,q(=ý, хе (аrЬ),

dТ=д(х)ч+Р(х),
dх

Вv(а)+Пч(Ь)+Ф =Q.

(8)

3десь Р(Х) и ф - векторы производнýх по Q :

р(х) = f*(х,tr(х,Ф,Ф ,

4, = вц(r(а,б) ,у(Ъ,Ф ,Ф .

как известно, условие одно9начной разрец!иltiости краевой

задачи (8) имеет вид:

аэt[вс(а)+Ео(Ь)]lо l (9)

где О(Х) - Фунда}iентальная l,tатрица рещений уравнения

ёЗ 
= д(х)з , rс (е,Ь) .

dх

Считая условие (9) выполненнци, приведеl4 вчрашения ./iатричнчх

gункций Грина Оо(х) n O(xrt) , З rt€ (аrЬ):

со(х) = -(r)[во(а)+ Eo(b)]-r,

O(x,t) =

cr(xrt), l Sx <t ,

G.(x,t), t (r sь ,

or(x,t)= -о{х) [Ео(а)+ тФ(ъ) ]-Ъо(ь)f'(t),

G.(x,t)= (х)tт-[gо(а)+ во(ъ) ]-ЪоСъ) }о.n(t) .

При этоl,t решение краевой задачи (8) запиrлется следушlим обра,

t

зо!i:
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Y( -) = J
a

c{x,t)p(t)at + со(:) ql. (l0)

из огранич€нности "ор" C(:,t) n оо(х) , а такше

npaBb,* часrей P(t) и Ф в9те(ает ограниченфость

9сктор-Функци, производнчх рачения ( l ) . (2) по пара}.етру

при q,ýцч(х)цSI(л.

Hopм

Hopaiu

с

начально€

l!аг по

3нание произэqднUх по8вопяет qф€ктивно аадать
приблиtrение реrrrенил (1)r(2) npn Q = б+ ДQ, есл"

Q достаточно мал, напримерra виде.

,[oJ1-) = у(:,Q+ yQ(t,OAq .

1[rJзатеп !новь строится последовательность
. 1,2,..., сходяlаrся " у(:,ф, Q=ý + дQ,

(х), L -
при Е <о.

и, кроме того, lвчислrетсl 9ектор-Функция пJюизвqднчх реOrcния

по пара}iстру q r т.д. Tera самчн чиGленно строится 9ави-

сиr.ость рещениi (l),(2) от паракaтра Q на заданном отрезхе

LQrQJ по Q , если на кaцдои цlэгу и}iеет lr€сто суq.стэоэа-
ние ограниченной Ф!rнкции Гринa однорqдной краевой задачи (7).
ПЬоqессу продоlrсния рсlдсния по параr.етру Q MolrHo дать с,ле -

,DlЕц)ю гсоrrстрrчесФ/D интерпретачrD.

в

"" у.
-NcpHoH еэклlrдово}a пространстве

грaоикоrr ре]енr, краевой задачи (l),(2) при задан-

(x.Yr , ...
)

нон !начении парахетра Q является гладкая прост9анствaнфая

(ри!ая

уrо уr(8,Фrу.=у.(t,Ф r..., у.-уо(-rФ. Qc I

tlепрершно псняя Q , rru получrфl гладкуо поrерхность

6,i:.
Eq,

ц€ликоr4 состояц!/D из прострaнст9еннuх кривах . При это}.

каllдо.у 8начGнхD парайGтр8 Q соответстсует единсi!енна, про-
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СТРаНСТВеННаЯ КРИВаЯ ýQ , ПРИНаДЛеХаЦаЯ ПОВеРХНОСТИ Eq .

0чевидно, плоцlадь полосы поверхности меriду двуця пространствен-

ныriи кривчr.и| задавае}iыr.и рещенияltи у(хrФ " у(хrФ ,

е€ týr=a], такхе rrожет играть роль параr,rетра Q .

oтriети'4, что полная априорная инФорr..ация о существовании

решения краевоЙ 3адачи при заданно}r значении паоаl"етра Q = ý
иiaеется лиlль в исклочительнвх случаях. Поэтоиу продолll(ение ре-
шения по пара}iетру Q r,lox<eT бчть исполь3овано в следупцей ти-
пичной мя нелинейной лроблеrrв ситуации. Пусlь известно, что

п9и некоторо значении парахётр" q= Qo , q€ tб,6], ",
t otliel,' численно,или Fпе точно,найти Y(t,q) , и в то хе вре-

tiя способ "aо"rr" '[ol{*) """"rr.*о"о 
приблиtхения решения

у(Srб) не известен.Если в достаточно rаалой окрестности Qo
рещение диФФеренцируеr.о по Q , то естестве"но пDедпDинiть

попчтку продолrить решение y(:,Q) о, Q = Q" ао q = ý
и этиr.i способоt{ получить У(ХrqЭ. Ппп этоli процедура про -

долr(ения рещения по napatieтpy носи'l характер численного экспе-

римента, которuй не всегда заверщается построением рещения

У(rrФ: оrет, наприl.,iер, оказаться, чrо при q = ý п"rч-
ния краевой задачи не суцест9ует вообце.В тох случае,когда б
принадле)хит упоi|янутой окрестноGти \ , пOодол*енrе ое,ле-

ния по параlqетру мФ{но расс^rатривать, в частности, как способ

задания начального приблиrения при решении нелинейной пробле-

rя (l),(2), где q = ý. Иrо.л" g тех хе целях параметр а
вводится искуссrвеннь.r4 обраэоr,i t"r. [Д,S]l.

Вполне возйохно, что в процессе продолr(ения рещения l(pae-

вой задачи (l),(2) пара}iеrр Q попадет в достаточно иалуо ок-

рестность собсtэенноrо числа краевой Еадачr (7). При эrоa.r крае-

вuе 9адачи (5),(8) становятся плохо обусловленньоiи, в частно-
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сти, с приближением к собственному числу неограниченно растет
Hop..ia решения краевой задачи (8) . Поэтоr.rу для того чтобы за-

дать очередное приемrlе}tое начальное приближение 1[О J1*) О"-

чlения (1)r(2), },tы должны.{ельчить utаг по Q, м"длен*о прибли-

жаясь к точке ветвления рещения ('| )r(2) по параr,iетру Q. Ter.t

не менее, иногда удается избежать затруднений вычислительного

характера в такого рода ситуациях за счет регулярного обраще -
ния к параl,{етризации в процессе продолхения речlения.Прех(де че!|

дать определение понятио параметриэации и очертить те нелиней-

Ные КРаеВЫе ЗаДаЧИ, ПРИ ЧИСЛеННОltl ИССЛеДОВаЁИИ КОТОРЫХ ПаРа}rеТ-

ризация эФФективна, остановиl.tся на примере нелинейной краевой

задачи, л,tоделирующей работу пленочного электростатического ре-

ле, а затеi4, используя этот при|!tер в качестве иллlострацииrсфор-

мулируем предлагае,,rый вариант параlrrетриэации.

2. Рассмотрим краевую задачу:

х€ (о,1), dУr 
= у. ,

dxe

1".= а , (ll)
atx (1-уr).

r.(о) = yr(1)

описывающую положение гибкого натянутого электрода пленочного

электростатического реле в зависиl"tости от раэности потенциа-

лов, приложенной к неподвиlilноrlу и гибкому электродаl.,l. 3десь

Q - napar.reтp, пропорциональный квадрату ра3ности потенциалов.

3начения прогиба отнесены к ширине зазора реле, а расстояние

от центра сиtttметрии прогиба отнесено к полудлине электрода. В

краевых условиях учтена симметрия прогиба. Предполагается, что

зазор ..1ного рtеньше длины электродов.приведем точное решение за-

дачи (1l) в виде:

= 0,
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l=yr(o), оsд<1,

GТ**(y'.il=*

c(r) =

JЪгко показать, что

(1-Tr)(l-yr)+ (1-rrn
/ 1-л

! {r-DB', B=tБ-+ (1-rIл Цб .

\Б

t

ra(r) - онотонно убыва0,1ая с ростои

п Уr(Х) .Т"* что значение l .

lз

Рис. I

! бувкция и Уr(О) =

= Yr(O) 9полне задает параболообра9нуо lDop}ry прогиба ги6-
кого электOода.

}lHoжecTBeHHocTb рецrений (lI) наглядно представлена граФи-

Kotl Функции q( Л) на рис.l. И9 граФика следует, qто при

Q < Q. (Q. = О.ЗSl краевая 8адача имееt два рещения,

а при q ) Q. речlения (l0) не суцествует вообце. При С -
= Qa , определяпце ||напрякение срабатuэания'| реле, проис-

ходит ветвление решений. Пусть Уr(О) = l. соответсlвует

Ql
qr

е

ллi

аб



Q., Ъ =0.3SS3, и Q= бaq., np"u", ý оr""-

чает значение Уr(О) = r, прr""дп"*r*"" реrеrrо с Й"-
lлиll значениеr. У(о) , ,.е" у другого решения. тогда б on-

ределяет |'капряжение разхыканияl' реле с'|безразмерфой|' вuсоtой

контактного столбикаrравной 1 - Т .Сrрarr*""и отt{ечена пет-

ля гистерезиса, характерная мя работrl пленоrrного электроста-

тическоrо реле. качественно такой х(е вид иftiеет 9ависимость

e(D для краеэой задачи:

ayr

atx
х€ (о,1),

dу_
----: = уdх

(l2)

,(есткость гибкого электрода, пропорцио -в которой учитывается
2

}iальная о . По-п

Функция с наксиr"rумоli

9,

(t-y' ) 
а

У.(О) = у"(О) = у1(1) = lr(1) = о,

dу"
:-=Уr.,
ojк

" 
dУп

о 
-=у_+alI

periнeмy У
у.' (о) .

., 
(Х) - *о"оrо"rо ).бнва|Olцая

занныяи

Проследи..t на этом прийере эа различнýr.и ситуацияl"tи,

с Численныl,t построенией реiления краевой

riетодой продолхения решениi по пара}lетру.

свя -

задачи

у(х,Q) 3аметил.t,

y(s,q) =

= 0. Из рис. l gидно, чtо продолхение 9ешения по парайетру С
в сторону его увеличения 9озйо)l(но лиltlь до некоторого 9начения

Q = Q1 < Q. . Пчсть Q., отвечает 7\ = rrr= уr(О Лr).

что при Q=Ч=О точнчн решениеii является
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Чтобы избежать затруднений вычислительного характера при даль-
нейшем увеличении параметра Q, связанных с ветвлением ре-
шений по пара!tетру Q при Q = Q., выберем Д в каче-
стве пара}tетра, и, начиная с l = Irr продолжиl"t решение уше

по параt"iетру l вплот" до I = 1 . При этоl.t r,iц не встретиl'i-

ся с ветвление,it решения по пара!iетру л в силу однозначной

ЗависиlчОсти Q от I . Более того, t"lы }rогли бы продолх(ить ре-
шение краевой эадачи по 

^ 
до I = I , при Koтopottl а =

= а ,начинаяс 2b=Q.
Такиr.r образоlч, целесообразно переФорлrулировать краевые за-

дачи. (11) и (12) к виду, где параltетром преобразованной крае -
вой задачи будет lL , а cooTBeтcтBymlee еrчу значение Q най-

дется из ре:.цения. Например, Br.lecтo (l2) будем и}rеть:

х€(од), }=".,dх

dУа 
=a[Е у' '

dУl 
=drУ0'

о.а=у.+ Q 
,dх . 

{1-чr).

уа(О) = ул(о) = yr(1) = у.{1) = о,

trr(O)=l, os2b<1.

(t2,)

Процедуру выбора пара},rетра краевой задачи для продол)хения

решения с цельо избехать ветвления решения по параr,rетру Q и

свя9аннуlо с этиr.r переФормулировку краевой задачи 1,1u будеr,. на-

зывать параrqетрйзацией. В данноl"t примере параl,iетризациlo ri|oжHo
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осуqествить представлениеt (l2) в виде интеrрального уравне-

х€ (о,1), э(х)= уr(х), Е(э)= (1-r)-2,

ь (l3)

J(х) г (х ,t)г[г(t) ]atq=r

где

а

1(xrt) - ф).нкция грина qднородной крае9ой задачиi

г (*,t) = {Г
Lг

,(:rt,o ) ,

.(x,t ro ) ,

tоh;_сьt+(оhf-llоьf,l

О s 8 < t,
t < r S 1,

[аь j_cbf,+(ob $-rl*

Г.(Х ,t, o)=1-t_ о
l
э1

п
а

1

Гr (х rt,о)=1-*- о t ].о

Теперь, чтобы получить l0орвулироgку краевоЙ 3адачи, сооlветст-

вуOцуо (!2t), достаточно в (l3) полоцить I= о и эосполь9о-

баться равенствои

l = э(о) . q Fо,t)г[r(t)]аt
0
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для исклDчения Q . в результате ПРИХОДИlt1 к уравнению с па-
раметром I следующего вида:

Jrtr,t)r[r(t) ]at
t

r(х) = l tT]
( l4)

1

Решению

вычисляеr4ое по Форr.tуле:

о

r(Х , l) уравнения ( 14) отвечает значение Q( D,

Jг{о,t)г[r(t) ]at

J гtо ,t)B[B(t, r) ]at
0

Аналогичное преобразование имеет место и в более обrцеr,r

случае, когда нелинеЙная краевая задача иr,|ееТ вид линеЙного

диФФеренциального оператора с нелинейноЙ функцией, содерlкащей

napa}reтp Q. Пр" это1.1 предполагается суlцествование Функции
Грина линейного оператора. Численное решение уравнения (14)

было получе"" . [С].
3. Дприорное определение параметра A' при лара}tетризации,

как это было в paccrioтpeнHo..t примере, далеко не всегда во3мож-

но. Возвращаясь к краевой эадаче (1)r(2), мы всегда будем рас-
сlч|атривать в качестве возl"tо)(ных пара}rетров для продолх(ения ре-
шения как параметр Q ,rак и коllпоненты вектор-Функции У(Х)
в некоторой точке Х = Е интервала (аrЬ) . Получив реше -
ние краевой задачи типа (12) или (12l), следует вновь обратить-

ся к процедуре выбора, как r/tы будем говорить, текущего пара

метра, краевой задачи (l),(2), по которому решение будет про-

должено на lчаг.
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0становиritся на процеАуре выбора текущего параметра. про-

стые рассуждения показывают, что если решение_краевой задачи

(1),(2) диФференцируемо по е при Q = Q,то это решение

диФФеренцируемо и по параметру I = Уa(Е), Е€ (аrЬ) ,

при А'=I=yt(ErQ) , если k-я компонента вектор-Функции

V(x) = va(Хrб) , 8 = Е, отлична от нуля. Иныr.rи словаr.rи,

У(ХrФ можно интерпретировать как решение краевой задачи

хс (а,Ь) , ýе (а,Ь) ,

t" = t(x,y,q(r,)), 8(с,вR(r))= о,
dx

r*(0 = r

с пapaмeтpor.t I при I = r, определяюцей

y(x,D " Q(;) . При этоrq у(хД) и

ренцируелiы по л r т.€. линейная краевая задача

r(х) = rл(х,Г), I€ (а,Ь),

ý = д(хh + Qл(-Л)Э(х) ,

sr(а) + Er(b) + Q,(-л)Ф = о ,

r.(Е) = 1, g е (а,Ь)

однозначно разреши}tа.

Действительно, решением (16) является вектор-Функция

r(x) = ч(х)/ч*(Е)€ Qл(-Л)ч(х), v*(0 l О.

(l5)

вектор-Функцию

a(il диФФе -

( 16)
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Предполоlкиtl теперь, что существуот два решения (l6), которые

обозначим через ,[rJ1*), сГ]til " ,[.J1"), q[л.](il.
пу,сть w(х)= 

"[rJ1*) 
_r[.J1=), q=Qlr](fl- q[.]tП

и Т(х) /оrqlO.то.д" W(х) иq являlотся реше-
нием краевой задачи:

хс (а,Ь) , Ее (аrЬ),

9Ц = д(х)п + Ф(х), r.(Е) = О,
da

Sr(а) +ТW(Ь) + qф= о

(1 7)

Если Q = С, то W(Х) 
= О , в силу того, что краевая

задача (7) имеет только тривиальное рещение. Пусть q l О .

Полагая в (17) П(Х) = qO{X) , сразу убецдаемся, что

tO(X) 
= 

V{X), в силу однозначной разреши}lости (8). Но со-
гласно Kpaeвolty условип (17) Шa(Е) = О, что противоречит

предположеник) V.(Е) l О .

0чевидно, верно и обратное утверrкдение. Если решение крае-

воЙ задачи (l5) диФФеренцируе..iо по параметру 
'[ 

при l = l, и

е{I) l О , то это решение диФФеренцируемо по пара}rетру

Q, т.е. краевая задача (8) однозначно разрешиr-rа при Q = Q =

= е(-Л) ; б ё€ реlление пропорционально П(Х) ,

ч(х) = г(х)/qл(I), e/-D l О.

0тсюда следует, что рещение краевой задачи (15) диФФеренцируе-

}to и по параметру Р = У.( n) , Пе (аrЬ) , если J-я
компонента вектор-Функции Y(Х) отлична от нуля при Х = Tl.

Таким образом, решение У(ХrФ краевой задачи (1),

(2), полученное r"iетодо!t продолжения решения по пара}tетру Q
(и, следовательно, диФФеренцируе}tо по Q ), может быть продол-
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жено по параметру r = у.(Е)
краевой задачи (15), если

(х)

как решение Y(X,D, Q(D
V.(0 l О . Выберем для этого

достаточно tчалый tлаг по I . Метод квазилинеаризации, в кото-
porvt начальное приближение решения y(:rr,) , I = r + Д}ъ ,

имеет, например, вид

,[ОJ1*) = dx,l) + rл(х,ilаl ,

q[o](,0 = а(Г) + Qr(Dда.,
позволяет наЙти рещение (l5), диФференцируеl"tое по параметру

Л . И так далее, если всякий раз из решения краевой задачи

(15) будет следовать, что a/il / О

Как известно, обусловленность краевой задачи (8)rили (16),

определяется оценкой норl.iы }rатричной qункции Грина, С учетом
(10) реrление краевой задачи (16) иrtеет следуощее интегральное

представление:

ь
п(х) = J at=,t)p(t)at * Q(*),9 ,

в
где матричные функции Грина

нальны C(X rt) " Оо

ý(x,t) qC*l

fr(x,t) = c(x,t)/vr( Е) , Q{*) = co(x)/v.( 9 ,

vJ0 / о.
Поэтоl"tу переход от текущего парацетра е с производны}iи

V(X) рещения краевой задачи (1),(2) по пара}rетру Q при

q=б ктекущему параметру Л спроизводныltiи *ý)_9"-
шения краевой задачи (15) по параметру l при I = Il Л =

= yt( ЕrФ 1 ц€л€сообразен, если 1 ".( d | > 1. Прп

этоl,t краевая задача (16) оказывается лучше обусловленной, че}t

(8). Приниrqая во внимание это обстоятельство, можно предло}t(ить

ростуо процедуру выбора текуцего пара.,rетра краевой задачи

!),(2).

и

соответственно:

ПРОПОРЦИО-
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Пусть из реlцения краевой задачи (8) известна вектор-Функ-

ция V(x) п

1чr(0l=n1x тхlyl(х)l = n3xltv(x)ll

Если 1v.(0 l > 1, rо Л= у.(Е) внбирается текущи|l

пара}tетроli. В противноtl случае реlцение продолкается по парамет-

ру а . Если найдено решение краевой задачи (|6), то опре -
деляется

1 гr(п) l = n;х ||T(x)tl

, |wr(п)l "о"""пваетсяс ta/D1 пусть

1гr(п) l > lел(D 1. тогда н = чr(п) вuбирается

текуциlt1 параметроr.t, " z(x) = w(х)/wr(п)- - "rо 
вектор-Функ-

ция производных решений краевой задачи (l5) по пара}.rетру р
при }д= Е " Qp(P = Qr(D/lr(d, Т, = rr(П,il
В противноr,t случае решение продолr(ается по пара}tетру Q с ис-
пользованием производных v(х) = г(х)/ел(D по параметру

а.
4. Пусть Q = Q. - собственное число краевой задачи

(7), принадлеrкащее отре3ку по Q , на Koтopo}l численно иссле-

Ауется решение краевой 9адачи (1)r(2). Предположи1.1, что приме-

нением пара1.1етризации получено рещение Y(* ril " Q( I)
при Л=Ь краевойзадачи(15)и а(lс)=Q.. Тогда

Q{}.J = О , а краевая задача

хс (аrЬ) , Ее (а,Ь) ,

ýЦ = д(х)1, Ма)+тl(ь)= о, (18)
dr

l.(Е) = 1
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однозначно разрешийа. В этоr. случае при Q = Qa иrrеет яесто
ветвление решенrй краевой 8адачи (l),(2) по параветру Q того
ке типа, что и в краевой 9адаче (l2) расс|,lотренного прlлера.

Teri не raeнee, параriетризаqиll позволяет непрерц9нUr4 образоi. про-

долrить решение э окоестности Qa по параяетру r= Yt(E) .

иaiеет вид, представленнчй наПри это}r граФик оункцп" Q( !\)

рис. 2.

а) 6)

п е

Рrс. z

Ql Q.

ll l ь л

Пусть на интересуuцем нас интервале изценения параa.rетра

Q характер Bos}lolнiax ветэлений рещевий по Q краевой задачи
(1),(2) rолько указанного типа. Тогда граФикоr. вектор-Функции

У(:rФ в (П+1}"ерном евклидо9ол. пространсtве (:,
У1 r... lУrr,l будет гладкая поверхность \ , котооая лrо-

жет ийеть ||нсзаутЕценнвеll складки. в это}i случае суцествурт

значения Q , при Ko'opux краевая задача (l),(Z) ,."", не-

сколько рещений. ПrtоOlадь полосн поверхности \ вежлч поо -

странственнuйи криаьOaи. эадаваелiuии решениями у(х,6) уl

Y(trq), С€ tб а] , GлуIит универсальвu}r лара}lеlрой, как-

доfiу зн5ченир которого соотвеlствует единственное рещение крае-
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вой 3адачи (l),(2). Предлоlкеннuй способ продолжения рещефия в

сочетании с квааилинеаризаций краевой задачи по3воляеt числен-
но построить поверхность Г+'.{,

Oт}rети.,t, что 9 случае разрецlимости краевой 3адачи (l8) }ru

ил,rееri возиокность исклочить вообце параraетр Q иа r.rногообра -
зия текуцих параметров и использовать мя продолкения речrения

краевой задачи (!),(2) оориулировку в gиАе (l5).

пусть 
'[ol1r) 

,Q[o] _ начальное приблшrение решения

y(XrD " Q(il краевой задачи при 1 = f,. Согласно

tlет9ду квазилинеаризации сlроится последовательность вектор-

Функций 
'['11r) 

и значений Q['], Е = 1,2,...,из

решений краевuх задач:

ц = 1[r*rJlз1 , q = qlr*rl, t€ (а,ъ) ,

Щ = д[rIl*ц . 
"[r11*)ч 

* 
"[.Jlx),(ц

в[r]о(е)+ т[t]ц(ь)+ ,9[.Jo* о[*1 = 9 ,

ur(E) = I, Е,€ (а,Ь) .

3десь

"[r) 
1х) = зa{х J[.l{r),q[.); ,

"[.l1-) 
= 1[.11х) - p[*J1-1q[rl,

,;,tbl = цх[ьl(.) д[.](ь),Q[.]) ,

,[t1 = ,[.1 _ q[rlq[r! .

0стальнdе сбо3начения бuли введенц ранее,

(19)
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очевидно, для U(х) ил{еет иесто представление:

ц(х) = о(х)ч(а)+ qV(т) + Z(x), (20)

а

где Ф(Х.l - Фу"да"ентальная 14атрица решенийi

-.9- 1= д[.i1*;о, о(а) = :,
atx

j
{r

v(x) = о(х) Ф r(t)P[lJ(t)dt, Y(а) = о

z(x) = о(х) Jг'{tlп[.l{rldt, Z(a) = о.

Здесь I - едr"r.rа" rrатрица. Согласно (20) векто9-Оункции

U(х) и g определяотGя по нетоАу прогонки, 9 которой кон-

поненть, вектора U(8) и q играот роль параиетров прсaон -
ки. При этоrl рецrения сооtвеrсrвуilцих задач Коши относительно

о(х ) , V(х) " Z(i следует сопрово'lдать процеАурой

ортоl,оналиэации, премохенной с.к. Годуноввв [ 7,8]. (ьрйально

пара}4етрв проiонки находятся из систеиu линейнuх алгебраиче-

ских уравнений:

1g['1 + д['Jдlъllо1.) + [4,[rJ* 1[xJylb)lq =

= _r[*l _ 1[rJз(ь), t2l)

,Э, 
..,(E).rt.) +чr(Е)л = I - z"(E),

где tJ(E) - ко}iпонентч натDицы Ф(Е ). 2""p"rn"o..o 
",n-

стемы (2l) сrrедует из ра3реlltи}rости краевой задачй,

х

е
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5. 0становикся более подробно на численноl.r исследовании

краевой задачи (l),(2), связанноrr с прибли,(еннuй представлени-
ех (l),(2) в виде конечноиерной сисrемш из Х ураэнехий эи -
Аа:

Pr(Ur,U.r..., \,Q) = о,

1:1u"о,":::h,Ф 
=.::

pп(Ur,Ua,..., Uп,Q) = о

|длй

гАе

r

P(U,q) = о, (2z)

p(u,Q) - дОСТaточно aладкая вектор:Функцив раайерности

эr(ч,ф, р.(ч Q),..., эо(ч Ф,с коraпонента и

каlхдая и9 Kotopux является Функцией векrорного аргуraенrа U

разliерносrи ! с коипонеrrа"и UrrUal...r Uý и скалярно-

го аргуl"lента Q [9I. Прп это.. численнuй экспеоиr.ент состоит

э построении вектор-Функции U(Q) , задаваеио* рещениеl,l си-
стенн (22) в предполоfliении, что при С€ tý,ё] граФикоr.r

U(q) является rладкая лространственная к9иsая

(П+1)-".р"о,. евкл1,1довой лросtранстве (UrrUar.. ъ.,h
в

д)
ках изэестно, rладкосrь Iл означает, что ранг йатри-

цu [ЭчrГa! в окрестности р.Ч""r* U(Q) (22) равен tr.

''lри 
эrоr. . iачестве текуцего параi.етра l системц (22) Iия

продолхения 9ешения rioleт буть использован как па9а^.етр С,
если Cet PU l О , ,ак " U, , если определитель riатрицв

[Эо rЭо1 с вuчеркнJ,ты}l !3-,,r столбцох отличен ot нуля.

Поэtояу, раGсватривая процесс продол)rени8 рецrения системu (22)

для построения rладкой пространсrвенной криaой, мч будей сиl"lво-

лиqески запrсьlвать систеraу в виде:
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р(r, = о. det Pr l о, (2з)

подчеркивая, что Л - вý6раняuй текуцrй пара|lеrр, а !- вск-
тор разйерности Ш , среди коlrпонент которого ,,ro,reт бurь па-

раиетр Q. __
Пусть ILOJ - *"""n"roe приблиlение рещения r(r )

(23) при Л О I . То.д" со.ласно нетоду НDотона:КаJтороtича-

РаФсона строится последовательносrь векторов 1tlJ, J -
- l12,..., иэ решений систеiiы л!iнейнь.х алГебраических_ уравяе -

ний относительно поправок ZLJJ * пр"бп"r""rr" ItJJ ,

Px(r[J]; 12[ll = _цl[rJ; ; ,

aetгr{x[llЛ)lo,

1[r+l] _ 1[rJ.2[rI,
сходiцаяса * I(л-) . далее. нахqдитсi вектор прои9водфчх

rл(D иЕ системu

px(r(D,r )Iл = -эл(х(D,D. (24)

Be1tTqp проиgводну* Ir(D испоrrьз).ется затем для задания

ILOJ - началь}юго пf,пбп"*."r" рещения систейь. (23) при Д=
. r+ дr , наприriер,в эиде:

1[о! = 11! + хл(-r)аr ,

.де ДI - достаточно l,tаJъй шаг по tr , и т.д.
Дя вьбора текуцего параr.етра систенrr (22) ro!{Ho предло -

шить тот )rе спо€о6, qто и при продолшении 9€Uения краеаой 9а-

п."п (t),(Z). Пу.r. I.. Дa l... , \ - Kor.rnoHeHTu векrора

I,a drt'/аЛ,drс/СЛ.... , ЧУал - ко'.понент'. аек-

при I = i. 0прaдепп.. r,tакси,альнуо по моАlaло Kolt-раI
'\
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поненту вектора Ir

*l =*,ll*l ,l*l ч
alл

Если
alx lll
dлl >1 ,то Р=Ir - новый текущий параr.rетр

I,
срсди

х1

систеr,ru

a(v,rJ = о ,

где Y - вектор разliерности , составленный, как и в

из коr.понент вектора U и паранетра Q после выбора

них текуlцеiо параr4етра Р . Так как коцпоненты вектора

при 
^= 

Л известнн, то

aц (ц ,dr
=J = _J,/-+ , 1= 1,а,..., ш+1 .сlц dл/ ал

напойний, что среди колrпонент ве(тора I rro*eT быть и пара -

neтp Q. Согласно (24)

dp oet Ро(V,D 
IБЕ(,Еl хlF

-л)(
al л \=l

эт оl.лу

ёеt рт(х ,D l о " |d/ёлl_ __ > 1

:.let рч(ч,Е)l > laet Px(x,r )l>o ,

по-

па-y.е. йатрица Рч при указанвоr4 пра9иле выбора техуцсго

раметра обязана быть не9ырошденной, Если

то текуциr4 параr.t..т9оя по-преr{неfiу остаеrся Л
|dI_{,,.лi < 1 ,

Зайетив, чYо в процессе продолхения реФения систеиы (22)

параветр Q моlrrет принивать значения Q = q. такие, что
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dеt PU = О . 0дrако если Ъ - гладкая пространственная

кривая, то решение систеr4ы в окрестности Qa мохет бь,т ь

продолжено по текуцему параiiетру l, , отличноr,rу от QrB ви-

де рецlения системы (23). 3аэисиr,rость Q о, l в этоl.. случае

представлена на рис. 2. Такий образоlа, пара}tетри3ация позэоля-

ет построить часть aладкой пространственной кривой i{еl(ду двуйя
особьO.iи точкаtaи,

отсчиluваемая от

принадлеяацих

если таковьlе суцествуот. Мrна луry. EQ ,

точки (бЛ(б) ) до точки (q Л(Ф ) ,

\, 
является универсальнсв паранетроl.i систе-

r<u (22), каrrдоr.rу ,3начениD которого соответствует единственное

решение систеiiu (22), в то Bpel,iя как' при заданно}l 3начении

иохет суцествовать несколько рещений.

- разре,rенная l.{атрица, то в отличие от вариан-

q€ tсл]
Если D

ta парахеtризации, в которох используется иетод гаусса мя вч-
явления IT линейно-независиraцх столбцов иатриqu

предлоuеннвй способ позволяет уr{итuвать структуру йатриqь.

что суlцественно в отноl!ении числа ариФ етических операций, не-

обходи}iЕх для решения линейнuх алгебраических уравнений G яат-

рицей

iieTpa

Э1 . Действиtельно, после определения текуцеrо пар! -
)t= I*l Ц = 1ir..., Ш+1, для построения Р,

[эч,эaJ

[Bu'
"q],Рч,

достаточно вычеркнуть ts-й столбец

нив при этоl.{ разреr(енность l.iатрицы

а = хr( Ia( ..о

Будеra считать, что на

D

06ратиrася lеперь к краевой эадаче (l),(2) и расснотрия ва-

риант приблиIlенного представления краевой 3адачи в виде систе-

мu (22), которуо в этом случае будем назuвать дискретной мо-

дельо краевой задачи.

[lycTb I_ - t-й уэел сетки из разбиевия отрезка
l

[a,b l на П часrей:

( I.a1= Ъ r h=х _l
J+l

Kalglora и9 отрезков

, сохра-

J,

l0l

[х., x,.1J ре-



шение краевой задачи приблшкенно представлено кубической пара-
болой Sr(х) , прини}rаuцей нб концах отре9ка заданные зна-
чения:

Х€ [x.rx.*rL

вr(r.) = yl о у(=.), }{=.)= 
fl= f(x.,yi,Q),

8r(x.*r)=yl+1 о у(х.*.,), }(*r*or=f 
t*l -

= f(xr+rrYt+lrQ).

В середине отрезка

fх+х 'l h
,, L*:J = i t"r* yl+')+ Ё (rt-

Воспол ьзовавlлись Фор}iулой Сиr.rпсона, получиl,t :

х
l+1

i'rtr,"1*),q)с* - 1д (t'* 41L+l/ z* f,r+1) ,

=t

,r+ 1).

(25)

где

l-l+1/ z - эд-д
х.хt, t+1
т- a

,,,[+ .]

в результате приходим к следушlей системе уравнений вида <22>

раз.{ерности Ш = (ш+l)п относительно приблиlкеннuх сеточ-

ннх значений уl rУ? ,..., f*, вектор-Функции у(х) ,

I02



g(у',у'+'rQ) = о,

yr- уа+} tr'* M'/"*fa) = о

f_ f+r+ 
Ь. 

1з.* ц.+t/z* f.+r) = о.
6

1z0)

(27)

0чевидно, дискретная !tодель (26) позволяет найти приближенное

решение с погрещностьо порядка Ц", . Ь = Т Оa,

на решениях краевой задачи (1)r(2). },lатрица PU системн

(26) имеет ненулевые блоки размеров ПХ Ц только по главной

диагонали и ниrке располошенной побочной блочной диагонали, а

TaKlKe блок в право!i BepxHe}t углу в силу краевого условия (2).

0тметим, что аппроксиlýtация решения краевой задачи ,6удет

характеризоваться погрешностьо порядка Ь , если B}tecтo

вr(х) использовать параболу пятой степени ý, (Х) ,non-

[*.,r.*, Jнимашцей на концах отрезка ааданные значения

Br,iecтe с первой и второй производными, а в..{есто Форrrулu сийп-

сона (25) взять интерполяционнуо Формулу Котеса, точнур на

l..tногочленах пятой степени [10]. При этом дискретная модель эа-

пищется в виде:

B(yr,Tl+1rq) = О,

yr-ye+ \ ztr+зz 1Э/ \1tz t'/ z+зzt?/ \+ Ёа)= о,

+ 3zf+'/0+ 7f'+2) = о.

90

уr_ эl*r+ 5( ,** з2g,+1/ \+ п р+1/ 2 
+

a

90
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здесь

f 
i+ o1J

= t(x,Br{x),Q),

В,(:.) = yt- flx,)

1= 1,2 ,...,в

в (r
в l+

+5з l+t

J = 0,1,2,],Л;

у!+1о у(Х.* 1) l

199 1r_ з9lr+'|

* = *r*{ h,

r) =

an (х q59

.+{Ь.)= +h +в t5l2

27|

2

5l2

l02ц

t+ l+ if l+t

5(f r _ fr+1)

*hi

i
2 0ц8

l+l

2 0q8

r+f

tbrsr(xr+ ; hl) = +
32

*hi g lf t +'|1+

бц

ýr(х.+ .i h, ) =
5 + q59 +Ь з9ft_ l89fr+1*

| 02ц

+27

l

ly l,+ ll+
9*hi

fl = f,(xl, yl.Q) ,

з} = з"(r,,чr,Q),

f t+r 
= f (=.+r,Yr"'rQ) ,

fJ" = f(-..r,yt+',Q) .

ноххо полагать, что на рещениях (27) }rатрица яв-

систеrrы (26) с нор-
[вч,э"1

ляетсl во3l.{уценной riатрицей

}rой 9озиуцений порядка {a-
вччисления коriпоневl матрицu

[эч,Эal
, и использовать послеАнро для

Р- на итерациях при решении

(27) по }rетоду н ьотова -кавторовича -РаФсона , 0пределеннuй такиl,,

l 0ll



бразоя l.iодиФицироgанный itетод Ньртона позволяет эФФективво

строить решения дискретвой модели (27) практически с те}rlи 
'l|е

затратаliи, что и (26).

6. {lрограмl,iа BPR-Q, предна3наченная для численного иссле-

дования краевой 3адачи (l),(2) лiетодолr продолкения решения с
параr4етризацией , подробно описана в [ll] Brrecтe с примераiiи.Об-

ратим вниlliание на ocнoвHue характеристики проrраIlil.iы:

а) Экононичноqть по числу ариФi{етических операций, фус -

ловленная выборов варианта naparaeт ризации, позволяt]tции, в част-
ности, учесть структуру ватрицu якобиана.

б) Ввсокая степень аппроксиttации решения на неравно|{ерной

сетке по х .

Е) ВозмФхность адаптации сетки в процессе п9одолrкения ре-
щения, что позволяет строить решения краевой задачи с больutи-

рlи fрадиентаraи.

г) Воэио,хность численного определения конпонент t'iатрицн

f", 8,, " 8u.
д) 8 процессе продолхения решения по текущиi{ пареиетрай

проrраi{ва строит решения при заданном значе}iии параметра q ,

а такке для Q , при которвх происходит вет8ление реOrения по

параr,rетру е.
е) Допускается случай, когда правuе части r(x, y,Q)

имеот конечное число разрывов перэого рода по х при I =raJ,
J = t,z,... [lри этоl.i достаточно вклочить xJ в }rассив уз-
лов сетки ло х .

эФФективность работЕ програйяu провереиа на большоr,. числе

нелинеЙных краевýх эадач и9 ра3ных областеЙ прилох(ениЙ, Неко -

торые пDимеры, которне йоrlно рассйатривать как тестъl, приведе-

ны в [ll].
гlоявление|.i этой работU авт9р во l.iного1.1 обязан с.к.гоАуно-

ву, с Koтopцri обсуrrдались проблеi,tu статьи, и вuрахает ei.{y глу-

бокуr) п Dизнатель ност ь .
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