
лOгикА и сЕнАнтичЕскOЕ прOгрАfiнировАниЕ
(8uчислительнче систеrru)

1992 год Вчпуск 146

ук 517. l5

сЕйЕиствд с ЕдинствЕннOи пO3итивнOf, нуйЕрдциЕп

С, С. Гончаров

Систенатическое и9учение в!rчислиr!,tuх нукераций бшло начато

по инициатltве А. Н. Колмоaорова i22]. А. Н. Колrrогоровчх они рас-
сraатривал},сь |{а{ естественнше сенантики яэвков прогрg}ia{ирова -

ния. I!ричея сводиr.ссти ну}rе9аций расс..lатривались ин как транс-

ляции л9ul(ов. 8 результаrе интенсивного изучения }aногийи авто-

рами теоретrко-нуr,lерационнuе исследования естест!енньп,r образои

сФоDtlировались в новое актуальное направленис классической тео,

рии алrоритt4ов и наll|ли свое отрахiение ! хонограФии D.Л. Ершоэа

t2 ].

В данной работе изучается пробле^{а суцесlвования и чис-

ла йиниl,iальнвх нуr.ераций семейств рекурсивно-перечислихнх
(р.п.) MHo|iecTB. х.Род(ерс [|9] определил длi севейства Е

всех р.п..aноrеств aкrлурещетку !(е) эсе" ее вtчислиttllх Hyrie-

раций и начал ее и9учение. Р.Фридберr [4] установил,что для €
существурт однозначн9е вuчrслиiaýс нуме9ации, а Н.Пул-Эль [l8]
заaiетила,qlо однозначнl.l.и всчислиraч и нуtiiерацияraи определяDтсi

э Е(е) лtини.,lольнgе элеl.ентurи дока9ала, что их cyiccтBye?

по краЙнеЙ }aере два. В 9тоЙ lrc работе она ставит aопрос о су -

цесrвовании яиниrlалвнчх элеl.ентов, не определя€ralх однозначннr.и

gur.ислийdми нуr.ерацияl,tи. Д.И.Ьльце! [ t 3 ] rэел понятие по!иrlt!-

ной нумеDации и пока3ал, что ео тахr(е определяотся r.ини..альн9е
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элеr.ентu, а D.л. Епrов [3] начел для этого Gеrейст!а r.инri..аль-

нЕе элементll, оп!ЕделlеJ.уе позllrrэнllraи, но не определясraче од-
}lо9начнчr4и вччислrluriи н)rверацияaaи. Б.Хуторецкий [9] устаноэил
суцествование r.иниiiальнl|х 9леraефтов l не определяеrauх позитиaнll-

ми нуверациями. Такиra образq..}при изучении для полу9€gетк}r L(s)
селiейств р.п.raнопеств хинrйальнUх элеrентdв вUяелилоGЕ три ха-

рактеристик, ц, р, п: ч - число неэквиэаrrентнl|х однозначнtх,

р - число неэквивалентнuх поgиlивннх и ц - qисло liиниraальнalх

нумераций. В [6] бrло усrановлено суцGствование сеr.ейств точно
с двувя феэквивалентнчr.и одно!начнýlr.и вччислипц.и нуrе9ация.iи.

Несколько поздrcс [8] ф.ло докэзано суцесrво9ание бесконGчного

числа неэквиваленrнсх aюзитивнýlх ну}aерацrй для сеraaйств с одно-

значной guчислlфaой нуrерaцией, но б€з наиr.еньцего элеaaaнта !
D(S) , "в [7] бr,ло сконструиро.ано сеrейсlэо 8 с сдинстэен-
ной с точностьр до эк!rвалентносr, одно9начной arчислихой ну -
r.rерацией, но беа, наиr.енылего элеr.ента " r(s).

Вопрос lrе о воаa,rопноa чисr!е по3итивнUх и raинивi|льнчх н!r-

r{ерац}rй остается открнтr|r.. Вперэrе эта проблена бuла сФорl{ули-

рована в [l2], хотя ср€ди специaлrстов она обGуlдалась и ltноrо

раньце. с.А.Бадаеэу [l] уАалось найти ряд усло!rй на сенейст!о

8 , когда из суцеGтвования даух следует с)цествованrс бесконсч-

l.юго числа не9к!lэал€нrнIх позитивнtх нуiеDацrй. Иr BucKagtaa-

лась гипотсза, что всегда из суцествовавиi д9ух нсэквrвапснт -
нчх позити!нtх нуriерaций следует их бескохсчность. В этой ра -

боrе сдслан первUй Uаr э поilrтке опро9еDгнуть эту гхпотеg}.. А

ихеню, хонстр)lируетс, G€raейст!о В, п.ешее едrнGтвефнуо по-

зхтиaнуD, }lo не Bal+aGHLllyD aччllслtцlо Еух€рацlф. Данна, тсоре-

r€ покаgша€т, что э тGорrхG [8] о бескохсчностl по!Nтt!нlх
элсrснтоa мя сеNейстa с одноgначной, но не }a!}+aaньчей нуacрa-

цraсй в€ raolcт бUть ослa6лaфо. усло9иa одфо8фачностl. на по8итис-

носlь.
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тsiп. обраrо., ахтуальнчri, становятсi слaдучlие вопросу:
t. 8ерно ли, что Gеrrсйстaо с по8итивной, но к€ наии€нtUей

эIчхслrоaой нунерацrвй nreeT бсскоrечно ,lного виниraальнuх эле -

"c"Tor 
r Ir(8) ?

2. СуцGстalrот л' сеrlейстaэ 8 с единственнчlt 1lининilльнч|l

ЭлGr.еriто}r в Ir(S) , но без наинсньшего?

'. 
(и.А.лaвроэ). с)цGств)rот ли се..сйсtва с дэуri поаитив_

.ш... ,у"срацrr*r?
4. (С.А.БадаGв). cylecтlyoT ли сеl€йGт!а с дlу'iя ииниваль-

нtr.и элсr€нтан, . Ir(S) !
Теперr r.r| введеи ocнoвxraa опре,деления и обо8наченчя. Все

необходиrr..G понятиi по тсорrи алгорrтrоэ lrопно найти э [tl],
Iю тСорrrи хlr}raраqий - в [2]. Напоrrни.r здссь часть иа них.

Пустr l[ - r.Horecтlo натуралLнrrх чиссл, а 8 - сеrrейст-

!о D.п.iноцеGтa. Нlrrrерацией В назIвaетс' отобраtlение v иr

П на 8 , НуrrеDация v вааrвастся !Iчисли..ой, €сли шo -

recT.o пар ((Пrd 1 ! € ч(д)} р€курси.но-перечислиliо. Ну-

r€9a||ия у сaqдrтся к р , если с)цествует Dскlrрсивная Функ -

цил f такая, что v(!) = Fr(D) мя лйuх ДrЦ € lt. Оп-

р€дGлиa дrlя сGr.ейстa€ ý rrHmccTro !сех lьlчl{слиl.lх нt7нсрацrй

& (в) . предпорrдок 
= "" 8(S), опрGаеленнuй эrой с.одh-

HocTbD fiуr.Gрaцrl, нl Grро.ir. полурсJaтку D(ý) , оrоr,дссrзл""

,кalaалснrнUе н!rrср!цr]r отвоситgл|ю этого прqдпорrдкa. Будсri

Haruaaтb aс полуреll€тl(ой Рqдrсрса car.af,cTaa 8 , Назозеrr ну -

,.э9ацхо v r.инпал}ноl (нr}Ф.сlrlлЕй), есл.. cr.elнrй шасс в

содерrций эту нуr.Gрaц]оr l.]iнш.trtcн (нrиrrэнrлий) отно-

сиtaльно 1.8стrчвого по9rдка S , опDоАзлснного нa clltlнIx

Нуrcрsq.r, Harulaaтc, поrитr.aной, ссли aa

шaсGах сlqлиraостlо. нуl.еDaцхя xarlalCтCl одно!н!чной, если

v(a) f v(B) м, ,!бr.х в l! с tr.
по л!6ой ну..aраqиr l' ,.I опрaдGлясх н!rrraрац..оtlн)r! эraи -

гтЕпI]птгп 1ч
н!rr.Gрaцио{наr rкa..aaлaфтносtL рсl(урсиaно-перечислиrа.
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тЕOРЕм. суцеспвуеп седейспво р.п. лlоrесDв с
еdчнспоенной поэuпчвво вdчцслццой налерацчей, не 8€-
ляrоцейся наuдецёцей.

Построение искоriоrо сеriсйства ý ведется по Uаrав. На ща-

ге t мu конст9уируеrr дtя ,Iбого ! ковечное вншество pt(n)
и часть позитив}lой эквивалентиоGти flt , прrче" pt(a) S
Е рt+l(П) " rli Е 1t+1.I"**o. сеЁейст.о 8 состоит rrз

t{ноцест. F (п) + U pt(a),. р(п) = р(в) тогдэ и только

тогАа, коrАа (пrц)с n и пэ V rlt. отсода i.u .юлучэе}. Gс-

мейство 8 и его по3итиэнуо нуйерацarо lД с по3итивной Hy}re -
рационной эквивэлентяостьо 'l . Так ка( KJlaGc всех n"p (Vri)
таких, что v - вuчисли1,1ая нуr4ерация некотораго севейстэа ,
n - ее позитиlнaя нуr.ерационная эквивалентность , не вr.taислrara,

то a.U сrроим прэд!арrтельно 9цчислиraое ссхейство.,ар
таких, что

(vo,no)

va - вьaчислияая нуraераqиi;

nD - позитивная эк!r{эалснтность , причев ц S т" i
для ,rобой пaг, (v.n) ,акой, что ч-.t|чrсли..a, по-

зитивнаi нуraерацr, нaкотороlо сс}aсйства р.п.!.нопaст!, а п -ее
позитиэная нуaaерационвая экlraаltснтность , cylecTlycт В TtKoa,

что va=v и ч = п . Д, этого сеraйстta ra сGтgстзсн-

ньш обраЕо.. !чбlр.с.. аппроr<сll.!ц}р конечЕuви парахl (чjrп|)
TaKyDr что

!)
2)

3)

ч!(п) s vt+ 
t

п
(ц) tr.E n:*'п

v (д) =U vt
t!

п n =Inl

н!.r.срачиD !, коtlстр!i.ирJе}. так, что р нс crqдrrтc, х tl,
ю v Hy}repyeт то te caioG ссr{ейстaо 8.Дпr достпзнrl этrх

усло!lй нa чэгэ t будст оllрaлрлятlc, коlraчнa, Фrфхцr, ?r
так, что дл, л.6о|,о D с!цестз!,Dт о(Д) t Цr or(B) ,
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р(п) = v9(n) , прlrчеlr каlцrй класс ну}.ерациофвой эхlиaалент-
носrи П содерlи, 9-образ. Из этого услозия следу€,, что U
H)rrac9yeт то х€ тахос сснaйст!о. Чтобr добитьG, несaодил|оGrи |д

х v м, каlдой рекурсивной Функции fo иа некоторой вuчис-
лr}aой нуr.ерацrи аGех частично рекурсивньlх Функциi, t{u будеи

подбхроть попаDно-Dазличнýlе знaчения

что л(а' ) = ... = р()l v(ar) а

Д' l..

) , но ,айдtтся
тах,

l такие,
Дп+2

LI
что !

--U
rat li

9сaх числах, и

(д l' to(ar)ч(д
il
п l ) А AJ.

Б€3 условия единст!енности позитйвфой нуrерации этого r.ч

r.огли бta достичь без особого труда, aaбрав пару элеr.енто! 1
и J так,.то 1f| , f:(i)=l,tfi(l)=t, мя
котоЁlх на tлаге t

" vt(J) - pt(J),

Hua Фуфкци|.

вuflолненьl ра!снства

после этого на |лагс

yt(t) = pt(t)
t +1 опрсделпть

Ur+i(t) = y|r+r(i) = pt+,|(j), vt+r(l) l vt+i(j) ц

на эlих aначехиrх v и F ylre болruе не будеЁ из^aенять. для

еаaнст!енфостl. поaйтraяой нуr.ераqии р l.ч будеr. мя лЕбого

в такоrо, что 9D Hyre9yeт то е сQr.ейство В, а Ъ, его

ни.е9ацио{ваi экaи!апентность, конструироaaть по щагаи конеч -

в|D

ct так, что н8йдется t_ TaKoG,--a D
- частичная Ф!aнкция, определенная почти

что

на

aать ед1,1фстaенность позaтиaной зrчислlяой н!trерlции. Oднако с

этrt.поGlроaнисххо|Фrrхктуa' нaобходrraостl нарудать сэодr-

юсть |t к v дл, л!6ой рG(!r9сиaкой Ф!rнкции fa . lrroHHo

с этой цслrо lrr aaaодrir цGл9й rTaT ан!чефrй Дl r.. . r Дл+з '
чтобl lсmDтитr Gaqдrl.оGть |Д ( u посрGдстaо}. Функцrrr f..
Ч"обU rспортитD rTy сaодraaосtr, aar qшаali для aсaх эrих aна -

чGниl, коrда aUчислrrс' 
'l..., Дal2r И ПРО'GР'Сt|,Ч'О

р(п) о ч.(с.(п)) . 0тсоАа буд€т слеАо-

нa lccx этllх элaraнтах

'D(Дi) 
= Дa . Еслl это

Д.""
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так, то ухе 9аботrться
t это обна9уrивается,

т|t* 
1 

n проводr" с*лей*у.,

.. = pt+ 1( 
А,, 

+ 2

u ц'(д.).lSп+2 '
После этого для всех

не о чев.

полагаеr,l

полагая

В случае ше если ва lцаге

9се пар9 (аa, аr) а

шt*r(а,) =...
= vt+l (An*. ) +

{ таких, что

) *'(Д., )vt

k 
=а

..., д

t
d, у е определено на этих числах

,.+2 ' ", о|aиАаеtr, когда вччислится, что (*) все парч

и Аr,...

на

}

(а|(аa), с](аr)) попаАаDт в tl. l а пох! этого н€ про -

изоlлло liu определяей новUй щтЕт чисел Д1 ,..., Дп+a ,

на котоDuх эти ct еце не определипись. Ясно, что пока уG-
ловие (r) не аuполнится мя, all , нu не 6)rдет прqдолrать or-
обраt{ение сL на другrе 9леNентц. На основaнии тахого э!|6ора

все новUх и новчх lлтато9 1,1y Аобьевся тоaо, что Аля одноrо r.9

них будет проведено постросние склейки и после этого м'l всех
определеннцх на числах из этого 0lтэта Функцrй сь, k ý в ,

вчполнится, ..rо n"p. (с](Дa),af,(ar)) n.r", J lL. После

этого цЕ проведеii второй этап лостроенил - разнно{ение, эпре-

дслиЕ на lлаге t! 3начения

р''(дr) з ... з }r0'(д,.+а) = vtl(ý) ,

но

ч"tа.)1 р''( дJ ) =Ф дла rce,. 1/j.
Так как k таких, что k S п

нa6орэ Дa r.. .l An*a , не более

" ': 
опDеделенu

а+l,а чr({(Ъ.))
v.(c](ar)) Аля всех 1, j, то мя кашоrо k ,о. -

буеrся найти такое 1

и м, хапдого такого L
, чt'о

rl, paorl.pш raнofCcTa8, полагасaa

v.(c](ao) ) э чt' ({(Адl) }h
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ч(дь ) v(A ) т"* *"* ll'aT состоит из
L

D .}2 чисел, тоl
останется хотя бu одно Дl ,ёкое, что

что уrе гарантируст нарущенrе сtlодиriости lД

v(ao) l v(a.)

кv
!юri Оункции t В то хе aремя с!одийость р

посредсr -

* Ua по-

еслl. на чис-

о

лах А. r...rДпaz бuла л{е опрсАелена Функция { ,a na

H)rriepyeт то хе ca}roe сенейсfво S, что и Р, а Ъ - 
"a

позитивная нупaрационная эквиаалентфост ь . Так как ну изиеняем

строlциеся riнo!{ecrla тольl(о на киких-либо вuбраннlх |лтатах ,
по типу склей(и или разr.нохения, причеra склейка не r.oпeт на-

руlлить сэодиr.оGть, а для ра3a.но ениа l.U добиваеисi сохраненил

сводиr.ости, то эта часть консlрl кчrи по3!оляет соор ироваlь

соодиrrосrь lд ( vl , чlо и гарантируеl едивстaенность ло-

зиlианой аulaисли ой нунсрации.

Оор}.ально€ иgrrcпенис этой консrрукции слеау€' стандартнвi.

идеrв нетода п9rорryarа и остаt lrется читaтеляв.
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