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В9едение

В данной работе премагается достаточно униэерсальнUй йе-

тод для установления классов полнотu дискретнUх ФункциональнUх

'еrtпоральнuх 
лоrик первого порlдка, соАерlацих теrпоральнlе

операторч, мя Koтoprax ивеDт яесто аксио U, аналогичнrlе аксrо-
r.e индукции. Такие теяпоральнUс логики находлт lоирокос при.iенс-

ние для специФикации и вериФикации параллельнчх програrrн (сх.,

напр.,[r]). Oдниlt из примекательнь.х сaойстa премаrаеr.ого }r€-

тода является то, что в результате докаэательстlа пqпнотl ука-
9чвастся..lетод построефия попного lинrтврного ,lсчисrlснlя с эФ-

Фективнц}.и теорсrико-докаэаtl!льстаQннgr.и сaойсtваraи. ||3tccтHo

(наприr.еrr, IZ,3] 1, 
"то'|индукционнче|| 

Функционалrнrlе rarпораль-
HUe логик, пе9вого порядка ,вляOтся непопнвiи. Но оa{и станоaят-

ся полнr.ни (напрrr.ер, [4 ,5] ) посJrе заr.€нч 'Ъксиоr индукции'| ин-

Финитарнultх праaliпаrи, !налоrrчнu..и 00-праэипу. В [O,Z] ncca-

лоraен нетод доказaтельстaа по|лноtU огрaниченноil тGrrпоrаоrrюй

лоrики пgрaого порiдха на оGноaе рaдукции иl.Фl.нитарного исч.,lс-

ленив (длл нскоторuх классоa Форrrул) a Фrнrтарно€ r.rcчliспенllэ.

в проч€ссе этой редукции пр€дrrаrаетс, нскоторUй способ дп, оп-

рсд€лениа "r,rнвариантхчх" Olорaaул. Напр}rraaр, мя теrпоралLвоЙ ло-

гики с опсратоJвЁrl О (слGдуоrr.й) и Е (зсеrда) эtо тsкrc aо9-
rуп| Пr для которвх ts в эов. в данной р.6отa нахоrдG -
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вrе инвариантноai ФоDrулra отоrдествляется с нахо|(дениеra aьlвода

некото9ой Форrаулýl а Финитарноll ,счиGлении 1С, ," 
"одaр*"ц""

"индукциосrнчх'| лостулатов и поэто}iу суцественно более простоrr,

чея исследуеиое Финитарное исчисление мя рассяатриваеriой Teri-

лоральноЙ логики (для разреOrиt{оЙ тейпоральноЙ логик, исчисле-

ние fl. - оаз веrлиrrо1 . ОкаЕuваетсл, что вgводимость в не(отороll

расlдирении исчисления d., - a nc""cae""" &1 (вклtочаtоцеlr

некоторЕе эсц!ёктиэнше "расцсплярцие" пра9ила) является призна-

Kora эквивалентности инФинитарного и Финитарного исчислений для

рассиатриваеlloй Функциональной tеипоральноЙ логики первого по-

рядка. (0т}iетин, что в случае разреши}.ой теяпоральной лоl-ики

инФиниrарнае и Финитарr@е исчисления 
"qля этой логики эквива -

лентн}. бс3 каких-либа условий.) такии образоt , пе9ед Te}r, как

вuводиtь Ооряулу Д в Финиtарноя иGчислении (для расснатрива-
еl.ой техпо9альной логrки), следует, в обцем случае , попробовать

вuвесrи ее в более просто. исчислении ??l . В работе будут

использоваться исчисления rенценовского lипа.
Предлаrается следуDцая cxer4a доказательстgа полнотч Функ-

циональноr; теrrлорЪльной логики первого поDядка: l) посlроенйе

иноинитаоного исчиGления G__ (очевиднur.r обра3ов отрахаоце-
tл

rо се!.анrиху 0асс}lатриваеяой те}lпоральной лоrики) и докаэа-
тельсrоо корректвости и полноtU исчисления G"; 2) оппеае-

ление Финитарноrо исчисления аg , вrводr.осr, в коlороц об-

услаэли9ает способ нахо{дения ин9ариантнвх Форнулi J) по -

строение оинитарного исчисления G (сояерхацего вяесто 0r-

пра9ила правила трех типов: а) инва9иафтньЕ правила, являпцие-

ся п9аэиrвяи типа аналитr.ческого сечения; 6) вспоногательнuе

правила; в) раGчепляýцие правила) и посrроение исч"слен"а 7L,,

nylerr присоединен"л * fl оaa"aпляцlих праaил исчисления G;

t) докаэателrст!о того, чrо еслlr G F 8, то G.o l- 8 ,
Q.rr 8 ; 5) докаэательство To1,o, чtо если Gш F 8 я

И,rv 6, tо GFý.
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Указанная ниже cxer.a подробно проденонстрироэана (ýl- 5)

для случаl| лrнеЙноЙ темпоральноЙ логики с оператора}rи О, D ;

в ý6 рассхотрена возяоtlность распространения этой cxerau для
так наэýваеr4ой сиtlметричной телiпоральной логики (соде9жащей не

только операторч мя будуцего, но и опсраторн для проOlлого), а

Taklxe для тенпоральной логики с оператораl.и кlподaипной tочкиl

ýl . ИнФинитарное исчисление GIIJо

Форr4улra определяDтся традицrоннш. образои с по}rоцьо rrоги-
ческих сиttiволов Эrлrv,1, f rv и тенпорального опе-

ратора Е . B}recтo ФоD}rул вида сЁд (rде Q - оператор

"следушtий") буде}r упоrреблять "индекснuе" {Dорriулýl ДL. One-

Dирование с индексани оп9еделяетс, следуФlим образоti:

rl (Вr)l:= El+k, .д" Е - атоrrарвая Форr.ула, t -
либо ноль (отоше€твляе}rчй с пустuм словоr), либо прои3вольное

натуральное числоi

2) (l 9 B)l:= д. о в., Qc {э,л,ч} ;

3) (Ot)E:= дr+r,
q) (од)L:= о Дr. g € {], О, ]х, Vx}.
0ператор Е удовлетворлет следущей "аксиоrrе индукции|';

Алtr(д эlr) э t]д.
секвенция - вi.раrение вlца Г + Д, где rlД - пооиз-

эольньЕ консчнче raнохесlва (Dорнул.

Инфинитарное исчисление Glo a опсспеляется слеrуцrхи
постулатаr.и.

АКСИOfiА. ГД о ДrД .
праtила вUaода:

l ) теr.поральнraс:

л,Елirг+д
-ЕlД,Го Д
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оаначаст

{г - д, lt }..n (- tr. ),
Г + Д,ЕД

k с {o,1,... }. Эап"сь Гr оанача-где lc€o
lет Дr ro1 t +l

ло
L

Г=l'п , если l k
до,

что

пов-

в } 1r kl o,1sts!;
2) логkческие состоят я3 т9адиционнUх сtбратиrrrх п9авWr

вrэода (наприlер, [S}. S поав"лах (- З ), (V -) в"одrr-
ся ог9аничaние (назчвасвос raиф)rс-норr.альвостьп) на подбор тер-
на t : Tepr t lходит a зaкпDчсние прalrлa; эсли 8aкл!чaни€

праaила на сqдaрrхт тGрноr, тоrдa t = а, гдa е_ свобод-
Hai псрсвaнная;

]) cTpyKTypHre: и8 опрqдел€нхя ссхв€нции следует,

Gtrцa HerlHo содерrит стрlrктуDнче правил! сокраlсни,

торaний и перaстaно!ки.

ВIводu l исчrGлGн", GlEo строятG, традицион}ruh обра -

зо.{ (дл' lctaислений с l0-правилон), т.с. a aиде бесковсчного

двре!а (G конечньO.и зстэявrr); rнсотой !u!ода D яrлrется ор-

динал, опрGдGляеrrй трrдхционнt$. образоrr (напрlrер. [9]) ц

обозф.t аеilй чсрGа O(D) . пустr I - нехоторос исчислениG,

тоrда J l- g будGт означ!тt, что Gек!ефция ý эчrодиr,rэ

a исчхсл€ниlr r.
ЛЕ}tМ ! (допуст.r.ость Gтр!.rтурного пDааила утончaния).

СлеOуил|ве спракпчрное праочло яоляепсл ёопOспlц4ал в

GLo. 
'

ГlА (у),
ЕrГ ,о А.О

дOкА3АтЕльств0. l]CpGrHaHyGrr.ce собст!еннU€ пеDе}.aнн{е

прххен€нхй (- v ) , (t .) " данноr. .ч!оде t.киr. о69.зо..,

,
е
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чтобч они не эходили a П, О. [iосле эtоlо доказательство
проrзэодится индукцией по в9соте вuэода.

Вчвод в какоя-то исчисленrrrи I буден наэuвать атонарнuх,

если всс аксио}iц в эlо1,1 BuloAe и еDт !ид Г, Е + АrЕ ,

где Е - атоr.rарная Фор..rула .

ЛЕ М 2. 
'роuзsольцuй 

вчвоd u G&Ea дохеп бапь

переспроен о апоаарнчй.
ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0. Рассмотрия произвольнуо аксиому ГД {

э АrА в данно.. вtlводе, пусть Е(д) озrа"ае, число Bxor-

дений Е в д; 1(д) - 
"псло 

вхоrденrй всех операторов.тоr-

да доказательство производиlса индукцией по ro0 (д) + 1(д)
(т.е. двойной индукцией "о ( tr(А),1(А)) ) .

ЛЕНlЦ 3 (обрати1.1ость правил вUвода исчисления GьDr)
Пуспо (i) - проuзволDное правuло вавоОа

GIrЕ", В - заtлючецuе праеuла (i),
оо4ёная посалка праеuла (L) . ТоеОа

' GLEa'ý..,
ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0 пров(циri иrцукцией по

лемrrу 2.

D

uсчuсленuа
4роuз-
l-ý.

1

Gт,tr.

o(D) , используя

ý2. Полнота исчисления Gro,
в этой параaраФе бупут установлень. полнота исчисленrя

G!tr", а TaKlrc допустrйоGть пра9ила сечения в G"оa.
цодель l[ для рассtaатриваекой теr.поральной логики - это

пара ( Ш, V) , .де П - упорядоченнал тройка (D,rl,S ),
в которой D - некоторое непустое rrнохество, tl - хноrGство

натуральнчх qисел, S - отноttlение порrдка на Ф; Y - оце-
ночная Функция, определяемая о6ýчньD,r образон (напр""ер, [8, t О]1.

Понятие "l исtrrнна в t( а HorreHT вревени k € о"
(которос будеr. обоэначать чсре8 llrk ts Д ) определrетсл

следушин образоN:
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l) ш,kts тЛ(tlr..., t ) - ( v(tr)r..., ч(t ),
k + 1) < V(P);

2) шд ts trl о VI (1€ о) uд+I ts д.
Другrе случаи опредсляртGя как 9 логике первого порядка

(напринеD, [8,10]). С поIоl|lьD этоrо понrтrя тtlадиционнulr обра-
Зо}r (наприr.ерl [8,tO]) моrно определrть пофятrе обqезнaчиrаой

сскэенциl'.

для дока!атсльства пол

"сихяеtричное'' исчrсление

эаrcноИ правьла (Е .о )

GlE.
нот9 исчислениа G!Ea

GLЕ a a, поrrучаеlloе и9

следуOlей схеriой праэил|

введем

г, 
^lrЕл 

- А ( tr'.. ) , (1е ru).
Г,ЕД -о А

Лусть r - исчисrlение,не содеохаlее п9а!rла сеченrя,тог-
Аа r+сеч будет оэначать исчисление, получасrrое ив I прr-
соединениев п9аlила сечения.

тЕорЕм l (корректность исчислений Gtrgr+сеч, GlЕara
сеч), пgспь I €(GLtr. + сеч, Gоg*+сеч } и Ib8,
поzёа Y Цts 8 (п.е. 8 обцезначuна).

дOкА:iАтЕльство про.одl'l.. rrндукциGй по O(D) к.дс D -

даннUй rфэод) | используя ceнaнTllKy DассNатрива€вой теtlпорэль-

ной лоrихи.

ЛЕt{lЦ Ц. ЛусlrlD 8 - проuзвол.оная секвенцuя, поzёа
лиdо Gtrg. F 8, лuбо 3uДF в.

дOкАзАтЕльств0 проведсн посредстэоr. постро€llrя 9едукцrон-

хоrо дсреaа длл 8 (наприlrер, 1l0]) и с r.rспользо!аниеr сеr.анти-

ки рассяаIрrваеa.ой rеl.aю9альной логики.

тЕOрЕм 2 (полнота исчислсния

о!ЕФ! F 8.
Goor, ) .Если vll t- 8,

ДОКВАТЕЛЬСТВ0 сrrсдует иЕ лен*t l.
пlо
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ТЕOРЕИА 3 (допустиrrость сечения !
ш1+ 

сеч. l- ý , поааа О!Е
ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0 следует и9 Teoper. l и 2.

ЛЕМ}Ц !. f,a71 GьD.ts Б, по Gog., l_ ý.
докАзАтЕльств0. Допустиность прав"ла (Е -) " GEEa,

(а эначит, и справедливость ленrru 5) следует, иэ того, что

GLEa, - ЕА-АЛЕД1 , и теоревн 3.

ЛЕНйА 6, gсли Gоц", l- ý, по
ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0. Сперва индукцией по

ность в Gtrg" следуццего правила:

Gъi]., ). Пуспь

or ts ý,

0rF ý,
докаке}r доп)rсти-

c]дr , ЕА ..А (вЬ- ) .
ЕlДlГ+Д

, DД,Г .о А. приrrенив (0о) к ýr и и*дук-

Базис индукции (т.е. когда 1 = 0) очевиден.Пrсть Gоga нý -

= ЕАr+' rЕАrf - д. приненив к 8 праэило (у) (которое

является Аопустrивм в GlE a )' ПОrtУЧИ|l t ЧТо GLOa r S '=

. Дl ,
l,+ 1

ционное пр€дполоrение, получинr что GTrEro F ЕД1! +А.
Теп€рь докаrlен допусти|.осrь ( Et- ) " GLEa. flycтb

GтrЕaF Е = дr,Елrг - А. П9ивенив (У) х 8 iполучиr,что

GIrEa' 8' = Дl ,Еtt+l,ЕЛrГ - Д. ПDиr..нrэ (О - )

и ( Ett'-o ) к El , получ"*, что Ъоa' ЕД lГ + А.
ТЕOРЕl{А Ц (полноrа исчисления GDЕa). асли Yll ts ý,

,,to G"6. l- ý .

дOкд3дтЕльств0 следует из ,еореr{ч 2 r,r леlrrr 6.

ТЕOРЕ А 5 (допустr+rость сечсниi в %п a ). Пуспь
GlEa a сеч.l- 8 , поzёа СDЕ(|l FВ.

ДOКВАТЕЛЬСТВ0 слGдует иs л€r.r.U 5, теор€1.1 3 и лсlкr 6.
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ý3. Построение ,сч|rсленrя а-

Цель исчисления Й - обеспечить некоrорUй поrенциаль -
нUй хеханиз}. для нахоIцения инвариантной Форйулr В ! Финиrар-
ной правиле вида Г -о ДЛi R оВ1; R -VГ - ДrЕА.

Сперва введен правила вýвода исчисления Иr. Введех "от-
iеченнуо" оор}.у правила (О - ):

д+ trл I+А

1

(В+-),
l]Д,Т + Д

где боковаl Форнула Д* np"r"n" ( Е+. ) будет на-

зuваться отt{еченной Форl4улой, Приi.ен, что (Д ОВ)+ ,=

,= д+ о в+ (ое tэ,л , v)), (од)+:= оД+ (о е

е {r,Vx,3x,tr}).
Ввсдех следушlее правило вьrвода:

Г+А (- trr) .
Г э АlЕД

ЛЕАllА 7. Правuло eaBoda (э Ell)
lttилтл е G"oa.

дOкдздтЕльств0 следуеr и9 тогоrчто

- ОД', и TeoDelrr 5.

установив канонический вид секвенции

что секaенция ý находится в канонической oopre (буден та-

кур секвенцrр назЕ8ать приrtrарной), если ý = ЕrrП]r,

пi] ,Оа] ф Ea,п;r,4],Bo] , где Е,,= Ф
( 1. 1,2) ,ли соGтоит из Форliулt фе содерrа!цих Е и индексоэ

(такrе Форяулýl будеrr наэuвать лоlическиr.и Форйула}rи); пl1 =

. Ф < t - t,2) либо соGтоит из ато..арнuх оор,r.ул, либо и9 Фор-

,ул эrда VxД(x), ""л, 1 = t,и rз Фор ул JxД(x), "слп
1 = 2; Дt; содер ит либо оорнулч такого хе вида,как , nl,r,

авляепся обра-

GagrF ЕД+

8 будеlr го9орить,

ll2



либо Формуrъ. вида ЕДl , Д] Ф ( 1 . 1,2)rлибо

исчисления

со-

|Ф,qilо
обчкновенной; ссли

сrоит и9 пDоиЕвольвuх индексированнuх 0оЕlиул. Если trА;
1 l Ф,r" ý буде* *азь,ваtь

ý = q:, trА; - 4],во] ,

вляется по-

которого

иприменений

где \i = О либо состоит из Форl4ул вида ЕА , то

ý будем назuвать сингулярной. секэенцир 8 будеrr назшвать

квазиприriарной , если 8 = Еr r П]r r 4] , trОr , trа] -
- Е.,п]r,п|], trо.,

,l

r , гАе Or (1=1,2) со-
стоит из прои9вольвuх (т.е. не обязательно индексированнuх Фор-

r.rул), а остальнtе обозначения tакие rte, как и в случае приr.ар-

ной секвенции.

Определиr't понятrе р€дукцrи R(1} в исчrсленtrи Т сек-
венции 8 к секвенция'l ý' l...r 9n, rае $} - 

""о-
rrество правил, обратинuх в I . Редукция R(1) есть пеоево

сек9енцийi хонечной ссквенцией этого дерева явлiется секвенция

ý , верrоинаяи R{i} являlотся секвенции 8' r...r ýо ;

кажАая секвенция в R(1} , эа исклочениеl 8 ,я
сuлкой правила вuвода (Х) е (t), заклDчсние

принадле)iит R{r}, т.е, П,fl} состоит из ант

прааил аuвода, обрrатиrruх в r .

ЛЕИНА 8. Моr,!о \оспроumь реёgкцu|о секвенцuu
прuларнал (t<вазцпрцларнал) секвенцuяд ý
прuчел еслu G!оa F 8, rTo Goga FSa
..., п).

дOкАзАтЕльств0 следуст из обратимости правил

G'Еa (за исклочеrtиеri лра!ила (- оо)) и леi.ньl 7. От!ае-

тиra, что редукция секaенции ý к кваэиприварнuц секвенцияl.,l

отличается от 9едукции к прияарньlи секвенцияй Teri, чrо 9 пер -
во.. случае отсутствурт антипри}iенения np""rn ( g+-)r(-gr) .

s
ý

(1= 1,
в
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чать череэ Р(ý) (через аР(ý)

Нвоrсство (В' ,.. ., ý,, } , гае ý, являетсi приr.ар-

ной (к!аэrпр}ir.арной) , полученное по леtariе 8, будем на9чaать

приt{арнь0. (кваэиприхарнс}r) DазлоrониGll секвенции S и обозна-

В9еде..i сhеду lеё правиrlо вlвода:

назgвать правилоll альтернативности) , где

соот9етственно) .

ý(д) (*оrоро" о"о""
D
s

ной секвенцией, т.е. ý = Е., r П;. , Пl: , trАr1 -
-Еz, П]r,4], ПОl ; 8! tr€ tr,2,з,q} "лп t 6

€ { 1,2,3}, если 8 не содерх(ит отрицательнчх вхоlцений Y
и полоrtительнuх вхожденrй З ), иrqеет следупций. зид: 8r= Еr-о

_r E.i s. = п|1 + п!.l (гАе п|rс Пlл, i е (1,2}

, П!r ". .од.р*,, В) ; ý, = П1. , ЕА1 + r{. , Е]а. ,

8n = ý СеквенциD 8, бупе" назчэать темпоральнýм 9акло -

чением антиприriенения правrла (А); 8r,ý2r8з - нетри9иаль-

нь,rи зак'кlчения^,|и; 8,, - тривиальн8}i заклочениеri.

лЕ}t А 9 ("экзистенциальная" обратиr,{ость правила (А)).

Пуспь GT,Ba" S, поеоа JР(s) , пакое, чпо uз

является прrlвр-

?dеGIrЕ, * 8о слеO!еп Gт.tr a ' 
u,i. 

'Lэ 
1,2,з),

ýп € ]р(s) ,а в. являепся непрuоuальнdц заlслlо-
ц

чецuел анпuпрцленецuя правuла (Аr.
ДOК,А:lАТЕЛ;СТВ0. Так как GlEa' ýо , то в каi(дой вет-

ви данного вý|вода находится лиlль конечное qисло прш.енений пра-

вил ( Y - ), 1. il ) , ,э которвх хох.е.. 'lФlбр€ть" искомое

антипривенение правила (А). Исходя из этого, обратиlrость пDави-

ла (Д) доказtrваеrir испольэуlt индукцир по числу полоrиrсльнrrх

эхопденrй Е в ýп

llц



llравилаr.и artaqда исчисленrа П, аaлются ( П+-) ,

(-о tr1) , tе), структурное прaзrло (У) и правила вuвода ис-

числения G"6a, эа искmченrсн npa""n (Е +)r(- Е").
Дер€9о вu9ода э "сч"спе"п" & строин '|антиприхеняя", т.е.
приriеняя правила аrrвqда сни3у-!эерх (иначе говоря, от за-

клDчения к посчлкам). 0пределив понятие заr.кнуlой сек9енциr,

играшaй роль аксиоt u иGчисления ??. П"ara 9r(Сr r...rСr,)
ý2(dr , .. . ,dr, ) - а"е секвенции из дерева вчвода D . *
соде рrацие собсrвеннче лереraевнuе С., r.. . l Сп,dl ,...

al" правил (+ V)r(З -) (п:0). Будеr.t 
-.o"oinTb,

gl(c1 ,.. ., Со) " ýa(il., ,..., (1r, ) прахт"ческп сов-

з ), если секвенции

совпадарт. Пусть

ý' - некотоgая с€кэенция из дерева Bllвoдa D э Q; будеи

назuвать ý' насцценной, если :lsl € D , прr,rчеl Sl на-

ходrlсл нихе S' (в той ,е aетвr, что и S') , ý' о ýt,
Вlедей следуOцее структурное п]в9ило:

падаот (и обо9начать это через ýr о 8
8r(хr r..., хп) r 8.(х.r..., xn)

Г.rА (у).
ПrГ А' ,8

где Г .r Д в Гr + Дr . Буде!. говориtь, что секвенция Sl

абсорбируется некоторой секвенцией 9 , e.nn ý i}1. Будеri

гоgорить, что секвенци, ý э дереве вuвода в fu 
^эллеr"л

заr.кнутой, если либо s = ГД -. ДrД, либо 8 явля_

ется насuленфой, либо 8 абсоDбируеtся некоторой насцценной

секaенцией ý' 
'lepeвo 

вввода D з & буrrеlс назчвать зэн-

кнутчi, если все верDинu D пзляотся заraкнутUl,lи секэaнциrйи.

3апиGь &aD S будет означать, что ...ott'o построить sа..к -
нуlое дерево aчaода секaенцrt, ý з исчисленlи Р ("ногда

будея пrса],ь просто flb В). Пусть ZFD 8.E.n" .се

!€plll,lнu в D яэляптся секвенциiпlr вида Е| + Дпl , то

ll5



D будеr,r назцвать простчr.; если все веплину в D либо ""е-
DT виА ГrА .о Аrд , либо являотся сингулярнUr.и секвенция-
rrи, то D будеl't назьtвать сингулярнtlr; если хоть одна вершина

в D является обUкновенной, то D будеr.r фаЕUвать обUкновен-

0пределии ecTecTBeHHyD tактику построенri э9t кнутого де-
рева вывода s а, . Мя этого определии понятие резольвентц
секвенции ý (обозначаеяой Rе(8) ). Посlроение Be(S)
сосlоит из трех этапов. на первой этапе строится в(в) ;

пчсть Sa € P(S) (i - r,...,!), тогда на второлl этапе

к секвенциям ý, ( 1 = l,...,П) прои3водtтся iiнтrприненение

правила (А). Пуiть 1ýir,. ., "i.} 
(rг S !) - цнояест-

во, состояцее из теliпоральнцх эаклочений антиприiiенений прави-

ла (А), посrлка и коrорUх слухат секвенции ý, На TpeTbeli

этале для каждой секаенции S;

aP(Si, ). В иrоге имеемr что

..., dэrs; l1.
J

(J = t,..., п) сlроиrся
J

Be(s) = tqp(ý;1),...

oпределиir понятие k-й резольэентв секвенции ý (обо-

значаемой ReL(ý) ); BeO(s) = ý и Rel(s) = ве(s).
Пlсть ýa е Reb(S) " 8l незаt{кнута, тогда

R"'*'(s) = u Re(sr) . Если все ýa из ReL(ý)
t'

(Аля лобого i) завкнуты, тогда в"**'(S) - пусrое,}rно -
хество. Естесtвенная тактика построения gаriкнутого дерева в

И, cocrcn' в построении Rel(ý), 0чевидно, что еслh

В |-- ý , тогда процеGс nocrpoe.r" Rеts(8) .сегда закан:

чиваеrся.
ЗАЁЕЧАНИЕ l. В случае раэрещиriой теr.поральной логrки

Bel(S) fiохфо построить однозначно.

3А}iЕЧАНИЕ 2. В случае,когда S не содсрtttи, отрицаlcлaнr.х

вхоlrдaний V и поло,,rтельнчх !хоlдсний !l , то из

l |6
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{

следует, что

[r l],
r

чел еслu

aF. 8 .8 обrцен случае это неверно. Наприяер

"tsS=р(с), 
trV- (р(х) , эl(t(х))),

э Q(x)), ЕVх (q(t(x)) э Q(-)) -
qднако fulВ. Этот лриr.ер показu.а€т,чтоgq(a),

приraенение Сr-прaв}rла (! случае теriпоральной лоaики псрбого

порядка) нель9я "свернуть" в приiенение Финиrарного правrJlа.

Отriетиri, что если, наприr.ер, Р = EPr ,л, Р = Q,To
п,l в.

3МЕЧАНИЕ 3. Случай "антиприllснения" правила (А), когда
1 . ir, соотrетстэ)rет той сит)rации, когда попuтка построения

9аraкфутоrо дер€aа бшЕ неуда1,1на. flроизrодится во9врат к 3аклD-

чениD правила (А) с тем, чтобч получrть фовуп приrlарнур сек-
lенцип с другиNх 8начениlaiи nepeiieнHux и предпрrнлть HoByD по-

пuтку lхrстроениt заякнутого аaоеэа э И,.

3мЕЧмl1Е 4. Iсчислснхе & яаляеrс, полу9азрещи}rчв (ма

разра!}+rо.t теr.поральной tюr"*" "сч"слс""е И. разрецияо ).
0чевидно, что иэ '& r В ". след/ет, что htra' ".

ЛЕ}tМ tO. ЛуапD П,rD В u gl - проuзволёная нQ-
саценцаа верuцна эалкхупоео Оерева D в &. То2Оа

] пэ(g') = (8r,...,8o) пакая,члlо Vr (t=lsD) gr
лuбо насацена, лuбо абсорOчруепся неrсопорой насацен-
хоf, секвенццей uэ D.

докАзАтЕльст8о. иско}r).о р.зольвaнту секaенции 8l строиrr,

пользуясь дер€во.. D. Констру*цr" ВеL(g) и консчность

дсрсва D обеспечйваот вtполв€ни€ услс9rй лей..9.

ЛЕц}Ц l t. ЛуспD И, bD В, поzОа все ,lасаце''r!ае

секвенцuu в D
(L > о), zое

uлеюп вud

Ц,оi
8r= пt, Е9 .о А+, Elv

9, прч-

uлеецGT. tr, ts ý ,

- поёФордулd Форлал чз

mо dл.s все, 1

ъ l-а l
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дOкдзАтЕльств0. Вид секаенций 8a следчет из метода по-
строения D , а вuводииост" ýt " GIrЕa следует иа о6-
ратиl,iости правил исчrсления GIrDa " лемr,.7-9.

ЛЕн1.1А 12. /7чспа Оо g, l-S и Ъ l-U 3 , паспё

ýr=пt,trа-а|, trv (i--r,...,л) - проuз
вальflар. насаценная верцuна Е D . Тоеёа лuбо ]) Vl
(] 

= 
i < L ) суцеспеуеп форл"tgла 0д паrая, чпо u

G!B. ts ýi = пt,tJа ,' Ai, DА , лuбэ 2) G!E, "F Dа + t]V .

ДOКДЗДТЕЛЬСТВ0 проводиl1, используя ле..l.{у ll и индукцио по

ltrv l.
ннопество ({, вя-А1 ,..., rt+, ОО.Ь] }

и3 лемiаU l2 будеit на3ывать инвариантнвi{ r4нor(ecтBori секвенции

ý и обозначать через lt{v(s). Собственнче леревеннuе ан-

типриl.tенений по"вrл (.V), (З -о) пэ D, входяцrе в

INV(S), будеи на9чвать суцественнUr,rи переriеннцни |.iнo!(ecтBa

INv(s) и обозначать чЕрез П(I}W(s)).

Такиll образои, леirraа 12 утверхдает l что еGли

Fý и 3, rD S, где D обчкновенное, т.е. инеет

cl Eto '

насl|-

щеннuе веоtлвньr вида Sa = П| , ВО - а! ,

..., п)rтогда либо l) D iioxнo редуцироваl ьв D

i. l,...
с насч-
(осталь-

либо

, в кото-

l0ор}lулu

получить

Hall|aarb

(
l

ценнвви вепllинами вида

нuе Фор+rуль. из Ev иох{но получить правилоrr (У)),
ýi = п1 ,оо - Ai, trд

2) D йо)rно реJý/цировать в сингулярвоG дсрево Dl
po}r B}recTo ý

," п!, а|

есrь Gеквефция EQ .о EV (т.еl
являотся нGсуцестlефнtни и их r.olxнo

правилоrr (У)). В пGрвФ4 случае дерево D буден

сильно обuкновенкrra.

ll8



ýЦ. Финитарное исчисление GIзЕ

Исчисление Gtrg полlчается иЕ исчиGления

лрисоединениеr. структурно.о правила (У) и заиеной

(- tr') следуýциl.,' правилаl,|и:

GLЕ,
правила

Г, Еа-.дДj R -Rli в.^
'А,

(- оr),

l о А, А1 Г + А, ЕА1
.) ,( 0

Еьд1, ЕАа r ... rЕА. i ...; Ея.6дr,...,Ед,-1,д,,
Г-оД, ЕА

ьq),
OQ -r Ц11' ,.. . , ЕДп

Г.rА
(+1),

г -А1

где правило (- Ч) уаовлетворяет нихеследуOцеяу условиD
(*) !

l) гrЕOrд€It{v(s),асеквенция S такая, что

RrD g, прrчеr. D - сильно обчкновенное;

2) 8=li (v (пl"лlа|v)п(пп)^),.д"
t= ,l

{П],trа-а];...; п:. trо-а|) = INv(s)i i = п(INч(s));

Г ^ (Г") обозначает конъtонкциlо (диэъоххцио) (фр}аул из

г.
зАl{ЕчАниЕ 5. правиrю (. Ёr) является инвариантнЕr.

правилоri (оно яaляется праaиrtои типа аналитического сечения);
правила (-
расцепляоцее.

Вa), {+r) - вспоr,.огательв..е ; лравило (-Dэ) -
Праэила (У) и (+l) вхлоченu в Gtr в целях уп-

роцения излохениi.

l l9



3АМЕЧАНИЕ 6. 0чевидно, что исчисление Gтrп не являет-
ся полны!t; в ý5 будет показано, что

секвенций S , для которuх 4, -
ется из Н. присоединение}l правила

ции будем называть регулярныllи.

Покажем, что иа

й, r в.
GtrE 'ý G!E. ts S

ЛЕММА 13. В uсцuсленuu GTrE" 0опуспuло правuло
(+]).

ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0 проводиtt индукцией по вчсоте внвода.

слtr полно для таких

ý l гд€ П1 получа-
(- trз) . Такие секвен-

следует, что
и

лЕм}lА 14. В uсчuсленuu
щее правu.ло вавоOа:

GTrE]" 0опуепuло слеOую -

Г+Ал;в-Rl;R+А (- tr).Г-оА, trД

0опаспuло правчло

(.+ tr ), (tr *).
d', r 8.

ДОКА3АТЕЛЬСТВ0. Используя посылки правила (- t]) , до-
пусти},iость сечения в Gтrt], и индукчио по k,получаем, что

GT.E, н Г.+ ДrДL (Е е ro) . Следовательно, по (- Е1")
получаем, что GTrE* l- Г .+ А, ЕА.

ЛЕММА 15. В uсчuсленцu GTrEa 0опуспuло правuло
(.+ Е.) .

ДOКА3АТЕЛЬСТВ0 следует из лем.i{ч 1Ц, если полоlкить ! =

= ддЕдr.
ЛЕМl.tА 16. В чсчuсленuu GlE,o

(-t trr).
ДOКА3АТЕЛЬСТВ0 проводилt, используя

ЛЕММА 17. Еслu GLЕ F S по

ДOКА3АТЕЛЬСТВ0 проводим индукциеЙ по вчсоте вчвода,

пользуя ограничение на правило (-, Еr).
ТЕOРЕМА 6. Еслu GлЕ] ts 8, по GлЕ. F ý

Lrr s.

ис-

u
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дOкдздтЕлЬстВ0 следуст из лен}. 13-17.

прииЕр t.
|) пусть 8=+Е (trо эдVtrltrА), где

9=r (] дл tr (r э Od). ,ъгко про.срить ?rFS
" RrD 9' , гае 8r= ЕО+ A,Er ЕД й

rllv(s.!) = (trП - tr (А+ э Е]А+) }, такия образои, R =

. trплrtr (д+ э Ед+ ) . нетрудно проверитьl что

из правил

лучаеяое иэ

(- r), (- Еr) , (+ э); rN -
Е1,,) , (-

(l)

(2)

(3)

l состоиl
исчисление,по-

t). При,
a

Tl- trо-tr (д эЕд),R;
Ш F В -о R1 1

r., F R + 1ЕlД,

где I состоит из правил (- Д), (- r) ; I

(raениэ

удалениеl.

trд)

(-

trrПд.

п
к (l)-(3),получиrr, что trl-ý

Применив к 8

GT,E 
Ф

рнuх секвенции

G!E. * ý

GL
1

Еа+Е (дэ
хе правила, что и в D

|- ý.
2'

за исклaчениеп праэил (д) и (.+ dl,
.t te

получиrl, что GlЕ l_ ý1 . (3аrrетиrr, что поиr,tенения пра!ила
(А) эахеняотся alриNенениен праarл (+1). (У), а привенения пра-

эrла (- t') заr.енrфOтся приr.енениев прэвила (+
ПDихенив к ý., правила (- э), (- ! l, (э Е,

tr.).l
), no-

Лусть 8 = + tr (trдэов) V El(trB э trА )

[tZ]. то.да в$вод сек.енции ý
(- trr) .

ilолучаеi{ посредствоri правила

ý5. Редукция вýводоa a

! .uводr а G!Е длл оеrул,

В это.r параг9аaс докаt(сr4, чтс если

.'FS,To G!Е l- S.ц

l2l
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лЕнмА l8. Паспо ЕааФ F Б и &.r rО В , пуспь
, прu-ýa (1 -- ],..., д ) - залкпупdе верцuна в

чел vi (]Sl 
=n) GlE l-.,Br. Tozoa

ДOКАЗДТЕЛЬСТВOt Рассмотриri два прои9вольнчх
(. tra) в ато}.арнон вuводе секвенции ý . 3ти

D
Fý.

будеt* называть ра3личн riи, если главньaе Фо9иулу этих приraене-

ний являDтся различнuни (Фор"rулu вида AlrAl будем счи -
тать совпадаltци}lи) , либо они совладаDт, но и|rеоl различнuх по-
To^iKoe. такил,t образоl., число ра8личнuх прйi{енений правrла
(- trr.) в даннон а?ойарноl.. выводе Y ноrно считать ко-

нечнчt,и это число будеri обозначать через (- trOr) [V].
Jъм у AoKar(el,,t индукцией по (- во) [V] . Iия доказательства

леririu достаточно пока9аlь, что прои9вольное антипtlияенение пра-

"nn 
(- Er),(A) rroxHo заненить прияен€ниr.и правил r.счисле-

ния Gtrg . Антиприл{енения правила (- tr1) i.oвHo заме-

нить (пользуясь атоi|арностью Y и rоrдукционнuм предпоJrохе-

ниеri) при енениел{ пра"пл" (- Еa). А"rппрrrеrеrпя праэила

(А) r.roпHo заменить приr.енениев правил (+l) и (У).

Gт.tr удалением

а, bD s,

пршaенения

приraенения

zOе

еdе

пусть IN - исчисление, получаемое из

правил (- В1), (- trз).
ЛЕНПА 19. 

'успD GlEo1- 8 4

D

R
- сuльно обаrновенное. То2оа TN F В +Rl

. Рассйотри^, редукцию

(- в1).

ве(ýr) = 18r,з,.

сехвенции gд (l S

опреаелепо о условuu (*) на правuло

докА3Атдльств0. Так как D - сильно обuкновенное дереэо,

то r4oxнo считать, что все насuцевнве ведlинu в D имерт эr,tд

s. = пl ,пп -, Ai,EA. tlусть

R,...., S. )

<i < rl) t. l п
к секвенцияя S

i ?.):.

Для докаэательст-



ва леriйu преобраэуен Ra в вчвоп Тa

(1 sl sn).
в Itf секэенqии 8

! Прш,lсняя кtJ

a

l
= пl ,ва - Аiл1

Рассalоlриri анrипрlоaенение правила (А) в Ra

si
ý.J= Еr,п]., ,4] ,Ео1 - E2,п:r,4; ,Ел1

k € t1,2,3}; 8| = Е,' - Еr; ýi = Пi,, - Пi,
(где пl, ý пar, i € (r,z} и пi, не соАерrит Е);
Sl = п1., EQ.4., trА . Если k € {l ,2), то

оче9идфо, что IN F S]. Испоп.зч" структурное правило (У) (в

случае, когда k - |) и правила (У), (+l) (в случас, коrда

k - 2), получаеи, что IN F ýl, = 
'.,,П]' 

, d] rtrП' l,

- Е.. tl]r, П!], П'. пус?ь k= ]; s редчкчио R.
подставиr4 Форt{улу R вместо Есех вхоlIдений вuделенной Фор..у-

лсl ЕД . испол.зуя лекrу l0, Фор|.lу инвариантной Фор.,iулв у|

приr.еняя правиllа (- V), (- Д), (r -), (- :l), no-

лучаеr., что IN Ь Sn = 4a , ОЯ - I{a , В . Jlриriенив

(д) ,

правила (+l) и (У), получш,r, что IN F S
8|, te *е правйла, что и в редукции Ra

Приrrениэ

(нипе (Д)), полу-

(l 
= 

i s п).INF, sl = Ц, trо - Ai, R1

(л -), (,, -), (V .), (] -) к сек9енqияц

Si (1 S 1 
= 

д) , получим, что IN |- R l R1 .

ТЕОРЕНА 7. Луспа G!I]o !- 8 а d., bD В , поеdа
GLtr F в.

ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0. В силу ленкu 18 дqстаточно показать, что

Vl (1 S 1 
= 

п) Gоg F ýa , гле ýa - заихнутче

веяlинф в D . В силу лЙЙ tl ,. обр"r""о"rп пя"".ла (.Еr)
иriее.., что G!g" ts Sa ( i- l,..,, n). Доr<а9ательство

|2з



проведем индукцией по

вчвод секвенции sl в G! Если ýa - сингулярная,то

и индукllионнни прелполоr(е -воспсльзуевся пра9ило}r (-
ниех. Пусть Sa - насuценнuе веплины вида

fiV.Тогдб 8 силу леиr,iь{ 12 инеет ..еaто либо l)
З С А € trv такая, что G! E" "

(- D(0)lvr]

- Ai,ElA, либо 2) GъоФ Ь Е]п

-у,rаЪ n*r.y."., пр".ппй Т- Е, )

, гДе

получаем | что

(- П")

l = пi,во + а|. r.

п!, вя -а],
v1 (1s 1Sn)
si = пI, по,

-. EV . во второх

и индукционнчм предпо -

Y, - aToBa9HBl.

(- v),ло,{ениеri. Рассl"tотриr. лервчй случай. с пшоцьD правил
(- Л), (-,r), (- t)

ШFR + R1.

Glэ }- Пi,ПО - А+, R, (t*)

где R определено как в условии (tt) (ся. ý4). 8 силу леl..мu 19

ивееr., что

далее. согласнс,')братияости правила

(2* )

(принененному

иraееr4, что

Приiiснив

(з*)

Fsl

Ооg ) .I!rпэ

к секвенцияц ý
Vi (1s rs п)

правила

что

Прикснив

GI,E tсеч F ý
Gьtr l- Е.

) и индукционному предполояениоa

t
Gт,п ь Е

(А .о), (r -), (V -), (l -) * S'|,noлv""r,

Glg l- R .о l.
(- trr) к (t*)_(3*), получив, что

( 1 = l,...,n ). Такиlr образоtt, Ъп F 8.
ТЕOРЕМ 8 (полнота исчисления Gtrg для реfулярнgх сек-

венций). gслu VllFý, аае s - реz!ляр,lая секвен-
цuя, по GrЕ l- S.

ДOКВАТЕЛЬСТВ0 Gледует иэ Teope}r q и 7.

тЕOРЕпА 9 (допустиrrость праaила сечения a

еOе 8- реzgлярцая сеrсоенцuя,по 20а

l2ц



ДOКАЗАТЕЛЬСТ80 сл€дует }lа Teop.,i 6,5,7.
тЕOрЕнА l0 (экlиваленtность исчислaний ttr" '

длi реrулярнUх секвенций). 
'йlеед(еоо.ь в д П.lь 8) +ооg F 8.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из теореи б и 7.

слtr

ý6. Некоторче расши9ениi исчислений GTrEa' отrЕ

Гlосrроиr инФинитарнUе и Финиtарнче исчисления псрвого по-

рядка ,ря так назrваеяой синrетричной линейфой темпоральной ло-
гrки [t3] lr темпоральной логики с операторайи неподвихной точ-
к, [t4]. Следчя tь]ле приэеденноl схене (для случая операторов

О, tr l, MolIHo доказать полноту посtроеннь.х Финитарнчх исчис-
,!ений для регулярнцх сaкaенций, определiенuх аналогичнчя обра-

зомrкак и в ý!,4.
l. Си}+tетри чная Teiiпоральнал логика. Рассtlотриц лrнейнуD

тейпоральнуо ,югику с опGратора и W' ("no*a а будуцеrr"),

Шa ("пока а пр<цlлон" ) (напри"rер, [t,lZ]). Оормула Д[l1В
означаaт, что А будвт rстиной, пока В не станет истиной. lDop-

мула ДraВ о8начает, qто А бrла истrной, пока В не стала ис--
тиюй. 0ператорg "следуOlrй" и "прсдчдуlий" "проталкиваDтся"

до 9rlexeнTapнrx ФоФ.ул и элиr.инируDтся с поr{оцьо индекснuх lDop-

нул. 0ператорьr El, {"асегаа будет") lr Еs ("всегда бцло")

опр€дсляlотс, чер€з опGраrорr Ua3 t]rл = лlt r' ( Е -
констанrа "лоiь"). 0nepaTo9r Il удовлетворiот следушlей

"аксиоllс индукцииl';

О 
^ 

tr!((с ArB) э (длс9')) э дurв,
гдс Р.+, если t.lrи

06означим .r€рgз ОIлt.
liо€ из исчисп:ни" ОтrЕa
следушиNи праlилаяи:

р. -, ссли L-2.
иноинrтарное исчислснис, получэе-

за..Gфой прa!..tл (- tr

125
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(вvд), (вV(дР'wtвр')), г - д

АWtВ, Г .+ А

{г - а, U.}, kc ш (*П
t0l

(п )

Г + А, AIIJ*B

l ,Г -оА, АW!В

)

(.о U..) 9

,

(- W.r) ,

t

где Uо = В V А, uts = В V trл uýJr) tt=1,2,...);
р = +, если i = l, р = -, если i - 2.

ТЕOРЕМА 11. Секвенцuя ý обшезначuца поеdа u

полоlсО поеОа' коеOа оца вавоOu!"lа в uсцltсленl,lu GTrlEar.

ДOКА3АТЕЛЬСТВ0 аналогично доказательству Teope}l 1,4. Для

доказательства полноты исчисления GLwaa вводится вспо1.1о-

гательное исчисление, получаейое иэ исчисления Сл,,aa эа-

меной правила (Wa ..) следующиltlи правила}rи:

Ul, ДWlВ rГ + А

AПtB, Г + А

Обоэначим через noa финитарное исчисление,получаемое

из исчисления n*, a присоединение}t структурного правила

(У) и заменой правила (- Пar) следушlиliи правилаl.tи:

(ш)п. ( g),г.о А ý|R-r RPr, в ;R .+д,в

Г+ А|,ВiГ .оА, В,ДРrg

Г -оА. ДUrВ

,... 
l,

вр'

в
(.о r.r) ,(rr)r.(г.) - (вr)пl(ч)
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.Д
ГР1 . ДOr

Оо..'8 oGo

(р') , р € t +,-),

F в.
l

Е,,о -дUr3 , rде о= ((сл rв)э

гАе

оа

8.,= (г.! )r.(гr) -о с,,D.l , СаrдDа, . . .,сrY{д i

s.=' (Гr)rr(Г").r Crr.D., ш.., lO._lI.\_1,C.rD. i
(гr)т.(r.) , дlrtв1,..., дапдч (п : о);

(пr)r.(п.) = crrtDr,...,o.IJ (п u 1);

инваttиантное npaa"- (- rar) чао"пar"оряет Ta*o".y анало.ич-
Holiy условиD,что np""rno (i Еr) (.". ý4). Понятие регулiр -
ной Gеквенции определяеtся аналогичнuм обрааонrкак в ý4.

тЕOРЕ}tд t2. Пуспь 9 - ре2улярllая сеtвенцuя, пое-

dа

ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0 аналогично доказатсльств), теорен 6, t 0.

ТЕOРЕ}И 13. ЛусrD В - рееалярная секвенцuя, пое-
В обцезхачtllча псеOа u полrко поеOа, коеOа
F8.сIt

!
ДOКА3АТЕЛЬСТВ0 следует х! Tcope}r l1,12.
принЕр 2.

l) 0устr ý=Q,
э (Д Л Cr)) , EnO = 0 rnl . пр.rr.енив к секвенl|rи ý
проqедуру "насшрниa" (аналогrчнуо описанной в ý3), получиir,

что IW(s) - (СrtrrО.о}. Такин обраэов, R=СЛЦЯ.
Jъгко проверить, что

rFC,ErO-B, (ц)

IItFвфв',в,
r.FR+Д.В,
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где I
вил (Ш

Iý сос

правил

состоит из правила (- А ) ,
r -), (э -), (- д ). (д -)
тоит иа пра!ил исчисления noa
(- Е.r) , (- 1.1) ); r' = fr

состоит ,з пра-
(в обцея случае

за искrDчевиеra

(в обцен случае
I )

2) llycтb ý = дrr(вvс) - лпlв дпlс
1 !

вuэод секвенции ý нетрудно получить посarедство правrл
(.r rrr), (Пr ..) и правил исчисления вuск8зuваний.

тогда

точки.

qле-

2. Теrrпоральная логика с

рассr"rотрии линейнуо теrпоральнуD логику с операторайи lrru -

наиriеншlей и наиболыtей неподвиtчнч}iи точкахи (напринер, Il,t4,
|5]) . Фор+rулч ЦД(I) (Q С (р rч}, Х - пропозицио -
нальная переiiенная) удовлетворяот уGловияra онотонности и не-

прернвности [tq,l5]. операторц Е(всеrда) и I (пока) эчра-

каотся через оператор v l ЕЛ = чI(^ЛIr), 
^rВ 

=

= чх(в V(lлIr)) , приче.. l]] хдý) = rчхrд(rх) .

0бозначиr,r чеDез Gpvo инФинитарнос исчисление (О-пра-

вила котороrо ecтecтBeнHbai обраао.i отраlаоl се}aантику операто-

ров неподвиlrной точки), получаекое ,9 исчислсния Gtrga nor-
соединениен аксиом: Г .а ДrЕi lrf + Д (rде Тrl - кон-

сrантu истинности) и зансной п9аэил

дуо|цими праlилаi.r:

{г - д,\*п(Е)).е"
г - д.чtl(х

r .. д, А(}rл(х) )
8 .о А,

(- trJ, (Е -)

(ч .) ,

(- чсо) ,

(- р)

А( ) .оД
'l,Il ,Г+А

l28



{ е**r(r) .г - А}ь€о

.ле Аr(х) = д(х); Ar+rC) = А(\(Х)).
тЕорЕнА 14. Сеtвенцuя Б обцезначuда по2аа u

польlсо по2Оа, ,со2аа она вdвоduла в uсчuсленuu G rur.
дOкА3дтЕлЬств0 аналогичЕо доказательстэу Teoperr 1,4. Дrtя

АоказательGтва полнотч исчисления Gру(r) aaолar"" вспоиога -
тельное исчисление, получаеяое и3 исчисления Gu* заненоЙ

np""rn (V a), (a ф след)/lrlиi,l, правилаии GоQтветственно:

л(а(т)),г-а r-дд(\Ф))

рlц(х) ,г - д

Г+А

(в. -)

Г -о Дg IД

(- чr)

(* vа) ,

(rп -),

(р. -),
п

rде k € ot.

0бознач

n"""" G;дvо

ной правил

вила|ilи i

Frд

ии чеgез Gру исчисление, получае,lое и9 исчис -
присоединефиев структурного правила (У) и заце-

(- vo)r(Pa -) np""rn* (+l) и слGдуши}.и пра-

ч(о),г-дл;п+д(в)
,г а д, чхд

Г .о а, e(vXl(X) )

Г + Дrч

Д(R) r в; в Г+Д а)
,ГlА. п

^
) T.rA
,r.rД

an sli...;,t (- vr) , (ц -),

где Q(E) = grЛr(Хr) ,... , QXfi (Ip) , есл.. Е .
= лr(Ir),...,5(5),эао, QG (p,v}i Е= ч(п)-ч(di

l29



ч(д) = vrl31(I.t),..., чв"(r") (п zl)i Sr =

= ч(П) - Br(T),vTaBa(Iz) r..., vIoBo(I,r);...; 8о =

= ч (п) - vTrB.,(l.,) ,.. . ,ч_rвп_r (to_r), во (т) ; S' =

= р(е) - r.( п) ; р(э) = *Irlr(xr) ,..., lД.д. (х.) (д }

:1); Bl = rr(r),Bx.t.(I2)r..., pI.A.(x,)i ... i
ý: = px/r(Ir),..1, FX._r_A.
анlнче правила (+ v.), (р. -)

-r(X._r),l.(!) ; инвари-

удовлетворяоl условио,анало-
(+ Еr) tс".ý4).rичноiaу такоиу условиlо,что и правиrю поняtие

регулярной секвGнции определiется аналогrчнчl. образои,как в ýq.

тЕOРЕм 15. пуспь в - рееулярцая секвенцuя, поеаа
СрUФ F, 8 i. Gрч F, 8.

Д0КА3АТЕЛЬСТ80 аналогично доказаrGльству Teoperr 6,10.
ТЕОРЕ}Ц 16. ЛуспD 8 - рееуллрная секвенцuя, поеOа

8 общезцаччла поzОа u полько поzOа, rоаOс G*u F 8.
ДО(ДЗДТВЛЬСТВО слсду.т и9 теореи lц,l5.
прийЕр 3. пусть 8 = л, vв(r) - чх(лд 11) , .д.

в(х) = ((r эдr)лхr). пpri...нив к сGкtенци, 8 проце-

дуру "насшlсние" (аналогичнуо опиGанной a ý3), получиr., что

тшч(s). {Д, vrЭ(I)-). такия обраgо}t, R= АД чrВ(Х).
JЪгко пDоaеоить, что

I l- л, чв(I).. в,

II{l-R.оtЛВr,
rде I состоr, ,з поав"ла (- д )'IIV "о.rоr, 

,з
(- Va)r(V-) и праaил исч,1сr|€ния авс,.а99..ний

Gл),чае I = epv).

(7)

(8)

правил

(в обцси
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