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введение

l|ри изучении сплайнов лроизвольной степени,а такхе при их

пракrическоrrl использо8ании, наибольшее распростDанение получил

способ представления сплаЙна в gиде ра3лох(ения по базису из

8-сплайнов. Причиной тойу послужило то, что В-сплайны обладаlот

рядо|,i пDекраснuх саойстэ: неот рицательност ь , Финитность, прос-
тота рекуррентнвх Форl,tул для их вýчисления. Естественно возни-

кает необходиtiость изучения с9ойсrв коллокационной !tатрицЕ,

т.е. },tатрицч систеraы ураанений относительно коэlDФициевтов ра3-
ло)хения сплайна по В-сплайна},t, получаеi,iой из условий интерпо -

ляции. Этоtiу вопросу посвяценu, наприliер, работu [1,2].
в настояцей статье raъl устанавливаеr,. оценки qисла обуслов-

ленности коллокационной матрицьl через величину локальной харак-

теристики сетки. }lы ограничимся рассйотрениеi{ периодического

случая, причем предполагаетса, что точки инте9поляции совпада-

от с узлаии сплайна.

i. 0лределевия и обозначения

Расс..lотри|,l задачу интерполяции. Ilo 9aAaHHUм в уэлах сетки

д: а = ао (xr( .,. a\ = Ъ значенияl,| fa= f,(Xa) пе-
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риодической бункции f периода Ь-а требуется построить пе-

риодический интерполяционный сплайн 8 степени 2t + 1. _
06оэначии hl= *a*r- xt,1= ОДr...rШ-11 h =

- пах h. . в качест9е пока9ателя неравномерности сетхи бу-
1t

де}i использовать локальнуl0 сеточнуо характеристику

Рд=
h

дlаI J .
lr-r 1= t п.

П9одоrrr{им ра96иение Д с периодоr.r Ьа на всо ось В ,

тогда В-сплаЛн_Вa(t) rioxнo определить как разделевнуо раз-
ностЬ (2т+2)-.О порядка пО значенияri ар.умента t=xt_o_t,
х t-a
т.е.

(*a*о*r- xr_r_r) (t_x) аО+',

Функции

....,х l+8+1 Функции

N
Е

t=1

В.( *) = 
(*.*о* r-',-о-, )

1 ,-х) js 1[х,_r_l,хl_о,. .., -.**r]. (')

fr.trl =._ý вдfi!t(т),1:1,2,...,N, будеr.r назч-

вать перrодически}iи В-сплайнаiiи.
При представлевии сплаИна ý(Х) а виде

ý(х) = ,(х).f,,
-J

решение задачи интерполяции с9одится к реuенио cacтeraьl уравне-
ний

(2)

с ,.rатрицей l= tý'a(-,)l|,r=l и правой u""r"', l= (f .,rf
... rrn)' отвосительно неизвес?н!lх F= ( 9.r rBa r... rq!

Аэ=7

zr...
),.

llодчислоr4 обусловленности некоторой нат9ицу с

- (".r)|,r=., понимаеra величиву

4

сопd(с) = Шс ll. llc-' ll ,



гАе

llcll =

N
IцI Е

rS rSN з= 
,t l"., l

есть чебьшrевская норма raатрицu С.такая норйа l,атрицц соfласоаа-

на с норхой ll=lF r:ъlx! [ вектооа i= (Хr,Х.,... , а1)'.

0боэначиlr o(B;tr) = sup(| B(x)-B(v) 1: 1х_у15 д ; r,".
€ [а,Ь]} i{одуль непр€рuвности Фувкции 8 на [аrЬ],и,как
Мuчно, || 8ll. = евв Bup([B(:|: аirSь}.

Пуст" 2ъr(9),l.(ч),...,lt.о(q) - 
'.yn, обобценннх вного-

членов Эйлера-Фробениуса

2r+t
Е (_1),па о+ r 

(л; q)= 1

(q-1)8эrr,=o riо]
a!+t

п
l=o
ДЁr

(q!-il,

пронуlчерованные в порядке убuвания (известно [3], что все офи

вецественнý, отрицательнч, раэличнr и 2rr(Ч) - q' ). Обоз*а-

чиl,i через р' n ! вулп хонотоннчх Функций 1 + Iо(Ч) ,
1 + lo( t).в( "-i ) ( ao+t ).*r""r"твенно. таблицu значений ве-

личин Р' rr F для сплайнов до 17 степени яопно найти в [Ц].

2. 0ценки числа обусловленности

ТЕOРЕНА l. Для л,обой сепкu Ь с локалDцой сарак-
перuспuкой рдSр< j суцеспвуеп ,сонспанпа Е,хе-
завчсяцая оп Ь, паtсая, чпо сопd(д) ýЕ

дOкАзАтЕлЬст80. поскольку для лDбой сетки Д !uпопнено

llЛ ll = 1 , то достаточно оценrть норву |.ilтрицу Гt , 
"r,e-

ltентU которой (t6оэначиl ь_rJ.
Пусть число to такое, что

llг'll =Ёto..l.
J=l ,о"
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Выберем периодическУrо Функцию f так, чтобы выполнялись усло-
вия

f = Bign Ь j=lr29...1 s[. (3)J to j'

При этоl.л

т.е

где

.,gi]*lBt lu lFrol tr!., o.olfs | = 
,}., 

lo.o, l ,

]l A-'ll s llэ ll , (4)

F= ( Р., ,Р2 r..., PNr - вектор, ,*о"по"""r""и которого яв-
ляlOтся коэФФициентu разло,{ения по В-сплайнам сплайна, интерпо-

лируоцего З(х) .

В работе [5] показано, что при РдS Р < Е норма опе -

ратора Ро , ставяrцего в соответствие интерполируеlrой функ -

ции интерполяционный сплайн на сетке Д , ограничена некото -

рой константой К1 , не зависящей от сетки, т.е.

llPдll < Kr ,

В силу (3) и в соответствии [6] с HepaвeнcтBot,l

pllT'll s ll sll. s llFll, (5)

где константа D не зависит от А и, N, имеем

ttýшsD-'ll ýll.sK ' (о)

с константоя Е = кr/о. 
I

Теперь утверi(дение теоре}tы следует из (Ц) и (6).

тЕорЕиА 2. Чuсло обусловленноспu лаmрuца ъ сuсm-

пема уравненuй (2) мохеm баmо как уеоOно болошuл,ес-

лч локальная ааракперuспuка сепкu Рд Z Р',

6



ЛЕl1|lЛ. Для f€ С[аrЬ] спраоеалuва оценка

ll s-f llФ s (1+г+rtýr ||)o(t;b-) . (7)

дOкА3дтЕльстВ0 леiii,ld. Рассйотрих локально-аппроксимаци -

\(Х), " 
которого коэ{DФицrентн разлоrенияоннь.й сплайн

S T|гrilO(f ;Б).

то

(9)

уравнений

(lo)

В-сплайваr.t равнь| соответствуоциri эначениям исходной Функции

N
Ef

'=r

шF- fш s щ-r 11 
. паз
.lSksI

.в.JJ
(х

lr]i',trr-зr)irt*) l =

ýl(х) = )

запцлеr. тошество S(:) - f (х) = [s(x) - а(х) ] -

- [so(x) - t(x)] . так как ý i'.{-) =r, ,о
J=1 il

N
ч(I)_f(х) = Ъ [f ._ f(x)]f,J(:).

- 
'=' 

J

пусть х€ [-a rхa*, J, тоrАа

lsl(х)-з(х) 1 =

= 1*Ё"pr_t(x)]i(I)ls (r+1)o(f ;Б). (s)

из нерааенства (5) иr.rееr,r

lls-ъll. s llб - ril ,

а оценку величин, llý-Эll получаеr. иэ систеr.t

Д (-rТ) = f_Д7, э*в""аr,.нтной сисrеr.rе (2):

Теперь оценка (7) следует из неравенств (8)-(l0).
доказана.
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чlо

сеток

дOкдздтЕльств0 i eoperiu 2. В работе [7] а!торо}. показано,
суцествуот непрерýвная 9ункция f и последовательность

{bu} a локальнur.и характеристика1.1и 
'oua 

О' такие,

uTo |ý-f ||..r о и Б+О при у.. Ф. Но в эток случае

о(f;Б) -О , и, согласно доказанной лецitlе дол!(на неограничен-
но возрастать соответст9уоцая последовательность r.ое" ||A-r|| .

Так как llД ll = 1, то CoDtl(A) -DФ при v ф Ф. Теорена

доказана.
0т}.етия, что данная теореха для кубических сплайнов бцла

доказана в [8].

3. ЧисленнUе эксперименты

В [8] приводятся числовuе даннu€, показuваlrчие рост числа

обусловленности матрицы Д для кубического сплайн8 при увели-
чении неравноt{ерности сетки, состояцей иэ l2 узлов.

наraи проведен 9яА численннх экспериr4ентов для сплайнов пя-

той степени (э = 2). с лоtlоlцьD датчика случайнчх чисел бчли

сгенерированU Iвзбиения оrр."*" [o,1] на l5 частей и 50. 8 пер-

эоll случае Рд = 5l, а во Bтoporl - Рд . Ь8. 06условленности

образуемuх при эrоlta коJUlокационнчх tiатриц получились равнU

\101 и 37236 соот9етственно.

Kporie того, бчлl,l 9uчислень. обусловленности l.атриц для rео-
нетрических сеток, харакrериgУеtigх покаааТ€ЛС геометричности

Р (табл. l и 2), которьЕ использовались в [7] для построения

п9инера расходиt|ости, т.е. д: -1= хо ( Ir( ... < хш = 1;

t_l , 1= О,1 ,...,

t+.r, l = О,1 ,",,

ь l

Рд= Р

\- F],
tT],

h= rhtp
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таблица l Таблица 2

N

20

1.0

|,2
1.3

1.38

l .l,

i.цl

7.5
11.1l

|7.2

27 .l
]0.9
33.1

7.5
l1.6
t 9.8
5q.l
7ц.9

92.8

7.5
l1.6
l9.8
5в.9

l0l
1ц2

N
р

60 l00

l ц

ц

5

6

0

35.6

э8.2

65.7

55

5.7. t03

ll7
l50

t .3. t03

!.7. l 0l|

3.9.10l0

2l l

328
д

| .9.10 '

l,Ц.lо7

l .7,1о| 7

il

l

l

2

табл. l и 2 показь.ваDт, что если ре р.оl.цlбq, то
conti(l) начинает неограниченно РаСТИ С РОСТОИ П .

3аклочение
Ранее вопрос аб устойчивой рещении систеiiu уравнефий (2)

рассr4атривался только для кубического сплайна, В [8] приводит-

ся оqенка

ръ < <| + Пr!2, (ll)
гарантируоцая xopo0lylo обусловленностý коллокачионной яатрицýl

l , причем (ll) получена из условия диагонального преобладания

в }lатрице А. Теоре"а ! улучшает оценку (l1), так как для ку-
бических сплайнов 7, = 1Э * Гs>lZ.

Для сплайнов ше более вцсоких степеней такое исследование

не проводилось, хотя больlлинство coвpei.eнHux r,{онограФий и ру-

ководств по сллайнам ограничиваптся рассlrотрением ли|ltь }iетqда

ltосrроения сплайна, основанного на решении систеi,lu уравнений
(2). 0днако, taк как числа р' , F a pocтori сrепени Gплай-

на бuстро убчваот [4], стреlrясь к 1, то гаранти9о9ать устойчи-
вое рецение систе}rЕ (2) для сплайно! вчсоких Gтепеней lrot|нo

только на почти 9аэно..ернUх сетках. [lостроение интерполяцион -
ного сплайна на суцесr!енно HepaвHor.epнrx сетках , используя ре-
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шение систе}iы уравнений с В-сплайн-коллокационной мбтрицей мо-
жет привести к больtлой потери точности.
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