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В [l] (сl.такхе перевод этой работu на англий€кий язык

[2]) расс"атрпвалась задача о r.онотонной и вuпуклой интерполя-

ции кубически}rи сплайваi,|и класса С? . В по"п"дa"a время при

решении практических задач наряду с интерпоJlяционнuriи lltирохо

используlотся локально-аппрокси ационнuе кубические сплаИнu [ 3-

7]. Цельrо данфой статьи являетс, исследование условий r.oHoToH-

ности и вý|пуклости различнýх в1.1дов локальной кубической сплайн-

аппроксинации. Явньй характер Форrул локальной апп9оксиr,ации

поЕволяет получить в этов направлении суцественно более полнЕе

ре3ультатu по сра9нениD с интерполяционнU}r случаем. В частно -
сти, не вчзчвает затруднений расснотрение локальнUх постановок

9адач raонотонной и вuпуклой аппJюксrraацr}l.

Пусть на отоезке farb] ].неетсi р€sбrенrе (сетка)

д: а = ro< tt< ...<ъ. Ь.

llополнив его уgлаriи !I. J = €,-3r_lrxrir!+2r!€, так
J,

что x_rs r_2S:_ls tо; ts t+rJ Ъ+еs Ъ+r. РаС8' -

ренное таким обрsэоrа ра96иенrе Д oбocHar.rrr через fr

'Мой 
к:.6rqеский сплаЛн S(x) шасса С2 на сетке Д

ноl(ет &lтb представлен в вrдс

Введение

tl



(1)

где в.(х) с с2 - кубические норйализованнuе В-сплайны [3],
т.е

N+1
Е,

l=- t
sчррв.(х), [rr-.rx1l1J, В.(х)=1, х€[",Ь]. (2)

В дальнейшеllt часто будут использоваться Фор},iулы:

л,h
J

N+1
Е

l=- 1
s(х) с.В.(:)

Вr-.,(хr)

J)

J ,

в х )=J-,| j

t+ h
J

il (х

.'(-r)

h +hJ-2,

в (х = 
FJhJ-, 

.
hr_r* hr* Ьr*,

-3Вr_, (хJ) 3Вr*
в]*r(хr)=

hJ-1

(з)

(4)

J+t

, (
h

J

]_,(",'=Ч3,"
j

в )=, 9".*J' (5)
J+l J

h2

J-1

гАе hr= -r*r- -J, lJ= ЬJ,/(hJ_l+hз), рl= 1- l,
Введем также норl.,lализованные параболические В-сплайны

э|_t7z(x), i= Or...,N+1; sчрр B'r-r/"=[rr_.,xlalJ 
"

в-сплайнч первой степени Bl(x) r 1 = 0, ... 1 I[; ýчрр Bl(x) =

= [-a-r rХз..lJ
Согласно Формула}r диФФеренцирования В-сплайнов [3] из (l)

иraееи

в'(х) = 3I[i'
l=0

,t/"[

l2

.(х) ,
(6)

,



8"(х) =

п
бЕ

l=0

')=_&_Xl+t-at-a

,('l+ l-"!')

"! ')в|{r) , (7)

(8)

(9)

гАе

"!

"!
)8

1-1l+l 1-1

а -аl+t

1 Cl+t-E! сл-С._ r l
a.f-.*Jх .il

l-,| l+a

Большинство пр1lэодиaaчх ! статье ре3ультатов вuэодится с

пояоцlьо след)rtцlих дlух лейr. о саойст9ах сплайнов вида (l).
лЕйalА t. дс./rи Оля некопороео 1е (О,1, ... , ý-1}

вdполнена условuя Ct_l S сa S *л*i l *л*a , по

8r(:) : о прtl х€ [хлr-..пJ
ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. Учитчвая

В-сплайнов, из (6) ппи -€ [:a ,t1l1J имееit

Финитность параболических

8'(х) = э Ъ'{')вj_.7.к-l.
r=a

Требуе}rуй результат вчтекает теперь из првдполоfiения

Форйулч (8) и неотрицательности В-сплайноэ.

лЕllhд 2. для поео, чпобd прu некопорол :.е (0 ,
1,..., ý-1} вtполнялосD неравенспео 8"(-)l О,
З€ [-rr-r*r] , необIоОur4о u dоспапочцо вdполненuя

условuй

ca-Ua_ 1

x-la+l t-а
a Cд+t-Ct 

a
х-хl+2 l-'

с -оl+a l+,t

д

13

I
1+, -l

(l0)

.'



ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. Согласно (7) при Х€ [:.rx.*r J

(-).

0тсDда ясно, что для того, чтобч при

s"lx)= ба[а)вl(I) + бc!;lBl*'

х€ [Хa ,:a* r J бuло Bu-

полнено неравенство 8" (Х)
полнения соотноllе"пЛ с!2/

l о, необходиrrо и д9статочно вч-
а О, c[j] а О , Ko'opue, как

это видно из (9), эквивалентнg HepaBeHcTBarr (l0).
Ilycтb s узлах сетки А заданu знаqения fa = f(xa) ,

1=О,1 ,...rN, Функции f(X). Сиr.воло1l t[rr,
-a*' ,... , ta_ J бчя"" обоаначать D-о разАеленнур раэность
по узла1,1 Ia r. .. r XE+n. Даннус fl , i = lC r... , kаП ;

ka O, ts+д S ш, назчrваDтс, tto'o'o'Ho во9растаllцrми, если

вuполненu условия f,, S fL+lS_ . .. S la_ -, в тер}lинах

первь.х разАеленнчх раз}юстей flrlrхr+ll aО , 1 -
- Lr..., kод-1 . Ilаннrе fa, 1=kr..., k+д , назу!аDтся

вuпуклuни (вьrrуклuми ,""з), 
"c'nn 

f [rr.arra3:f [xдrtr_r] ,

1 = lЕrД r.. . , k+д..1 , или в терминах вtорчх ра9делевнlх раз-
ностей ffxr_.rrrrxaaal2o, 1 = Ь1 ,..., k+д-1 . нас

буд)rт интересовать условия, прl. KoToptx ,юкалtная аппроксиt ация

кубическиlи сплайнаraи, построенrая по 
"oHdToHHrur 

(вьtпуклrr.) ис-

юднaоt даннUra,6удет сооrветст!енно понотонной (aшпуклой). Все

резульrатu а статье Форr.ули9уотс, м, ioHoToHHo 9озраста!qих и

вtпуклuх вниз даннь.х (fa) . C-r"araraJol"a уraaр,цa*"" м"
r.o|roтoнHo убчэаших и lIпуклIх 9aерх даннчх получаотся заl€ной
знаков HepaleнcTв нэ противополоlнuе.

ýl. lloнoтoнHocть и вlпукJюсть

простей!ей локальной апл9оксииации

п9осlейщ!я (ф9}rула локaльной аппрокси}laции получаетсl,коr-

л a (l) кооФоици.нт9 с определrоlся соотнощенrяl.и

1t l о,... Д.'Cl
l

Il.

(ll)



Дя нахоlцения оставUихся свобqднuци коэФФичиентоа !!_1 ,

h+l восполь9уе!rся, (ак это предлошено в [8,9], условияии ин-

терполяции

S(xr) = f,r, j=o,Ш, (l2)

в точках xorfu , KoTopUe эквивалентнu ураанениrн

cr_rBr_r(zr)+arB,(xr)+cl*rB.ar(x5)=f5, (l3)

J = 0,ш.

0тсрда, учитuвая (2), получаеи

fo- o_r= (q-to)* + (cr-fo)ffi l (lц)

чт*r-fлl= (fiT-ft) + (fo<r_r) ffi.,,u,
Ыъ)
fu'(Ы

Теперь. приниr.ая во внииание (ll), ивее}r

с_r= fo- (fr- to)Br(xo)/B_r(xo) ,

tт+ r= fп+ (fш- fп-r)\т_r(1)/ry*., (trr)

(l6)

(! 7)

От етиr., что в зарубехной литературе (см.,напр, [5]) до -

полнительнuе узлu обччно берут кратньal,|и - совпадаlоlци}iи с кон -

цаriи отре9ка [аrЬ], а,"евно: I_з = Х_z = I_1 = а ;

\*r= 1t*з = Ъ*з = Ь. В это}r слччае Вr(хо) =

. fo_r(1)=O lr lrз (16), (|7) получаеlr с_r= fo, cш+t -

. f* . Тем ca}aull кратнуе дополнительньrc узлu по3воляот оiреде-

лить все кооФФицrентr cJ
по Фор}rуле (l|) (так как

, j= -1 ,.. .1 tl+1 , единur способо+r

f_' = f(x_r) = fo, fý* r =

на l(анцаr( оrрезка

лов не lсегда целесообра3}aо. llan9r+aep. когда сетка

f(lttr) = ro) иаaто.aатическ, сбеспечиваот интерполяцир

[а rЬ] . Оаr.ако, яспопьЕование

l5

кратнuх у9-
д раэно-



'aерная 
с lllагон h, то употребление кратнuх дополнrтельнчх уз-

,юв влечет сникение порядка точности аппроксил.ации сплайном ло

сравнениь со случаеrrl равноtiерной расl!иренной "ar*, 3 [l0].
ТЕOРЕfiА 1, Пrспё ilоэффццuенпu цL в (1) опреdе -

,1ецd Форjцgлам,),j:],(l6),(l7). 7oaaal
c'l, е.слu f 

., _.S f, rS |a*rS f a*
по ý'( Х) 2 0 ,|рu х€ [х. .-r*n J

ё) еслц fo 
= 

f{ 3t", по

а. 1€ 0,..., ý-2},
п

ý'(х) :о при = €

€ lxo,:E.t ] i
з| еслц fш_. S fш_., S fo, Tro g'(x) U О ..рц

'е lfr_r,\ ].
дOкАзАтЕльств0. Утверхдение "а" пряr,rс следует l.з лецнч :.

Ия доказательства утверхдения "6" достаточно TaKre восполь9о-

ваться этой леЕвой и учесть, что из (16), (!1) вýтекает с9 -
- r_' = (С.-Зо)вr(хо),/В_r(хо) } О,т.е. со : c_l .дна-

,югичньrll образоrl, rз (17),(ll) и лемян l BuTeKaeT утверхд€ние

Такиr. образоr, если даннuе f,a, k = 1-1rl,ri+lr1+2.
rioнoтoнHue, то соrлaсно теоDе-н€ l rаран?ируетсл ,rоiоrофносrь

!1ростейцейсплайн-аппроксиr.ациинаотрезке [х
инt.,rи слсвани, non f [:a, -a*.| J l О иr4еет l.aclo Fa!знсrlо

8,-l+lJ'

вlр ý'(х)= slЕп f,[x.,:.*ri, -с [хл,х.*rJ. (I8)

Если хе fa_aS ftS fa., Эfata , то на отре3кG [xar-a*l]
знак 8l(x) rioкer хGфя?ься. 8ообце говорл, в боlttсlнс?аa си-

туаций такое поведенrе сплайна предстаaляе?сi ест€ствсЁнIr.. на-

лри}rер, пусть fa_r( fa = f ,ar) fr*r, Лоrично счrzllr,
что эти сеточнuе .r"""rr" .ооr""iЁriуо, -Йiд"оИ 

Оункцll t(X)f
f fл no, -€ [xr.xl+r] , т.е. хакGиr.алlнос tн!чёниG

f,(xr лостrгает., .rу]rрп-.rрсз*s [xrrхr+r] . Ьтону lО-

r.eHcHlG aнака 8'(х) с пrIGа lla нинуG нa эrоr. отреrкG aпол-

rG соотвGтGт.!iе, по.сде,.хо f(:) . Оrэ"тэ с тa,., GGл.. no

lб





где !,lили ! = 2, находих

'J-

h+r= Чl+(h-Сш-r)

.,B!I]t*r)* ),(
J

f*J ,.r*.,B!;]t,r)=в!') {r, )* (2l )

(22)

( 2з)

то

(24)

J = о,ý,

, \ в!"){-о) ,{,)
_t= co+l*o-or' 7i- + -т-в!|'(-о) в!;'{хо)

.( ")'ш-4;Ъ4:]tы
Г'lы

[:o,xrJ, [1-
ссл" 8(х)

при fо S fr

0тйстиr{ лa6опl.тнчй {DaKT совпадениi Фор}.)rл (22',<2э) и

(16),(|7) при так назчваенчх естественнчх краевýх условиrх

ý" (xo ) = S"(1) = О , когда сетка fr р"""о".р"", "... "
этой случае ecTeCTgeHHue Kpaeвue усrrови, эквивалентнц требова-

ниян интерполяqи, э узлах Хоr\.
Из (22),(23), используя лемrrу l и сооrно{,енrя (3)-(5),

(ll), ,леrко вuвести условия йонотонности простейuей лок9льной

аппроксиraации при (paeвUx услоэиях типов I и Гl. 0чевидно, они

будут отличаться от результатов теоремч l толь|(о на отре9ках

.,,1tl'
удо!rrет!аряет краевь.й условияli типа I,

Sr" ,

f| z 3pohof [хо,:., J/(h_ r+ hо+ h.)
r+rсец gl(x) е О, хе [xo,xrJ; .rпи fu_.S fц
ц

fi 
' 
з\\-ift1',1i/(Xь.+ \-.'+ \)

,+ree" 8l(x) : O, 8€ [ъ_.,\].

fN
1

l8

(25)



Дя граничнuх условий типа П усло!rя (2q),(25) нyrно з.-
1,1енить соответственно феравенствахи

6лоf,[хо,хr] - (h_r+ho+hr)f; : о,

бщt[l_п,lJ + (\_.+bn_r+Ыfii zo.

расснотрии теперь вопрос об условиях 9упуклости простей-

шей локальной аппроксийации.

ТЕОРЕМ 2. П!спь коэффuцuенmd d,. в (1) опреОеле-
Hd Фордулалц (l i , (Z d ,(lZ) . ТоеОа'

о) dп" ,оrо,чпоба ваполхялосё gсловuе ý"(х)a О,
*€ lxrrxl+r], i€ (1 ,..., N-2}, нео6зоОltло ц ёоспа-
почцо, чпо6, uлелu леспо хераоенспва

f _f f -f f -fl
-х п -It+8 t-t l+,l l-a

h_' s hoi

l -l

' \ S\-.' '

(26)

(27)

гlх-ll+з t

6) Оля поzо, чпоба ваполналосD условче 3" (z) 2,О,
rС [-or-rJ, flео6rоОuло ц ёоспапочно, чпобd члелu

леспо церавенспва

'а- ^l ,fi
Ir- Iо -а-Х_,

в) ёл, поео,чrобd вппол8ялось условuе SП(з)Э О,
Хе [1t_r ,fu}, необаоdr.ыо u Ооспаmочхо, чпоба uцелц

цеспо неравенспва

-N -п-r fп-.,-fN-.
(28)а

Ъ+r-Ъ-а \-t-,
дOкдздтЕльств0. Утэерlдснис 'ъ" lrlaк.gт из лешr 2. Да-

лее, иэ (16) и (3) иlсен

l9



fo- c-r 
=х-х'l -a

h-,, zt f о

-l -lzпhо

0тспда и из ленпtr 2 !uтек9ет ут!ершение ''б''. Точно TaKre до -
ка9ý.вается и утаерlдение |'B'l.

Из Teopeньl 2 видно, что влияние краевчх услоэий (l2) огра-
ниченно отрезка.{" [:orXrJ,[1_rr*цJ; То ,{е car.oe всрно

в отношении Kpaeвrx усло!rй ,)lпа I и П. Дя краевrх,условий ти-
fiа I оrgаниченrя h_r S hо, \ S \_' следует заве-
нить соответственно не9аaенстээ}aи:

f.- f
0

х-х2 -l

h 
r* of [Х д* .,, = 1.. i

х -хt+з д

.l

\+r-h_.

J'

.х t
: п

L+z !-,i

J = 1-1,1,1+1 ,1+2.

< 1,tt- э -N,:+f;,

а мя краевнх усло9ий типа п неравенстваr.и; f;aO, fЁ a о.
Простейщая локальная аппроксимация не !сегда сохраняет

вь.пукrюсть исходнух с€точнuх даннuх. Действительно, пусть Bu-
полненьl неравенсlва

f[х.*1,хд*.J : f[xt,:t+1] zf[x._.,x.J , (29)

что озяачает внпуклость данных f
3апишеи условия (Z6) в 

"пд.
h.f [х rf [х] h t, Х ]

-t*a- -!.- a

0чевидно эти нераэенства не вuтекаот из (29) для случая произ-

вольной сет(и.иначе обстоит дело на равнойерной сетке. В част-
ности и!iеет место

СЛЕДСТВИЕ z, Пуспь 
""л*о 

Б разнодерная. Еслц
f[zд_rrx.,:.*rJ а О, 1= 1,..., Ш-1 ,u хоэФфuцuен-
,n -а, i (1) опре<lелена фордчлацч (ll),(lB), (lZ),.o
s'(x) : о. s€ [а,Ь]

2с



Кстати, ут9ер)цение следствия теряет силу, если равнояер-
ная сетка д расtлирена к9атнul1и узлаl|и. это еце один довод

против использования кратнuх узлов на концах лро,tiехутка [а,
ь].

oт}iетиil, что реэультатu Teoper.r 1,2, относяциеся к внут -
ренней части [",Ь] - orp""*v [xrrtrl_rJ, содер,rатся в

[!r]. В даннох статье эти результатн Аополхенu анализоr. Kpaeвtax

условий, с вuбороlt которЕх неизбеrно приходится l.iieтb дело при

практичеGко}a испоJlь3овании локальной аппроксил,rации.

В заклочение параграФа приведец прим,е9, наrлядно иллост -

ри9ушlий некоторче свойства простейлей локальной аппроксимации

на неравноtiерной сетке. [lycтb f(x) = Х и узльl сетки :!

J = 1-3,1-2,..., i+4, 
-Й".]",о '-{_; 

= ";'j
= hr+z= h, ha_, = hr-, = hl*, = Ьa*, = II, npn.e"

Ь = сН, , rде е < l. Используя Форr,rулu (l)-(5), ивееr.

ý(хr )= хr+ o(c)h , s" {:r )= -12d d/ц , j= 1 ,i+2 ;

g(x.*r)= :.*r- Q(е)h, S"(x.*r)= LZиG) /u,

где 9( ф= (1-d/[(1+2d (2+с) ] . Собственно, уже из

этих вuрапений видноl что локальная аппроксrвация не сохраняет

выпуклости исходнuх Аавнчх, та* *ак 8"(Хa) n S"(xa*r)
инеот ра3нче 3наки при лDбоii сr < l.

Восполь3овавlлись представлением кубического сплайна клас-

"а Са через узловgе 3начения Gплайна и еrо второй производ-

ной, нахqдиr4:

-€ ['r,xl.r]
s(x)= x+(1-2t) [1+2t(l-t)c]9(c)h,
g'(x)= 1-2 [1- а+ бct(l-t)]dc),
s"(x)= -12(1-2t)q(с)/н, t= 1x-z.)/h;

при

2t



при

s(x)

s"(x)

Х € [Х1* 1 ,Х.*2 J

s(-)= :-(t-2t) [с+ 2t(:.-t) ]9(g)ц,
s'(х)= 1-2[1- с- бt(l-t)]9(c),
g"(x)= 12(1-2t)p(e)/H, ъ (х-хr*.)/Н.

s'(x)

х
'i]

5

Рис. l Рцс, 2

На рис.l -3 и9обраrень. граФи-

.(и s(x), s'(x) " ý"(:)
мя сетки с параиетраr.rи h . .l,
Е - .9, а = l/9.B полноr.r соат-
ветствии с теореной l сплайн мо-

нотонен. 0днако сrо aюв€дение

аряд ли вrзцвает приrтнuе э оции,

если !споaнить, что аппроксипиру-

еТС' Функция f(x) = х. все

неприrтнUе 9оФектьl объясняотся на-

р)шениеl. условий вlпуклости прос-

тейшей локальной аппроксrliации на

нерааноцерной сетке.Мя равновер-
ной сетки (c*l) иr.ееrr 8(r) 

= 
х.

х

-5

Рис.3
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ý2. }loHoToHHocTbtl вrlпуклоGть rrокальной ап:-роксиrации,

точной на поливоtaах пер!ой ст€пени

пусть Функqия f(:) опр.д"п""" rr" [аrЬ]. поло*r" в

(l )

cr = f(E.), i=О,...,Ш, (з01

rде Et = (x._r*-.*-.*r)/3=x.+(bt-b._r)/3. и",о -
го, чтобu все точки ýa попадали на оrрa"о* [а,bj будеrr

предполагать вчполненнчr.и усrюзlия ь_' s ьо ' \ S \-' .

oтraетим, что

ё.- El-r= (b.-.*h._ n*h.)/3 = (xr+1- х._.)/3, (зl)

,.". Et > El_r, 1 = 112r...r!I.
КоэФФициентч C_t , СN+l определи.i из условий интерпо -

ляции (l2) по Фор}rулав (tЦ),(l5). 
'Ъкальная 

апп9оксияация с

коэФФиqиентани, заданнuви равенстваriи (30), (lq), (|5) точна

на поrlиномах перaой степени (r.е., еслв f(X) - полиноr. пео-

вой степени, то ý(х) =f(x) l tr,5]. 8 случае, *о.д" ""r.. i
равнояерная, то Et= 't, 1= Or...rtr, и эведеннаа локаль -

ная аппроксиraация совпадает с простейшсй лоl(альноri апп9оксиrа-

цией, рассriотренной gсше.

ТЕOРЕ}Ц 3. Паспь коэфбчцuенп, cr s (l) опреdе _

лена фораулалu (30), (l4), (l5). Toada
al еслц f( Е._.' ) s f( €,r ) s f( Br*.i ) s ,( Er+ 2) ,

, ,о ýr(х) Zo прi :с [rд.rд+r];
s З(ь)s f(Ei)= f(ar), ,о ý'(i): о

1с flr...,
бl еслu

Bl еслu
s,(t) z о ,

ш-2 )
0

f
]n рл t€ [Хо rх,

f(Еш_.) S f(E!I_r) S f(Еш) S fr, ло

, прч Z. [\_n,\].,
ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0. Утверr(дефие "а" след5lет из ,iехrtl l. Дя

доказательстaа утвер|дени, "6" согласно этой rе лarr.€ достаточ-

zэ



но показатьr что со a сс_ 1 . из (30) и условий теорехч ииееl.|

cl- fo: О, со- foZ О. Тогда из (lC) следует fo 2 cr_' n

так как qь = f(Eo) } fo , то со 2 c!_ l , что и требо -

валось. Аналогично доказь.вается утверхдение "в".
Для краевuх условий типов I,Гl совокулность коэФФициентов

Сl
аuх условий типа I неDавенства

определяется Форяула}iи (30), (22), (23). В случае крае-

fo 
= 

f(Eo) f(h) S fý,
9 пп. "6|' и "в" теоремы J нухно заменить соответственно огра-
ниченияaaи

fi: pof [ý.,€r] , fie Ы[Еш_i,ЕN]. (з2)

Ihя краевuх условий типа п 9место (32) 9озвикаот неравенства

zrofltr,ёr1 : поt;, ,l

} (зз)
zp*f [ёN_r,Еш] е -\_..fii. J

СледуоIlая теорема характеризуе, свойства вgпуклости ло -

кальной аппроксимации, точной на полинонах пер9ой степени,

ТЕOРЕНА lr. ПуспD коэфФццuенпd BL в <'|) опреdеле-
на форлулалu (3О), (l4), <l5). То2аа

а\ еслu 1€ 0,..., N-2}

fIE.-r,ё,J= f[ё.,Е.*rlS fIt.*r,E.*.J, tзz,)

по s"(x) а о п.рu ZQ, [-.,*.*.,1 ;
6' еслu

f[Eo,Еr] S f[Er, ё.], (з5)

t(Eo) - fo s (во- xo)f[Bo,Er] l (з6)

rno Е"(х) 2 о прu z< [:о ,х' J ;

2\



в) еслu

r[fu_., Ец-rJ s f[Bm-r,Bm], (з7)

fil- f(ёш) s (1- Еш)f [ёý-r,Еш] , (зs)

по S"(x) а о ,?ри I€ t\_r,'n]
дOквАтЕльст80. согласно лемr,rе 2 для справедливости не9а-

ве,.сrэа g"(x)} о, хе [xa,x.*.J, ie (t,..., N-2), до-
статочфо вь.лqпнения услоэrй

f( El)-f( ёr_r) < 
f( B1+1)-f( Br) < 

f( Et+2)-f(Bl+.i)
п -хl+.' 1-2 Х-Хi+, tI-Х

1+2 t-1

Учитuэая (l9), получаеra, что эти условия эквивалентны неравен-

cTBar.r (3Ц).

Рассtaотрив теперь л. '5" Teoperru. Так хе (ак в пl '|al' в

силу условия (35) имеет л.есто неравенство :i5 
= 

о'-о' 
.Zz-Z_q ,r-rо

Остаеrся показаr., "rо 
Щ 

= 
О'*О 

. l'lодставляя Glо-
Xt- X_z Iz-X_ l

аа вура ение для ц_, из (|q) и учитu!ая (30), неслоrно убе-

дитьсl, что 9то хера!енство эквивалентно услоэир (36). Днало -

гичнуr. обра3оta доказфваетGя утэершениa "в".
3МЕЧАНИЕ. Если h_о = hо, \ = \_a , то условrя

(36), (38) завеАоr.о вuполняотся.

lИя краевuх уGловий типа I вместо (36) и (38) aозникаl)т

не9ав€нства

t[Eo,Erj : f;, f[Eш_t,fo] s f; , (з9)

а в сл)aчае краевUх условий типа ll приходип к cCTecTBeHHUi. оr -
рэничениян
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f; z o, fii : о. (1.0)

напояниь, что непрерь.вная Функция f(X), хс [аrь]
назuвается Еьrпуклой, есл, f[Tl.r, Tl" r I, J :О norr ".., n1 ,

Tlr,Ire [аrЬ] l Ir( l.( I, Если f(x) € Се ,rо эrо
определевие вчпуклости эквивалентно условио f"(X) : О,
х€ [ц,Ь]

3анечательнui,l качествой локальной аппроксинации,,очной на

полинол{ах первой степени, я9ляеtся в определенном сrauсле пол -

ное сохранение свойст9 монотонности и вuпуклости аппроксиllируе-

ной Фувкции. Имеет raecтo

СЛЕДСТВИЕ 3. Псспь коэфФuцuенпd cr s (l) опреdе-
лецd форлулалu (ЗО), (|4), (l5). Еслч t(z) - лонопон-
нал ,rз [а,Ь] функцuя, йо S!(x) Z О, х€ [а,Ь].
Еслu t(x) вdпуклая на [о,Ь] фунrlцuя, по g"(x) Z
: О, х€ [а,Ь j

Так как из чсловrя f"(.r) 2 9 вчтекаот соотноOJения

(]9), (q0), то при аппроксиr.ации вýпуклой Функции Я(х)С С2
вuпуклость аппроксийационногосплайна ý(х) гарантируетсяи

для краевфх уGловий типов I и П.

Если учесть, что локальная апfiроксиt{ация, точная на поли-

нонах первой степени, поrirriо сохранения свойств 14онотонности и

в9пуклости, дает точность аппроксиl.|ачии О(На), Н= Y Оa,

на лМой неравноверной сетке [ll], то это делает ее весьна при-

влекательньm4 методом аппроксиrrации. 0днако ! практичесхих за-

дачахt когда и9вестнu только сеточнuе значения Фуrкцr" f(X) ,

непосредственное при}aенение такой аппрокси}rации Heвogнotlнo. В

эrой ситуации рекоl,tендуется действовать следуOциr1 образо..i. По

исходнýll даннчl.i fali = Or..., N, на сетке Д построиt{ ин-

терлоляционнчй сплайн первой степени ýn(x). Зате" при

построении кубическоЙ сплаЙн-аплроксимации будеi,l в..есто Фор..ул
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(30) использовать соотноlления

-h

cr= sl(E,r),1=o,..., N
Нетрудно 9идеть, что в этоr. случае и}lерт место Формулu

h
(rl= fr+

t

Е f +t

1-1

i.|

f [*д r'a*о l , ."n, h 2h t-1'з t
(ql )

fCl
h-h

- f f[-._r,r.J, если
1-1i

[1+Si8B(bl-hl_.| ) ]f[x.,x.*.t J+

hrsh

i= Ol...l Nr

(преАпола гается , конечно, что ho 2 h_' , \S \_' ). КоэО-

Фициентч C_r r ClT+t по-пре не}iу нахоАиri, либо и9 услоэий
,нтерполrции (ll), либо из краевух условий типа I или П. 0тне-

тим, что в есто парu lDорr4ул (Цl) }roxнo использовать gý|9ахение

аида

h -h
t 6

+ [1-siвв (а.-ь._., ) Jf [r._..-.l }, G2)

i= о r...r!I .

Опираясь на теореяu 3,4 и саойства сплайна 8r(Х) ."о*-
но утверждать, что, построен!tая таким сrбразои локальная куби -

ческая сплайн-аппроксинация сохраняет ховотонность и вUпуклость

сеточнOх даннuх. Kpo}re Toro, эта аппрокси}iация, очевидно,точна

на полиноi4ах первой степени и иriеет точносtь О(Ва) [ll].
В практических приrюжениях Ball(нo иметь локальнче критерии

!юнотонности и вuпукrюсти в териивах исхqднuх сеточнuх значе -

ний. их леrко !uвести из теорем 3 и Ц (мохно также эоспоJ!ь3о -

ваться леlФ.а1lи 1,2 в сочетанrи с Формулаriи (42)). Степень ло-

кальности критериев r.Qнотонносlи и вь.пукrюсти определяется ха-

ракте9ом неравноllерности сетки д , от которого зависиr 9ас -
поло ение точск Еa . Наппr"aр, для того, чтобtt сплайн
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S(X) с коэФоициентахи (q2) бчл нонотонен на

пои i € {2 ,... , N-3 }, яостаточно, вообце
[r.r-**. J

aоворя, вýполне-

ния не9авенств f,-aS f,-' S fa S flar S fa*. S fa*, .

0днако если hд_2 S hr-r n br+. S h
поrDебоваtь вuполнения только неравенств

t+
д
,! , то Аостаточно

i-l- -i- - r+1-
S fr*a Такхе, как это предлагалось в случае лростейлей ап-
проксиl.{ации, для огOаничения влияния даннlrх, располокеннЕх ане

отре3ка i*a r*r*rJ мо,{но привенять тактику введения в сетку
А дополнительннх узлов, 8 частностиr если пополнить А про-

извольнuйи узлани xi_1€ (xt_l,Xt),*i*r€ (а1*1,Хдаz)
и доолределить набор сеточнuх значений величина"rп S.r(X!_r),
Sr(Xi*r) , то очевидхо при ,Dбой исхоАной сетке для ,.оно -

тонности сплайна с коэФФициентаlrи (q2) достаточно условий
т' <f <f <f- t-1- - t- -t+1- -t+2

в qелоii, кубическая локальная аппроксиr.ация на основе Фор-
вул (l2) обладает рядом за}tечательнuх свойст8l, которuе Аеларт

ее достаточно унивеDсальнuн, и одновреriенно простьпl и наде,fнýr,i

raетодом прибли!lения.

ý3. Ионотонность и вuпуклость локальной аппроксияации,

точной на кубическйх полиноt.ах

Пусть в (l )

c.=f,+ } (l.h.f[хд_r,хri-F.h._rf[хr #t*r]) , (4з)

i = 1,..., N-l .

0пределив остаылиеся свободнчми кооlDФициенты C-t' Cl,

Чý, ОN*a (э Аальнейщех для краткости эти коэФФициентu назýl-

ваDтся граничнь.l,|и) из уславrй интерполяции

S(x_)=f ,, J = о,l,ш-1 ,ш, (44)
JJ
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т. е. из ураавений

*s- rВз_ 1(*,, )* сrВr(хr)+ *J*rBj.,

J = о,l,N-1 ,N ,

c_r= fo- Ч& ,r. h_l(h_2+h_r)
f;,

(хr)= f (45)

(46 ), i=or1 ,... , N ,

J

получаеr. локальнуD аппроксrнациD, точнуlо на лоливояах третьей

степени [3-9, l2]. При достаточной гладкости Функции r(x)
(наприиер, f€ С}) такая аппроксиraация позволяет получить

точность приблиrе""я о(н4) на лобой нераэноиерной сетке

А [12].
0становийся более под9обно на способах нахождения гранич-

нuх коэlDФичиентов. В [l2] предлагается определять эти величи-

вь., исходя из Фориул квазиинтерполяци}r:

h -h .,hh
6

т
rl

-.| f fс f +lt з rб
.t

dц* .1= fц+ 'ш+3

2\q{ Ы\Jh*.,)
'N,а

А иr.енно,пусть Irr(x) - интерполяционнrй r.ногочлен Лагранха

третьей степени, Интерпоlrируцttий эначениЯ fr.' f1111 f5az'
f,*r. Тогаа, используя аппрокси,ацио tj") - {"){*о) ,

tý')- d:Jt1l , т . 1,2, в соотнощениях 1061, получаем

дЛЯ c_lrcar\l$Ja1 lrОРirуЛu, СqДеРЖаЦие ТОЛьХО СеТОчнце

9начеНИЯ f:| .

Еце один способ эччисленйя граничн!|х коэОФиql.ентов состо-

ит в следуоцея [Ц]. Набор сеточнuх значенхй f., j=O r... ,N ,

пополняется величhнаяи fr= Ъо(Хa), k = -t,-2; f. =

- \- r(х. ) , ш = N+l,N+2 после .To1,o !Gе коэОФициентЕ
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с. . j= -1 ,... , N+1 l определiотся по Фордула}r (q3), если
;l

Аополнительнuе узлu Х_lrХ_зlft*1l\+2 не явля!тся крат-

нЕliи. 8 случае KpaTHux дополнrтельнчх у3rюв необходиr.о учесть
появлехие разделеннчх ра9ностей с кратнчми узлайи в (qJ).

0ка3ýвается, все три 9ассноrренннх способа определения

граничнuх коэФФициеятов эквивалентнu, 8 car"rox деле, леaко убе-
диться, что и способ, основанныЙ на аппроксиl.iации Фо9}iул (Ц6),

и способ, связаннuй с экстраполяцией сеточньlх даннrх, даот зна-

чения граничнUх коэФФициентов, удовлетворяоцие уравнения}t (Ц5),

т,е. в обоих случаях реализуDтся условия интерполяции (Д4).

С точки з9ения простотu вuчислительного алгориrl{а предпо-

чтительнее нахоадение rраниqнвх коэФФициентов путем Dец,ения

уравнений (Ц5).

Kpo},re условий интерпОляции (Цir), для эвчисления граниЧннх

коэФФициенrов йохет быть использована инiюоl.iаqия с зхачениях

произЕодншх от f(x) на концах отрезка [а,Ь] t9]. В

частности, коэФФициентý с_lrсо n ашrсN+r могут бuть

найденu из условий

"(в) 
1х.)= "(э), 

g(ч)1-")= ,ln),
где р€ { 0,1 }, с e{t,2), q > р, соответственно

k =0и k=N
Соотношения (47) эквивалентнu систеrrе

с._'в!1] (x.)*o.B!P){-.)*,,**'B[|]c*"l= rlr', l
1_.,B!_q] 

( *. ) *о"з( Ч) 
1 ** ) *o** rB[*q] t *" l= rln) . J

(47 )

при

( 48)

[lриведев 9ытекаощие и3 нее Форйулы для граничнuх коэ(DФициентов

при возttохнцх значениях р и q



При Р=0, Q. | ииеех

h_r(fo- свr) lо*l;;г* т о"r; 
I

h
-1со= f 1+

Ьоф.,

ao=fo+ \(t*- с*_r)

\-r* \-.

2ho+ h' 6

(\-\_r)(t"- cu_r)

2\-,* \-.

- j \_.,',i
пI

\-r*\-.
1+

и C_r , чт+r опреАеляотся Форнулаr,.и (llr), (l5). 0тнетий,qто

этоt тип кр!е9uх условий поле3ен с точхи 3рения повцDенил точ-

ности локальной аппроксиrrации [l3].
При Р.0, Q = 2 имеев

(h_r-ho)(fo-c1) h;qI h _h_'l о

2ho+ h.'
со= fo+

'tt= 
fiT'

1+

1+_ {_. fii \-\-.t
гq 2\_,4т-.

и ct _1l \q4r опреАеляDтся Форriулаl|и (lq), (l5).
При Р - l, (l .2 иl,rеек

% = er- (h_r+ ho+ hr)(f; +ьоf;,/2),/з,

с_r= tf j + R [B]. (xo )+ B|(xo ) i-crB ](xo ) ),/B] r 
(xo ),

оlс = "N_'*(\_.+ \_1+ Ы(+ и"_tfii/2)/З,

ch*r= tfi+cN[Bi-r(5)+ {*r(\)] -

- "rc-.,Ч[-.,(h))/\i*,(fu),

зl



В кач€стве обобцения условий интерполяции (Цl) ножно рас-
сr.rатDивать условия

"(э)1*,)= 
,(Г), 5(Ч)lхо1= 1(Ч), (49)

s("){a_.)= týi| , s(')t1)= t("), (50)

где p,q,Ern€ (О,l,z}.из (49) peкyppeнTнulr обраэох находят-

ся Qo, d_t,аиз (90) - cNr aIT*1
Перейде}r к исследованио условий riонотонности и вuпуклости

локальной аппроксинации, точной на кубических полиноraах. }lu ог-
раничиr..ся Dасс}iотрениеli локальной аппроксиraации с краевraйи ус-
ловияяи (ЦЦ). При друaих крае9цх условиях иэяеняотся только

Формулировки результатов яа отрезках [Хо ,Х, J , [1_. ,1J ,

чrо нетрудно сделать, учитьlвая полученнllе вцле Форнульl для гра-

ничнцх коэФФициентов.

0бозна,rиrr

u .= f [х. ,xr*r1- ojr[rr-., ,x5,x.*1,x5*zJ ,

j =1r..., N-2.
ТЕOРЕНА 5, Паспь коэбфuцuенпd oJ в ('|) опреёе-

лена форлgлалu (ЦЗ), (Ц5). То2dа

а) еслu аля L€ t2 ,... , N-3| ваполнена услоеuя

u : о, j= i-l,i,1+1 ,
(5l )j

по s'(x) : о, х€ [х.,хr+1] j
6) еслu un }0,rr2 u О и

f [хо,х., J_ hfflxo,xr,x.,xrJ > о,

gl(x) : о, х€ [хl,х2] ;
в) еслu чt_, z 0,'\_.2 О а

(52)

по

э2



t[\_.,,\]- hi_rf[ъ_r,\_a,x,'_r,lJzo, (5з)

,по sl(x) : о, х€ [*ц_r,11;
z) еслц вdполнено услозце (52) u w" >- О,а пак-

хе

f [xo,x.J- (bo+h_r )f,[xo ,xl,xl J +

+ (hо+h_.| ) ( loh_ 1+ho+hr )f [хо ,xr ,xz ,хз ]: о , (54)

по g'(х) u о, х€ [xo,:rri;
0) еслu вdполнено условце (53) и

пакrе

t[ъ-,,Ы *

+ (\_r+Ц)t[а_,, ъ_r,ft ]+(\_.+\) (ц\+

+ \_r+\_.)f[ъ_r,ъ_.,хo_r,lri t о, <ssl

по s'(x) :о, х€ tfu_.,\]
ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0. Из (Ц3) ийеев

ct+ i- gt =

t-1 l l+t
h

+ lla+Рда r

\-z Z 0,а

a
пt

t

h
_l
з

h +h +Ь f

- p.*1f [x.*.t, Хr.. J- Itf[x.-rrx.

,Xl*rJ-

r} ,

N-2.
0тсDда находив,

cl+ 1-cl= (hr-.r+ha+ha*.| )uf , i=1,..., N-2,

и, обрацаясь к лемве l, получаеri утверхдение "а",
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далее, иэ (45) находих

( c.,-qo )Во (х., )= (a.-f .,)+ (е.-а.)в.(хr).

Подставляя в правуо часть величину cla-f,a из (43) и учитв -
вая (56), (3), илаееiл

о'- *о 
=h-r*hоф,,

= + fflхо,х1]- h;f [хо,хl,х2,хз]}.

= + (f[xo. x1]-(ho+h_ i )f[rо,хl,х2 ]+

(57)

0тсода и из лей|,iы l получаея утвер,l(дение '|б'' (аналогично вUaо-

дится утверхдение "в").
Из (Ц5) следует равенс тво

( q-c_r)B_r(xo ) =

= (ar-au ) [в,'(хо )-1]+(ar-f ,,)+hof [хо,х,, J .

Преобраэуя flpaвyo часть с пояоцьо соотноlлений (lr3), (57), (3),

ваходии

dо - C-.t

2+n
r 
+hoh

+ (ho+h_r) ( loh_.+ho+hr)f ixo,xl,xz,xr ] ). (58)

Приницая теперь во внииание ле riу l приходвн к утвержденио'|г|'.
Заклlочительное утвершение "д" ввводится аналогичнчн образоtr.

Дока3ательство теореi.ы 3авершено.

Таки}i образои, локальная алпроксиraация, точная на кубиче-

ских ltоливоr.ах, в оlличие от более простuх типов локальной ап-

прокси1.1ации (теоремu lr3), вообце rсзоря, не сохраняет ,.онотон-

ность исхояных данных. Условия (5l)-(55) в теорейе 5 означаlот,

3t,



по-суцеству, что для сохранениi свойства 1.1онотонности данных

ff } разделеr"uе разности f[x _х _'i "а сосед"", ""rер 
-t t, " l, t+r.

валах не долlхны сильно отличаться друг от друга. Напривер, ус-

ловие (5l) может бвть эаписано в виде неравенств

hr-.*t 
r+h

hl *лr* rrr*r]f[-J.xJ+1] -+l

qam

- 
^.f 

[xJ-r,xj1- pr*rf [*r*,, rxr*.i ё О, (59)

J= 1-1,i ,i+1 .

0тсрда ясен сl,tысл выдесказанного. В частнон случае, на равно -

мерной сетке условия (59) иiiерт вид

8f [xr,xr*rJ- f [-5*rr*5*.1- f [x.-r,xJ] z о,

j= i-1 ,1 ,1+1 ,

и выпОЛняОТСЯ, НаПРилiеР, еСли

f [хr_.,х, i/4 s f,lx, ,x,*r J s4t[xr_r,xrJ , (60)

J= 1-1,1,1+1,1+2,

В качестве иллDстрации приведем условия (52)-(55) для слу-

чая равно}iерной сетки. неравенстЕа (52),(53) мо но представить

в виде

ýf[xo,xrJ+ zf[xr,x.J- f[xa,xr] : о,

5f[xo_r,1l+ 2f[lv_.,\_r]- f[\_э,1_. 1 z о.

соответственно условия (54), (55) записuваrотся следушlиr.r обра-

l7flxo,xr]- tбf[xr,x2]+ sf[x.,xrJ а о,

lЁlfo_r,ъ]-tьf[\_.,\_r]* sf[\_r,1_.J э о.
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Условия (59), Boofue говоря, не являртся более слабuяи,по

сравненио с аналогичньOrlи усло8ияr.{и йонотонности [1,2] кубичес-

ского интерполяционного сплайна класса С2 , 
""nn 

рассйатри -
вать случай произвольной сетки. 0днако на равноl.{ерной сетке ло-
кальная аппроксивацил с?ановится l,,|онотонной при более слабых

требованиях к исходнчй даннчи. Так, напри|{ер, BrrecTo (60) для

интерполяционнuх сплайнов ийеей ограничения

t|tх,_r,хrl/з S f[rз,*з*r] s 3f[x._1,xj] .

рассtlотрив при}lер| демонстрируощий некоторце особенности

локальной аппрокси1.1а ции , точной на кубических полинонах. Пусть

f(x)= yx,t SO; f(x)= Рх, Х 2 О 1 причеr.r y:O,
Р 2 О. Введеrr

t2,. .. Инее}r

paBHol4epнyD сет
f [*., хr* 1J=

ку с узлаl.,lи а.= jh, j = о

Y, i ( oi ilr.,-.*rJ=
+i

9,
1f, О. по Форйулаь (43) получаеи е!= YIl , 1 < О;
- Bxr, 1 > oi ао= h(Y-В) /6. слЙвател""о

ý(х_r)= ух_.= _21h ,

d t

h( -р)
эб

Поэтоl,,lу

s( в( h(зzт-р)
эб

и при \ < Р/Э7 ииее" 8(r_r) < S(r_а) ,"оr" f(x_.)>
> f(x_a) Таки,. обраэой, при y < Р/Э7 локальная ап-

пDоксиraация, точная на кубических полиноriах, ве сохраняет r4o-

нотонности даннuх f, . 3а"етr", что простейщая локальная ап,
J

проксихация сохраняет сэойство r.онотовфостl,t данных при лйоr.
соотнощении параriетров Y, 9 .

ý(х_r)= - 1h 1

х _)='-. )-

,6



0бозначим

*r = f[=1_1rXJ,x,*1J +

+ Plhs-rf [-r-.'IJ-l 'x5,x5arJ -

- I.hrf [xJ-l rXJ,x5alrx542J,

l = 2r...,I[-2.

ТЕOРЕМА 6. Пуспо rcоэффццuенпа *t в () опреOе -
лена форлуламu (4З), (45). Для mоео, цпобц uмело лес-
mо неравенспво S"(Х) е О прu ХС [Хrr-**r],
необrоOuло u 0оспапочно ваполflенuя !словuй соопвсm -
сmвенно:

а) прu 1€ t2,3r...,IТ-З} -
w, }0, j = i,i+11

б)прu i=l-w.}0 u

f [xo,xr,xa]-(h'- ho)t[xo ,zl,х2,хэ] > о; G2)

в)прu i.=0-
f [хо,х., ,x2]-(zho+hr)t[xo #1 #2,хзJ ао; (6з)

е) прu i=N-2 - rN_.r0 u

f [\_r,\_r,]trт] -

- (\_.-\_r)f[l'_r,\_z,ъ_r,lrJ а о;

(61)

(64)

0)прu i=N-1-
f [ъ_.,\_r,t] -

- (2\_r+\_.)t[fu_з,хu,_z,lт_r,хцJ 2 о.
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дOкА3АтЕльств0 теоремu вuтекает из леиfii. 2 и вЕраrений

МЯ aЪ+t-СJ , J = -1 ,. .. , П, найденншх в ходе Аоказательст-
ва теорейU 5.

СЛЕДСТ8ИЕ \. П!спо 0аннае tr, 1= or...r IT, on-
пуклае u коэФфuцuенпй ot в (|' опреdелева. Фордала-
!,|ll (43), (45). Для по2о, чпобd сплайп В(х) бdл
вdпуклrл, Nео6rоOцдо u dоспапочно оdполненuя неравен-
спв ПJ :О, t = 2,...Л-2, и условuа (6з), (65).

Длi докааaтaльства следствия достаточно заr.етить, что в

условияхнеотрицательностивторuх Dа3деленннх разностей из

(6З), (65) следурт веравенства (62), (64).

Вчрахение для wJ .ior(Ho переписать в виде

шr= rr{(1+ xJ)f[rJ_r,xJ, r1*,rJ- rrrf [хr,r,*1,r5а2Jh

+ чr{ (1+ иr_п )f [хr_ r,xr,xr* n J-rt,_rf [хg_а,15_1, х5 J },

.де lr= hr/(hr_r+ hr+ hr*r) . Отсода ясно, что из не -

равенств

(1+шr)f [xr-.,,x,,r5*r1 } шrf [х,#r*1,-з*.] ,

(1+иr_., )f [:r-n,r,,:r*r J2 tl-rf, [x5_z,x1_.r,x5 J,

следует w, 2 О. Kpor.e того. условия (63), (65) эквивалент-

нЕ ограниченияra

(зhо+zhi+hа )f [хо ,х., ,xl J z (zho+hl)f[xl,x2lxlJ, (67)

(з\_r+2\_.+\_r)r[lт_.,rtт_r,-ш] е

: (2\-r*\-.)f[l-r,1_.,1_1J. tьвl

(66)

8 результате получае
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СЛЕДСТВИЕ 5. ПуспD хоэФФuцuенпа o.L в (1' опреOе-
лецd форцgлалu (4З), (45). Еслu аdполнева условuя
(66) (при J=2r..., N_2 ) u (67), (6s), rпо Sn(x) :о,
х€ [а. Ь]

В заклDчение параграФа оrr.етиц, что условия вчпуклости ло-

кальной аппроксинации, точной на кубических полиноriах, слабее

аналогичнчх условий дла интерполяционнUх кубических сплайнов

[1,2] класса с2

ý4. Локальная аппюксrйация и сглаlхивание

Локальная аппроксимация сплайна}tи lлйроко используется при

обработкеэкспери}.ентальной иноорнации вкачестве аппарата

сглаl(ивания [6,7]. Собственно, иr.енно с этой цельь такие сплай-

ны были введенц в основоarолагаоцlей для тео9ии сплайнов работе

Il4]. В частности, в [l4] бь,ли обоснованы сглаtхиваццие свойст-

ва лохальноЙ аппроксиl.,iации при равноtiерноЙ бесконечноЙ сеrке.

Какие-либо результатu относительно сrлаuива!|цих свойств ло-
кальной аппрокси}tации для HepaвHo}iepнux сеток Haм неизвестнч.

Ни,(е iaьl покажец, что простейшэя локальная аппроксинация , вообце

говоDя, непригодна дл' сглаживания на нераgllоttерной сетке.

Расснотри1,1 бесконечнуо сетку уэлов Ii с заданннl{и в

них значения|"iи f.1 t- o,tlЁ2,... Процеду9а вuчисления

значевий S(IJ) r' j = O.tr,..., локальной аплроксиriации

s(x) = Е f ,в.(х) (69)
t l l-

назdвается сглакиванием исхоАнuх даннчх (fa}. 0б"""о." чaпоо

регулирования степени сглаr(ивания используется итерационнЕй

процесс

(,) (хan )
J = Еý

t
- 'l'

(.-')tr.)B.{-r),

J = o.t1 ,...i k = t,2,...
"(о)lхr)
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Здесь ts - нояер итерачии, а не порядок произвqдной. Количе -

ство итераций определяется 
'ребования}rи, 

предъявляейur,tи к ре-

3УЛЬТаТУ СГЛаХ(ИВаНИЯ, НаПРИ}rеР, ОГРаНИЧеНИЯйИ На ДОПУСТИl,iОе ОТ-

клонение сглаженнuх значений от исходных [6j.
Пусть сетка такова, чтQ Хzl-Х"д-r=Н' 

'at*a-*at= 
h=

- cffl с<1,i=0,tl ,..., и значения f. =х., j 
=fJ

= o,tl ,..., т.е. исхоАнЕе Аанн9е и сетка Фактически такие хе

как в лриirере из ýl.
согласно ФоD}rуле (7о) ийееrr

.(rо)s(.) (*э ; = 5(r-r)1* J-l +

)l+t J+

)в

+ý(r-l) (:, )эr(х, ;* 
"(*-l 

) 
1х в .,(-, )

j = O,t1 ,...i
Учитнвая (3), находиr-r

k = 1,2,...

5(r)lxr)=is(r-.')(*J_r1-5(t-1)1*r)) c,* 2_)-

* 
"(t-r)lx 

)+ is( r-') {-r*,, ) -

_ .(r-l)1x )] 1
(1rc) (2+с)

(х.)
J

а виде

(7l )

(72)

j= o,t1 ,...i k= 1,,2,...
0тсЕда

s('){-.,)= хэз* цIl , s(') {-..*.,)=rzt+r- чН,

где u = с(1.<)/ [(2+с) (r+ecc) J .

Будеl.,t искать вьaрах(ение дп, stL

"(")(*..) 
= х_.+ uHB, ,

s(.) (*. 
r,*., 

) = rrt+r- WFr

где соrласно (72) Р1 = 1 , 
ц0

)

}
(7э)



Подставлвя вuрахения для U(r-r)lxr) из (73) в (7l),
имеем

s("){*..) = zzLt uн(l+vp._r) . Qд)

где v = зе/ [ (2+с) (r+Zc) ] . сопоставляя (7q) и (73), на-

ходиl,t

9, = 1+ vg*_', k = 2,3,...i 9., = 1.

0тсопа 9.= 1+ V+... + f- 1=11-"r)/(r-ч) и следователь-

но

в('){-.,)= xar+ wн(l-lЁ) , k = 1,2,..., (i5)

гАе w = с(l-сс)/(2 +2ц2q2). Аналогично показцаается , что

s('){*..*.)= x..tr- fiI(l-чД), k=l12r... . (76)

так как

Б

о <v <|/3,тоэ пределе при k, + о получаем

(' tr..)= ха 
1+ 

wtl ,
(77)

s('){r..*,,)= ха t+t- ffi , i =O,t1 l...
Анализ Фор}rул (75)-Q7) покаэывает, что в процессе "сrла -

Iiиванияl| сеточнuх даннuх, соответствуDцих Функции l(X) = Х ,

с похоцьD Форi,iулu пРОСТеЙлеЙ ЛОкальноЙ аппrюксиr.ации MU получи-
ли сеточнуо Функциlо, которая представляет собой cyii.iy исходной

"гладкой|| сеточной Функчии и пилообраэного возвуцения с доста -

точно оцутиraой аиплитудой. Естественно такой результат нельзя

считать сглаtхиваниеr4 исходноЙ иффор}rащrи.3а}rотиr,r,чтQ график лре-

Аельной локальной аппрохсиl..ции r(T )lх)= Д В(')1*a)Вa{-)
аналогичен граФику сплайна яа рис.l. Нетрудфо такхе получить

1.1



Рассt отри}. телерь случай, когва f, = (-l)Je, j 
=

- 0, tt,..., т,€. исходная сеточна, qункция носит пилообраэнuй

характер. Нетрудфо найти, чrо gtr/(Х.) = (-1)Jrrle, j =J,r

= 0,tl,...; k.1,2,..., и соответственно gto/(x.)=O,

J ,0,tt,.,.. такии образом, в данноlч приrlере ltu наблDдаеrr

четко аuраtеннllй э(фект сглаrиванrя исходнýlх негладких даннчх.
alодводя итогr, rio,шo утвер(дать, что в случае HepaвHoriep-

ной сетки простейшая локальная аппроксиl.tация , с одной сторонr,

вошет сгла!(ивать негладкие сеточнuе даннь.е, хо, с другой сто -
poнll l Moreт преобразовUвать гладкие сеточньlе данные в неглад -
кие. И, так как экспериментальньlе дафняе llol{Ho трактовать как

cy}ra.iy rладкой и негладкой составляlццих, то результат обработки

их с пофоillьD п9остейшей локальной аппроксиl,лации на неоавно.aер-

ной сетке йоrет носить непреАсказуеraчй характер.

Возьохно, paccttoTpeнHue э(фектн связанв с условияr4и вьl-

пуклости локальной аппроксимаqии.
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