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Введение
В работе [l] наrrи coв..tecтHo с В.В.Богдановым paccl{oтpeнa

tttонотонная эр}tитова интерполяция обобценныttи кубическими сплай-
наяи саl.{ого обчlего вида. l|оказаны суцествование и единствен-

ность сплайна. Установленu необходиlчые и достаточные условия
его }tонотонности, состоящие в толl, что парн заданных значений

'l ,r!,*., производной сплайна в соседних узлах сетм дол,(ны

принадлехать специальныl"i выпуклыltl областя1.1 в плоскостях

(,П*rШa*., ) . Это обобцение результатов работы [2] о моно -

тоннь.х эрмитовых кубических сплайнах. Предлоlкена ,.rетодика вы-

бора свободных параметров обобщенных сплайнов, обеспечиваtоцих

выполнение указанных условий.
В данной статье эти вопросы исследованы для лагранхевой

интерполяции обобtценннl.,tи кубическиrrи сплайнами класса Са. К"*

и для чисто кубических сплайнов, задача интерполяции сводится

к решенио систеl.tн уравнений с трехдиагональной }tатрицей. При-

лiерч обоfuенньaх сплайнов и интерполяционнчх задач инеются в

работах ряда авторов, из которых нu отr{етим непосредGтвенно

использовавшиеся на},rи работы В.Л.Нирошlниченко [3-5].В [4-5] и}t

установленu достаточнне условия liонотонности кубических и па -

раболических сплайнов в виде ограничений на исходные данные
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задачи при их строгой r.онотонности. В [ll бсз дохaаaтaльст!а
сФорri)iлироаано ут!ерlдение о достаточнUх услоll.rrх нонотонЁоGти

обобtцсннчх сплайнов, вклочаOlих, кроaaе строго r()}toтo+lнIx ,с-
ходнa|х данl+lх, TaKrG сtободньlе параraэтрt| смaйна.

Gлсдlя мстqдихa работr. [Цl, ш| получили систеt у нэ9a -
аенств, обеспечtвaцlих слестtо!аirе дaухсторонних оqенок

OS ЦдSдОr, ОSшaalSцllr (з случае r.оното{}lого возраGта-

ния),где 
'oa 

rriaa зависят от исходнuх даннух,но '.c зависят
от с!ободнrх параr.ет9о! сплайна.8 результате задача сводится к

зааэче r.онотонной эр}.итовой иЕтерпоr!яциr [l], с те" отличrев,
что теперь эtlпуклой области долrна принамс|ать не Torlb|<o точ-
*" (П|.П|л") ,но и целшй пDяriоугольник G эеплинаrlи (0,0),
tr|,ОI,t6,-ri!*r)r(пО.,п!.,,). та,. подобнос усло!ие бчло

необходиr*Oa и достаrочнуa.,а,8Аесь только достаточнуE. tlpeмole-
на пqдходяllая для Аанного случая raqАерни3ачrя }aетоАики в!rбора

свободнчх параястров сплайна.

Из других работ по тенa отr.етин исследования 6.И.Квасоaа

и с.А.яченко [7], в KoTopux задача riоното}tной и эuпухлой интер-

поляции сплайнаNп класса С2 свqд]rтся к эрaитовой интерполя-

ции второго порядка рэционалtнцtaи смайнаraи с дополнительнUltи

УЗЛа1,1и.

граФики и численнче при}r€ру в данной статье (ý3) вrrполне-

нц В.В.Богдановуra, KoTopory автор эl|рап€ст искреннDр благодар,

ност ь .

ýl. Суцествование и единст!енность

интерполяционного сплайна

Рассl,lатриваотся обобlеннuе сплайнu на отрезке [аrЬ] на

Хa rХlаr J

с шагаrrи ha= *t* r-*t
9аписьtэаем э эиде [l ]

ьсетке А: а =:о( .. .(
3вено сплайна на отрезке

\
t
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ýn(x) = f.*rt +f.(1-t)+ h.tc,[c.(t)-t] +

+ о.[Ф.(t) - 1 + t] }, (| )

'.д. t= (z-:.)/h., e.(t),,ц.(t)c cz[o,1] - базовве
Функции, поrlчиня|оциеся ограниченияr,t

9.(1)= rj.lg;=r, ql')(о) = o1,)(r)=o, во,1,2, (2а)

9l(1) > 2, фl(о) < -а, (2б)

9'i(1) >о, Ф,i(о) >о , (2в)

Ct, Dl - прои3вольнне noaro""r""*).
ВUполняя условия rнтерполяции rсходнвх данннх

. f., J= 111+1 , ' условия непрерrвности первой

"nn"ir" " узлах сетки Si(Хr) = Пr, j = iri+1,

cr= Аl'(-r.*Оt*й+ [Фl(О)+1J(в.*r-О.*rд )1, 
1
} tзl

о.= дi'([еi(r)-tJ(п.-о.*7) +л.*.,-о.*.2 ), J

,яе 61a,t,/a= (fд+r- fд)/hl- пеDвче Dазделенные раэности,

Ад= oi(l)фi(о) + о!(1)- oi(o) < о. (4)

Если величинr Пar l=Оr..., П, задаотся, то получа-

етс, эрr'итов сплайн класса Cr il). 
'!нперполяцuсннай?fiлайц класса Ci 

"о""""а"r, 
если они определяотся из ус -

ловий непрерь.вности alорой проиаrодной сплsйна в узлах сетки

*) 
Здaa" 

"anon.aoвa.,u 
традиционнчс обозначения ФункчиЛ 9a(t),

фt(t) " отличие от работu ll], где они Dказались по енены

лiес lаitи.

Sn(x, ) .
производной

находин [ l ]
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Д , т.е.
[ з,l, ,6 ]

Sf,(xa-O) = В[(Хr+О) . Это дает систе}rу ура9нений

(5)

" r'a-,а .t.t* Ьlrд+r= da, i= 1r...lШ-1 r

br= -рtф'i(о)/2А., с1= -^l9'i_r(1)./zAt_r ,

а.= Ь.[ о|(1)-1]-сl[фi_l(О)+1],

t1.= Ь.о|(1) ý.*r7, -" 1Ф|_r(О)6 л_r7.,

с коэФФициентави

гАе

1 = 1 ,..., N-1 ,

I.= h./(hr_r+ h.), р.= 1-I..

(6)

(7)

(8)

(9)

К уравнениян (5) добавляотся уравнения, пороцдаемuе линей-

нчми гравичнн!rи условияни

аопо+ ЬоПr= do l

cm\_r+ аN\= \.
В частности, усла9ия tипа I, по терr.инологии 13,q,6],

Bi(xa)= t'a, t = OrП, приводят к уравненияi. (7) " *о"ФФr-

циентаии

Ьо= 
"tT= 

О, ао= fo= 2, ао= 2t|, Т 2fi.
Условия типа П, Bi(xa)= fl ,1= ОrШ, дапт

ьо= _Фl(о)/а\, ао= bo[9j(1)-11 ,

со= Ьоо|(1)6., /2- b.ti/z,

fo= ф_r(1)/2чт_r, fo= -cý[{d_r(o)d ],

Чт= -опФi_r(о)6п_t/" + \_rV2.
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[lри расGr,rотрении эопроса о с)цест!оаэнии и единсrвенности
РGШaНIlЯ СИСТеr.r. (5),(7), а за?ен rr ионото,lНОсти сплайна будGн
использозать леrrt{у rэ [4,5].

лЕ}tш t [4,5]. Пуспь rоэОФццuенпп сuспела вuОа
( S l, ( Z ) уоовлепворяlоп чславu8л

ао ) О,

ala 0, ь

аr! ) о,
Еслu

Ьо < aoBn/(cr+ Ьr),

!lОr ад) bt* "l, t=lr..., ý-1 l

h < 1сt_r/("п_r* \_r).

(l0a)

(l0б)

(l0B)

dr:o, 1=О,...rШ, (|l)

dо_ boar/ar z о, (l2a)

da- bada.r/".+r- Сld1_1/а.-, Э О, 1=1 ,..., Ш-1 , (l26)

fo- ъ\_'/ъ_r е о, (l2B)

по сuспеда (5), (2) разрещuла u

пalol i=ol...,ý. (l3)

Сuспеда (5), (Z) члееп реченuе at SO , t --

-- Or... rN, еслч знаtu неравенспв в (11), (12) uз-
леrlенu на пропuоополохцае ,

и9вестно [3,4,6], что для суцествования и сдинственности

рсшефия сист€йьl вида (5),(7) достаточно в9полненrя условий
(l0). В силу (2), (6)

bl > о, ". ) о,

ar : (Ьд+с l)d,l[ 9l(1) -1, -Фl(о)_1] > bt* ct,

1= 1l,..,lI-1r
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и усJк)эия (106) аuпоrrняотся. В случае lрaничньlх условий типов

IrП с коэlOФичиентэми (8) и (9) ЬоеО,Сш aО,ао>О,

"ш > 0, ветЕD/дно !иде?ь, что вt|lолняr)тся услоаия (l0a) ,
(l0э). В oбre}r случае rраничнuх )rслоэий длi популярнIх на прак-

тихе сплайнов (crr. ниrе ýJ) их t ошно 9аr.енить несколько более

rGстким, услоэипa,

ао ) О, Ьо < (сr- 1)ао, t
fo > о, сц < (аl_r- 1)1 , J ttll

где cl= dо[рl(r)r -Фi(О)1, которýЕ з дальн.й].rr счrтаеr
вчполненцJriи.

Эrиr. дохазано известно€ утверцение |3,Ц,6Jl uнперпо -
ляцuоннаа обобценхай сплайн ttлacca С2 суцеспваеп ч

еdцнспвен.

ý2. Достаточнуе усло!и, r.онотонности

интерпоJrrционного сплайна

l]усть rсхqднt€ даннrе r.oHoToHHo возрэсташ|иa (убrrэашие)

Т.е. 6a*r7. ЭО ( бд*r/. S О). Требуется речить л!а
вопроса: а) хаковr| необходиrltlе и достаточнa,с услоэия нонотон-

llости обобценноrо интерполяциовного сплайна, 6) при кэких ог-
раничениях на баЕовuе Функции сплайна они в9полняотся?

Поскольr<у обо&lеннчй интерполяционвчй спл€йн классэ а2
отличается от эрr{ито!а сплайна только тем, что з однон случае

вqличинu Цall =Or...ý, заааотся, а в Ар).гоя опред€ляотG,

rrз систсr.ll ура!нений (5),(7), то необходияuе и достаточнчlэ ус-
ловия нонотонности эDйитова сплайна в терrrнах эеличин l!
[l] являотся одноврar.Gнно таковцr.и и длв Gплайна *n"""a С' .l

q9



Еa=

Необходимuе условия }rонотонности звена сплайна суть [1,2]

д_L: о,
6 t* t/"

если 6+r/ , l О, (l5a )

lll l+l

ffa=fra*r=о' если бд.сr72 = о, (l5б)

fuя реlgения вопроса об их вuполнении используется лем}iа t.
Чтобч имели rrecTo (lJ), требуется вuполнение (ll) и (|2), И9

(2) и (5) следует, что (ll) вчполняотся для индексов 1 =

=1r..., N-1 . Дл вdполнсния их для индексоэ i = Оr!Т гра-
вичнь.е условия (7) долхrну бuть специального типа. В частности

(|l) удовлетворяотся в случае усrювий типов r, п.

Неравенства (l26) будев за|,iенiть парами неравенств. Ия

дл.!- > п
бt+,t/ z

этого подставляе" в *их вврахсrия d
a Ьa , 

"a 
и требуек, чтобu

el(1) бt+r/а } dl*r/.1*, ,

-Фi_l(О)6 1-1l. : dr_r/a._r,

i = 1,..., N-1 .

Граничнýtе неравенства (I|), (l2a) и (l2B) объединяе},r

Фор1,1улч вида

d,o:(bo)+dlla1 , t
а" r (аш)+\_ r/\_r, J

rде z = дах(о.z).+-,
3МЕЧАНИЕ. Условия леrмi. l и тем более (16), (l7) весьма

,(eсткиеrиз-за чего во3никает непрrlятное обстоятельство, а имен-

t (6), группируен членu

(lба)

(l66)

(l7)

в
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но| еслLl zопя ба оdна велuчuн

, N-1} , али dо

> О равна нgлю,

полDlсо все

цз
прu

бл*r/ r, J€ (о,...

"ш

а.рu

еслц
в

по Q 6),
)О, uлu fu
?' вuполняlопся,

ь
о
(]

бt*r/ э= О, 1= О, ... , Ш-1 , Сlо= \= g.

этоц случае система (5),(7) имеет только тривиальное решение

nr= О, 1= О, . . .,Ш , и значит, согласно (l) Sn(X) =

=f = conýt.l
В главной слччае 611.r/a > О, 1 = О,. .. l N-l,т.е. ис-

ходнuе даннuе строго цовото+lнц, ёо } О , Ч,тZО, причеr. ра-
венства возt опнu, €сли только Ьо S О, ClJ S О .3десь и9

необходиiluх условий ltонотонносrи реализуотся только (l5a), В

вырохденноri случае реалrэуотся только (156).

"Сильнь.й" вариант ленлiiu l, т.е. mt ) О, 1= Оr...rý,
получается, если в главн(,й случае при Kalcяoм 1=1r..., Ш-1

хотя бu, одно из двух неравенств (16), а такхе оба неравенства

(l7) строrие.
[lодобнuе рассуждения справедливu и при r.oHoToHHo убшваlо -

цих исходхьaх данных.

Введем величинu

-1]-', n1= фl(оеt )[фi(о)*1]-,.ei(1) [ ql(r)
-фi(о)их значения lroнoтoнHo убuвапт по

ответственно.
9l(1)

nl])-r,

со-

оЕlинаковь. и равнu

lt

Пусть базовuе Функции 9r(t) , фr(t), 1 = О,.. .,Ш-1 ,

,аковы, что при варьировании их свободнuх параметров наи!iень -

шие из воэйох.нчх значений 9l(1) , -Фl(О)
с . Тогда наибольцие из возr.tоt{нЕх значений

нако9ý и равнЕ 9 = /(cl-r) q ! . Имеен

1. n, s р
Введеrl величины

f Ci(t) (z t 91111-

Е1 rI. тоr(е оди-

.ё.3р,1

l



Il = -ф'i(о)(2[Фi(о)+ g.])-1.
8о- перrrх, Еa > о, Хa > о. Bo-lToptlx, эти !елrчинч ,в-

ляотс, raoHoToнHo aозрасташtraхя Фунхциr}rr арrуr€нтоa
ёa cooTBeTcTrcrHo: (a= |a(п.), хд= xs(Br) .

ЛЕllнА 2. Еслu 6r*r/.> О, 1=О,..., N-1
полцяюпся неравенспва

(Ё.-r- x.)(nr-.rбr_l,/.- Е.6r*rr.) s о;

o|(r) Z lt*rtr.* F,*1tд+.r6l+r/ z6||r/ r,

-Фi_.(О) a 
^r_lnt_261_ 

,/ rЬ|! r/ r* |r1_1Ед_l,

i = 1,..., N-1]

\ z (clq)+(\-rlш-aбIi-r/z+ 
Цr-rЧ;-16ш-17.),

,rlo Пt а О, 1 = О,..., Ш.

E"nu бt*r/" <О, i= 0r...rШ-l ,по пa So,
i = Сr..., t{ , еслц знаlсu нераоецспв в (18l,(20l за-
лененd на пропцоополохцае.

ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. Леrrца 2 справедлива, если из ее условий

вфтекарт условия лейхu l, котоDuе }ru 3аraенили более Gильвшни

неравенGtваriи (l6), (l7).
Вьrразиl,t ко9ФФицrе*ru (6) *ереэ эеличину Er, n!, El ,

Хд . Учитuвая, что

а.= [ О|( о)+1.; [o!(r )- n.l =

= [9i(1)-1jtфi(о)+ g.],

nr,.
,цоч-

( l8)

(l9a)

( l96)

(20а)

( 206)
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получаеп

Ъ.[еi(1)-1J = рlх1 ,

с.[Фi_r(о)+1l = -^1Е1_1 r

". = l.Ea_n + Рд Хa r

d.= l.tr.-rE._ lbt-t/ 
" 

+ F.ЕlХ16111/а l
i = 1...., N-1 .

Расс}rатривая tla/aa *а* qункчио (a_.. и

ляеri производнуе

, вuчrс-

da/aa no оа -

(2l )

х1

эо8растает,

Хa , t,lo -

Е.-., S Х.

(22)

tа
а

l,OEr-r

d

l=f ^.u.r.' 'l1-161-r/a- €1bg111 2) ,

= 
rt 

r.u.Е._.,(Е.6дlrlа- tr._r6._r/"),а
-ч

[|оскольку они р€знчх 3наков или нули, то
Horay r,rз аргу}iентов, нап9имер Ё1_1 , ,aонотонно

если 1)1_161_r/a Э Ea6lar/a , а по д9угоr.rу,

ноrонфо убuвает. Но, в TaKoir случае Gоrласно (18)

и шaеет яесто нера9енст9о

d./а, S 1.11-161-r/z+ FlЕ1611r/з,

1= 1r..., Ш-1 .
Таr<ой пе результат получается n9' trl-rбl-r./a S Едýr*a/.'
!r1_1 - ,\t

из (|9), (22) следуот неравенства (16). Нерааенстэа (l7)

вýт€ка!т из (20), (22). 
'ъц.а 

дсказана.
В дальней!еrа на потребуDтся оцефки сверху,

(снrзу, Пa : П!l для r.oнoтoн}lo воз9асташих
сплайноa.

5з
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ЛЕпiА 3. Есrи биr/") О, 1= 9r...1Ш_1 , u оа-
полняwпсЯ цераое|aспоа |18|, пО uаеtоп леспо оценкч

Цt S 
^lnt_iбr_r/a+ 

PlEa6,*l/2, L= 1l...Л-1 , (ZЗ)

noS а;r[dо+(-Ъо)*(Дrпооr7.+ рrЕr617.)], Q4a)

\ s аш-ltч+(-fo).(\_rчс_.1т_r/z +

+lдш_rЕN_rfu_r,/а)]. (246)

Еслu Ь*|" < О91= 9r...1ý-lrrпо церавехсп-
ва в (23' u l24) ленлюпся на пропuвополохidе, еслu
на пропuвополохfldе сцеценч знакu херавенспв (18).

s d./a.lt=1 ,...,N-1 .
1-

тогда согласно (22) имеот весто

5ц

дOкдздтЕльств0. из систеньl (5) вuтекарт оценки п

(23). из (7) получаеr.

по s а; r 
[dо+( -ьо ).nl i ,

лN 
= {ltfu+(-"ш)*\_r]

Подстабляя сlода уже найденнgе оценки (23) дЛя Д1 , \_1 ,

получае.,r (24). Леи}.а доказана.

Неравенст9а (l8)-(20) достаточн!l для 9uполнения необходи-

хчх условий riонотонносrи (l5). С их поi.оlцьо таю*е лолученч

оценки (23),(24), требушlиеся для вьlвода достаточвuх условий

llонотонности.

В раСюте [l] установленьl необходияьЕ и достаточнье усло-
вйя riонотонности эрraитова сплайна для случая, когда ба9овuе

Фуфкции являDтся сплайнахи класса cz на сетке б :



о StrS...s t.S. . .S t,,= f , цu 1,
€cO[tL,tL+1], ts = о,...,п-1 *).

, 91(t) ,Ф!(t) €

(
l

{-r)',9!"){t) z о, а. 0,1,2,3. [lри этоtt

")(t) z о,
o[") ttt -

Прaдполаrается в дополнение * (Z), "то Ф

- 0, т = 0,|,2, только при tc [O,t.J,t.< 1, e'i' (t) = о

при tc [o,tr) , а O!')tt)= о, r- 0,1,2,3, только при

tc [tr,l], rr ro.
Вsодятся Функции

or(t)= -o,(t)+t+[ oi(l )-11[4. (t)-t+t.1 ,

y.(t)= 
[ qt 19;*1J I e.(t) -t.1* Ф.(t)-1+t,

через которче согласно (3) сплаИя представляется в виде:

8о(х) = f.*.t+f.(1-t)+ allb.[o.(t) (п.- q*17.)+

+ Чr(t)(п.*r- 6.*17.) J, х€ [**,*r*r.l . (25)

Предполагается, что Функция

e.(t)= al1[o!(t)Y,i(t)- di(t)y:(t)] =

= 1Фltt)+1Jdi(t)-t,e|(t)_1]Ф',i(t) а о, (o.6,

причем равенство иr.еет r4ec'o только при te [t_ ,t. i ,
trs tr,,.o" o!"){t) = фl"j(t) . 0, r = o,1,z]'''

Требуевuй результат [l, теореяа l ], сФормулируем в виде

В. В. Боrданов недавно пок9зал, что достаточно,ребовать,что-
*)

бч o.(t),rp.(t) е с'
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't* l

лЕl.tмА q. Пцспо 0ля обобценноео эрмuпова сплайна
вdполняюпся аслоаuя (15). ТоеОа dля поео, чпоба

сплайн бал донопоннам
На [Irlxlar f ,необао-
0uло u dоспспочно,чпоба
в плоскоспu (fra,
Еa*r) заdанная mочка

Е (йi, йl*r) € G.l еое

Q, - вапаrcлая обласпь,
оеранuценная опрезrcалu
осей коорОuнап ОА u ОВ,

прuцец А(о,9l(1) ),
В(-О!(О),О), u крuвой

Fд

_о
'i*1

о
m.

1
-оп.

1
в

Рис. 1

а) Еслu t. a t, tе.с*lI'
(рuс, 1) .

О) , по Г, преОспав-
ляепся паралепрuце скu урав н е нuялu

frl = 1- v'i(T)qll(T) ,

fr.*, = r+ di(T)el'(r) ,

т€ [tErtl ], прuчел, еслu
rcасаеmся осей коорOuнап в

Еслu t*} t. (Q.(t)= О

еспо прялая

t.= О u/uлu tr= 1,
поч?сас ъ u/uлu В.

(27)

te [t.,tL]),

еdе

по

по

Г.
б)
Г.

прu

oi(l)бr- Фi(о)Пr*п+ 9l(1)Ф!(о) = о, (28)

проrоdящая череэ mочкu Ъ u В.
ТЕOРЕМА l. Для поео, чпоба обобщеннай uнперполя -

цuоннdй сплайн класса С2 бал монопоннац на ["rЪ]
)осmаmочно, чпоба ваполнялuсо неравенспва

'- Е
--+--

\ 1
I

l
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[В._r(в)- х.( р) 1(оr_rr.- 6**r/.) S 0,

i = 1r..., N-1,
1zэ)

ГПrrЕa*r ) прrrоуеолDнuкu Рa

({,о),, (о,{*r), ({.,{,*r)
Gt, опреOелеtнwц в лелме 4.

u цпоба в плосrcоспяr

с верuluналu (О rО) ,

прuнаOл-ехалu обласmям

ЗOесо

{= РС lrбr-r/. 61|17 
"* 

р.) , 1=1,... 1 N-1 , (зоа)

{,*r= F(^r+t+pt+r 6*r/ 
"61117 

) rl=O r...,N-2. (зоб)

Для промежцпrcов [*о,rr7 u [1о_r,\]

4= "]'[aool/.+(-bo )*F( Ir+trr бэ/ 2Ь;) )) , (зlа)

ф {'tfubfrJ,7."
* 1-с")*Р(\_reд_, /.6i!r7 r+ рш_r) ] l (з16)

, 4 u 4_., опреОеляюпся по форлулам (306) ч

(30а) сооmвепспоенно.
ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. Условия (29) - это неравенства (18), запи-

санные при за.itене trr_, " Еa их наибольltlиl.,l значениеlt Р.
из условий Pr€ Gt следует, что -Фi(О) : {, 9i(1) }
: Ч*, . И из (30), (31) следуют (t!),(20) при EJ = trJ =

= В. Таким образоl.,|, справедливы утверждения лемr.r 2 и ] при

Еs = nl = В, которые можно записать в виде: OSfirS fil ,

О Sfilar 
= 4*,, что согласно лемме 4 и докаэывает утверж -

дение теоремы.

Для эрr.rитовой интерполяции условия ле}i}tы 4 являртся необ-

ходиlitнtltи и достаточныtqи. Для исследуемой эдесь лагранжевой ин-

терполяции условия теоре}tы только достаточны,но не необходиt{ы,
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ибо такой характер имеDт условия используемых лем,.t 2 и 3.Глав-
ное среди ограничений, еце раз подчеркнелi, это требование стро-
гой монотонности исходньaх данных.

Тем не менее HecoмнeнHoe достоинство теоре}iы - это ее

конструктивность. 0ценки для веrIичин fra, fia*a вычисляlотся

независиl"iо от параrttетров базовuх Функций, что позволяет свести

задачу к задаче эрмитовой интерполяции. При этоl.l дополнитель -

ное ограничение состоит в необходиl.,tости выполнения условий
(29), которые для популярных на практике сплайнов (см., напри-

}iep, ý3) выполняотся достаточно просто.

ý3. Приложения теории

В этом параграФе с точки зрения предлагаеиой теории иссле-

дуlотся обобщенные сплайны из некоторого их подмножества,в част-

ности, рассtJiотренные в [t].
l. Кубические сплайны порождаотся базовы1,1и Функция}rи

m

el(t) = t3, фr(t)

вfi.
1

(1-t) 3. (з2)

У них свободных пара -

метров нет, и значения про-

изводных не зависят от ин-

декса i.: qlQ)= -Ol(O) =

= в = з, e!(r)= +']to) =

=6,Е1 =trt=F=З/2,
Еr=хr=\=2,иус-

ловия (29) выполняlотся.

Приtrеним Teoper"ry 1 для

i+'|

FА

о

Рис.2 вцвода достаточных условий

1.1онотонности кубических

сплайнов, полученных ранее в [4,5]. Так как согласно (4) здесь

Дa = -3 , то коэФФициенты (6) систеr.rы (ý) имеют значения
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Рa =}ta, "l = lt, .t = 2, dt = 3(lrбr_r/2 +

+ }r161ar/a), 1 = 1r..., ![-1 .
ГDаница Гa (27) области l|онотонности Ga э плоскости

(ПlrПa*r,l есть Ауга эллипса с центрон в точке О2 <2,2r,
прохqдяцего чере9 точки д (0,3), Е(3,3) и В(3,0) и ка -
сапцегося оGей координат в точках Д и В (рис.2) [1,2].8 об-
ласть Ga вписuaается квадрат ОДГВ со стороной,равной 3,
и поэтону в (30) мохно брать Ol 

= 
З, fil*, S 3 , i .

. о r. .. , Ш-1 . тогда Аля цонотонно возрarcтапцих сплайнов

эти HeDaBeHcTBa прrнил|аот !ид:

p161ar/a s (1+ н.)6.-172, 1} (зз)
I.6._r/" 

= 
(1+ lд) бt+t/z, J

что налагает ограничения на исходн}.е данньle.

Граничнве условия (7) Hop}rrpyei так, чтобu aо = аш =

= 2. тоrАа Аля вьполфения нераgенст! (l4), требупцихся мя су-

цестаования и единственности рещения, дол!хно бtть Ьо ( 4 ,

Ош < 4 , что бчrrо показано еце в [8].
Граничнrе неравенства (|7) и fiо S 3rЪ SЗ при!одr, к

условия

(bo)*(;tror7. + vr6r1 
") 

s+d0 s

з 4Ь1/ 2- (-bo)+(^rбr/2 * lrrбз/.),

(с*).(ц-,,ьо-э/а+ ht-tott-r/.) s f 5 s

S 4\_ 1/ а- 
( -сN) *(\- 17.6u- 17.*|.rt-.\T-.,/. ) .

0тсрда следует t что

]Ьо l = 
461/с/(ХrЬr1 ,* р16r/"),

lош l S 4b"_rr./(\_16lr_r/" * рш_r6tч_r/.) .
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Если в (]]) при L - 0 и/или 1=N-1 достигаотся ра-
венства l то

lbo l s 2, l"цl s z. (з5)

Для rраничнuх условий типа Т из (8),(]4) находии

о sfj =36.7.1 О sfi s36ш_./.. (з6)

8 граничнuх условиях типа П коэФФициентra (9) в данном слу-
чае иl.еDт значения

ьо= сN= 1, tto= з6r7.-hоf;/2, чт= 3\_r7.+\t{i/2.

Тогда из (3q) получаем

-(1+р, ) 617.+р ,|6э/ z3 - 1 boti= 2о 17. ,

\-., Чл_ 17 r-(r*цт-., ) \t-.,,z. s * \- rrii = 
2Ъ_ r/. .

0rраничения (33), (35)-(37) полученu в [5].
Для нонотонно убнваlоlцих сплайно9 знаки неравенст9 в (зз),

(з4), (з6), (з7) долхнU бdть измененý на противополо)l(нuе .

Нохно 3а!rетить, что и3 кахдой парu этих неравенств, по

крайней }.ере, одно вuполняется строaо.

(з7)

2. 0бобщенные кубические сплайнч спеuиального аида - их ба-
3овне Функции таковý, чrо наиl4еньOrие значения oi(1), -,1, ' 19;

oi(1), ,9'19;равнu 3, а наи}4еньшие значения равнu б и сов-

падаrrt с соответствуlоlциl,{и значенияr.и для базовuх Функций (32)

кубических сплайнов. Вследствие этого наиболылие значения

Пд, ,,равны Р = 3/2, а наиl.rеньшие значения Еa(
хл(9) оa""" Y - 2, т.е. ,ох(е совпадаот со значенияt и

ба9оввх оункций (32).

it:
Еш

lloкaxe , что дл, этоrо йнохестаа ба3овuх Функций неравен-

ства (29) вgполняDтся, если следовать определенно.iу правилу вь.-

бора в них свободньlх па9аметaюв. 0но зак,тчается в следуOцеr4:
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а) Если 6r*r/" 2 бl_r/", то из (30а) следует { S

3 3/2. Так как точка € координатой -п! S -Оl(О) будет при-

надлежать выпуклой области Gt независийо от значений сво -
боднuх параметров функции ф,(t) , ,о gекокендуется брать

-Фi(О)= З, Фi(О) = 6, ."*i "ооr"",","у., х.(9) = Z.

С другой сторонч, из (30а) иirеев ф Ьr_.r/ 
"= 

\ Z З/Z "
добиваться, чrобu точка с *оордп"атой { принадлехала об-

ласти ,,{онотонности Gt_t, реко}iенАуется при внборе

9l-r(1) U 3, 9'i_r(l)Z 6, Ё._r( 9)'2,n (2g' вdполнiет -

ся.

б) Если 6r.r/ 
" 

. бt_ r,/ а, ,о \, Э/Z . { < ЗZZ .

ло аналоlии с п9едчдуциri адесь реко..ендуется брать -фl(0):
z 3 , Ф';(о) z. 6, х,(9) : а, " 0i_t(1) = з, 9l_;(1) =

= 6, Ёa_r(Р) = 2 , " снова (29) вuполняется.

Такии обра9о}r, при следовании ука3анноху правилу одна и9

базовuх Функций 9r_l(t) , фr(t) , 1 = 1r..., N_1 ,

будет совпадать с таковой для кубических сплайнов. Функции

Фо(t) , q_r(t) , заэисяц.,'е от величин {,{ <з'l, ,"
аьlполнение неравенств (29) не влияот.

Лредлагается следупций порядок построения онотонного о6-

обценного интерполяционного сплайна класса aZ.
!ggl!. По Фор,,tулаr. (30), (3l) вьцисляоtся парg значений

{ , {*, , 1= О,... ý-1 3начения {,{ о.оо",'.о noo-

сты при fраничнýlх усJювиях типа l. из (8) или (3lа),(3lб) по-

лучаеr.

sti/b1", * s 1il6rr_,,z.
(38)

ЩЩ. Нахоаятсл саобqднuе паранетрý базовцх Функций из

условяй, чтобu в каtиой плоскости

l образоэаннуй осrпи координат и линrя иi

(frrrfrд*.) пря."оуrольник

fi,l+l
Gt

дr= дi ,

принадлеlал вuпукrrой области l.iонотонности

бl

р
пi+ r'



На пракrике испольэуlотся баэовше Оункции, ицеццие по однову

св<rбодноиу паранетру. Поэтоr.rу для кахдого i liножество кривчх

Гa на плоскости (Еa. Бa*r)ооо"зует Авупара}iетрическое се-
мейство и обеспечить Dасlли9ение области Ga мох<но разнвr,rи

способайи.

Буде..r расGйатривать в качест9е параrrетров значения 9|(1),
-О[(О), определяоцие положение точек А и В (св.риё.l).
Напо ихае!4, что Tair, rде возt{о)l(но, следует пользоваться ба9о -

вýни Функцияl.,iи для кубических сплайнов, Если m] s З ,

{*' = ?, то тако9uви будут обе базовые Функции " ЪlСrl.
= -фi(0) = 3. Если наруlлено только оАно из неравенств, на-

прииер, первое, то 9,(t) берется из (32) и 9i(1) = 3 .

Через точки Д(0,3) и E({rrft_.) проводи,tr пряяуо

{п = к lnl+1 l- t- Щ''/ l

гяе ka = ({,*r-З)i{, Ее пеDесечение с осьо

маелt в качесr8е ,оr*" В(-,Р!(О) ,О) , гАе

= {- ,{*r/К,,3. 0чевиАно, будет Pr€ Gt

n
t+1

/{*' . ОчевиАно, буАет Pr€ Gt.

ffi

(з9)

принr,l -

-+!(о) -

. Если с (32 )

(28),
случае

t

со9падает Ф.(t) , ,о К. = {*r/(fi!-В) , oi(1) =

4.{lln - лt!ll+1 l t
Если Йl '3, Пi*, '3, то решение заАачи дает

лобая прямая пучка (39) при -Ф a ka ( О. Стреriясь избеrать

больlлих отклонений базоаuх Функций от Функций (32),вuбираеi,i ту

лря}|уlо пучка, Koтopai дает пинийальнуо длину отрезка АЗ,т.е.

рещает задачу rД,п{[9](1)]'+ tФl(О)]'). В этоrr случае

t
3

k=-l пt
В случае, если г9аницей области Gt будет прямая

,о r""*а Е({,{*a) бrо", лежать на границе. Но в
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криволинейной гравицu Г. (27) значения параЕетров

-Ф|(О) "о.у, o*"""r"""'"nno"o за.ulленнuни и точка
9i(1) ,

Е будет
лехать на удалефии от Гa . на практике это привеАет к спряй-
лениD соответствуощеrо 3вена сплайна. llоэтону предлагаетсi де-
лать несколько итераций по внбору параr.етров в диапазонах

пах(з,Е+') s 9l(1) s4*.,- kд{,

цах(3 ,{) s -oi(o) s п]- 4,*'/*. .

}lolxнo применять два способа. Пер9Uй заклDчается в аппрок-
си|,lации кривой Гa лоlrаной при вцб9аннuх 9l(1) , -Фi(о)
иэ указанных диапазонов и проверке принамеr<ности точки Е вн-

пуклоиу иногоугольнику. Достаточно брать два (сir.рис.l) или три

звена лоriаной: первое с ypa9*e'ne* Д-111 = 9l(1)} третье -
frr= -Фi(О) . Приходится решать оАно или два уравнения (27)

мя определения значений Т , отвечаl.)цих верлинан ло}iаной.

второй способ заклочаеtся в построении кривой Гa , го-

ризонтального и вертикального звеньев ло1.1аной на дисплее tlЭВИ

и наблодении точки Е относительно получаЕщейся области.

ltlаг 3. С наЙденнuми 3начения}l, свободнuх параl.iетров баэо-
бчх оуфкций вuчисляотся коэООициентu (6), ао, Ь9, dq, 1т,
Cn, \ и решаетс, задача интерполяции, т.е. систеfiа (5),
(7).

Проиллlострируе}r этот процесс на приriерах,

Кубuческuе сплайцd с СополцuпелDнdлu узладц иле-

DT базо9uе Функции в виде усеченнuх cTeneHHui Фунхций вида

q,(t)= 
(t-P,)i 

,' {1-э. ) '
гае О Spa( 1, О <qts 1

Фi(t) =

( ч.-t)
,
t

a

(40)
q

динатU Аополнительнl!х узлов на про}tе)rутке

о = 1 бррrrулш (!0) переходят Е (32)._l 
ьэ

знаtlениi pl
[0,

r9a - Это кооо _

|l. При р.= 9 ,



1,1з (40) получаен

9l(1) = 3(1-р.)-' , Ф!(о)= €чl1,

9l(1) = 6(1-э.)-а, oi(o)= 6{' .

Со.ласно (22), (2Ц'

Ед = 3(2+p.)-r, пl = 3(3-ql)-' ,

Е.( в) = 3(1-э.) [з- р(l-эr) ]-' ,

х,(Ф = 3чl'(З- 9ч.)-1.

0тсода наибольtлие значения Е. , ?'l, n наи}.еньшие

Ёr(9) , х,( Р) дост"гаптся 'npn 'рд 
= о, qa = ,

9 - э/Z, y = 2.

9начения

и равнц

sD (х)

Такин образои,

сплайнtt с дополнитель -

нuии узлаriи принамех(ат

к рассraатриваеrriойу |.lнo-

'liecтBy 
обобщеннЕх сплай-

нов. К нив приirениl'|u

описаннg|e !цле алгорит-

вu построения. Граница-

йи областей G r.ro-t
гут бчть и пряiiuе (28)

и кри9Ее Г_ (27), яв-
l

ЛЯОЦИеСЯ ЗДеСЬ КРИВul,|И

второго по9rtдка, опи -

саннчни подробно в [l].
Прийер такого

сплайна с граничныitи ус-
ловияr.iи типа I приведен

0

Рис. 3



ха рис.3. здесь rе пунктиро,i показан кубический сплайн, пост -

роеннчй по Teti ае исходн9ц даннuri, koтopue не удовлетворяот ус-
Jювия},r его l.tоноrонности (33).

Рацuо альнdе сплайна геверируотся ба9овuriи Функциr..rи

ел( t) =

фl(t)=

0тсDда

тогда

Е.( 9) =

Фt(t) =
(l-t)'

t,

t,
1+э.(1-t)

где ограничиваеr.ся случаеr. Р
чаеri

9l(t)= зtа

п

+

(4l )
1+ 9.t

r 2 О, 9t l О. иЕ (4l) полу -

1+э.(1-t)
р

[1+nr{l-t) ] 
а

q

ьt

3 1-t) 2 (1_t) э
(ц2)

(4з)

9l(1) = 3 + р.о Фi(О) = -(3 + l.),

oi(1) = 2(З€э.+ э|), +i(O) = 2(3€ч.+с|).

1+Q.t P+e.t] а

а. = -[3+2(э.+ 9.)+ р.ч.],

1*.
2+рa

3+2р +р

n

х.(Ф =

3+Q.

2+qr
п

q

ц

за q
+q

3+q1- р3+Рл-Р

6,



0тсDда след|ет,что
наибольщие 9наченr,ý"(х)

Et(B) ,

Е1 
"laзначения

и наименьщие

0

\( в) достигаlотся,

пр, Pl= Qл= О и 95з-
нU 9=зtz,Y.2 со-
оrвеrстэенно.

Такии образон, ра-

циональные сплайнч при-

намежат к рассматриэае-
ltойу лiнФlеству обобцен-

нчх сплайнов. Для ра-

циональнчх сплайнов

всеrда qд(t) >О,
Рис. 4 границu г_ областей

l
riоноrонноGти G опре-t

деляотся уравнениями (27) и касаотся осей координат. Случай

пряrаой (28) здесь не возникает.

Приiiер рационального сплайна с граничньпlи условия|"lи ти-

па I приведен на рис. Ц. 0н построен по Tera хе исходнця дан -
Hur.{, что и сплайн фа рис.3. Снова для с9авнения приведен куби-

ческий сплайв.
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