
ИНТЕРПOЛЯЦИЯ И ДППРOКСИНАЦИЯ СПМИНД И
(ВuчислительнUе системы)

1992 rод Вчпуск l47

УДК 5l9.6l5:5l9.62q

0 числЕннOн исслЕдOвднии нЕлинЕинOг0

ИНТЕГРАЛЬНOГ0 УРАВНЕНИЯ АБЕЛЯ

с. и, Фадеев

Эта статья посвfllается паняти Влади}rира НихиФоровича Ви-

лонова. Задуяанная по его инициативе как совr,rествая работа,она
HecoriHeнHo бuла бu s этон случае более содерflательной. При ис-
следовании интеaрального уравнения Абеля в свiзи с теорией за-
жигания он сrбратил внияание на проти9оречие с численныriи дан-
ньO,iи, приведеннвliи в работе [l]. В данной статье опис!.ваеrся

численнuй эксперимент, подт9ерхдац[ий правильность его лред-

ставлений.

В рал{ках однойеоной теории заl*игания горDчей газовой crie-
си рассйат9ивается следуlцее ура9нение Дбеля [l ] a
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3десь n и q - положительнuе парайетрь.. При}iенив праэило

ди)Ференцирования нецелого порядка, преобразуеrr (l) к виду:
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в завrсимости от значений параraетроэ в и qi длина интерва-

ла по t, t€ (од) , фа котороl| суцествует решение (|), или

решение (2), имеlllее Фиэический свчсл, но|ет бчrь ка( конечной

так и бесконечной. В случае конечного |Е , опDеделяеrrого ках

время 3ахигавrя, вьlполняDтся условия:

z(il = t-t/t1/", u(T) = 1. (з)

0тl|етин, что правая часть уравнения (2) определена для

о< U(t)< 2 , т.е. для бJльших зна,rений U(t) , """ эlо
предус|.отрено условияrrи ( J).

Решение интег9ального уравнения (2) Форl,tально lФlrно пред-

ставить 8 виде степенного ряда по t :

U(t)= c(l)t+ o(2)t2+ c(3)t'+ c(4)t0+... (4)

где

с(1)= L/2,

с(е) = 1?q

о(3)= q12; s - Зцq * э(п-l)q2
lб бl,

с(4)= с(з) 16 - ýnq 
+

с(2)
2 t"

з2

1r;* 3п(п-1) qa п(п_1) д-2 )
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и т.д. Коафициентч ряда легкО вцчисляотся, наприriер, ПРи ! ,

- 112,1,2. Оценка радиуса сходийости (4) нам не изэестна, в

дальнейлем это ПредсrаВЛефие u(t) l,lспользоваrlось для сопо -

ставления с чrcленнчr| реtдениеи уравненхя (2).

йнтересно, что при д= q=1 вGе коэФФиц,ентu с(k) ,

k>1, paBru 0. Такин образоrr, точное рещение (2) в этох слу-
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чае п.еет !щ: Ir(t) = t/2 , t > О. отсцда следуGт, что

z(a) -t/ц, о <t <l! = 2, z(x) - ltz.
будон считать Т па9апетрок зэдачи, 8 соотаaтст!ушее

er.y значсние (l определrть иа рцсния урa!ненrя (2), rде Т
оадаю, U(T) = t. (rЬгко !,6адиться, что Т ) 1 , если

s > о.) }ътод численного постDо€нi,l, !а.rcиr.остх q(E) сэя-
8ан G прarблиrеннU.,l переходоia от llr{теrральllого ураэнснrrя (2) к

aго дхсхреrной raодели. С этой цсльо пред!аритсльно вUкutфиь g

(2) salcHy незавхсиной лерсl.rенной: t = lla r О (: 51, и

зaедех a 9accraoт9eнre сетку по Х :

о = х(1) < r(2)< ...< r(ý) < x(IT+1) = 1 .

[lри эта. из (2) следуDт DaaeнcTaai

ч(r)= u[x(l)], t= 2,3,...,IT+1; ч(!)=9,ч(цД)=1 ,
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[в(з(t)-в) ]
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rtk)
= 1-[ч(i)(2_ч (t))/T/-(tl11/" . (5)

8 xatцo}. r.э rrнтеграло! cyrr.rr (5) пр|r6rtиrсюiо за.вни.r U(X) на

,rrнейнуо Функцио v(т): хс[х(k) rх(rr1) ], Lr x(Ic+!,) -
_x(k), ч(r)= [(x-s(E) )/ь]ц(Е)+[(х(tс+1)-х)/Ь]ч(Ь1) .
llосле rrнтGгoroовaния пqпучп. слGдуrlеa llpaleниG ( с юграr ,

HocTrD поDядка Ь, на рсrэнrrrх ураqнзнlr (2));

гdi



:(k+r)
в)аs = [x(k+l)a(i, k)_b(i,ts) ]ч(ts) +

2
IB(x(t)_B) ]п

a(i ,I) --

+ [b(l,k)_t(k)a(l,r) ]ч(л+1). tbl
гАе

а!сgiп 2х(ы,)
х(1)
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]-

[*-,]}"
_ alcвitr

b(i, ,в) =
r) i r)

+
2

х(Ц)+ х(ts+l)- x(i)
+

r(ts) [x(r)_r(k xl k+1 -x(k+1[x(r]+ ]

TaKr}r образоr., прининая во вниiанис (5), приходи, к дискретной

l{одсли интегральюго уравнения (2), иrrепrсй вид систеr.9 транс-

цендентнuх ураaнений ра$.ерности [ со схалярнttя пара}iетроra

е,
о(t,Ф = о, (7)

у= [t(1),I(2) ,... ,I(ш)] , 1= [(1),о(2), ...,о(ш)],
котора, определяет приблиrcннrа ссточнgс эначения U(х) ,
q r в заaисивости от паранстра q =Т . 3десь

т(1)= ч(2), т(2)= ч(3)....J(ш-t)= ч(ш), r(п)= *,
о(1)= t(ш)д(lдh(1) - !(1),
{2)= t(ш)[д(2.1)т(1)+ л(?,2h(2)] - l(2),
1з)= 1(ш)[r(з,l)т(1)+... + л(3,3)r(з)]-,(3),
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о(а)= у(ш)[д(аi)т(1)+....+ д(4,4)I(i)] - F(1),

o(tl-r )= х(N) [л(ш-1,1)I(1)+ А(N-1,2)Y(2)+ ...
... + А(N-1, N-l)t(п-1)] - т(N-1),

Ф(ш)= y(N) [А(ш,l)t(1)+ A(tT,2)t(2)+ ...
. .. + А(N,N-1)I(N-1)+ д(rт,ш) ]-г(tt) ,

г(к)= [T(t)(2-y(k)Ya,/x(k+1) l'l"- r ,

k= 1,2,..., N.
Выра)хения коэооициентов л(l rt) , KoTopHl! след).Dт иэ (6), r.rьl

при9одить не буден.

численное исследование за9иси1.1ости рецlения систеиu (7) от

параriетра Q проводилось по програl,iне sYsTE}l }rетодоra продол -

rения реlдения по параиетру [2]. Используеrrая в sYsTE пара}.ет-

ризация, т.е. регуляDнь.й вuбор '|текуцего" лараraетра систенý
(7) среди конпонент вектора Y и q для лродоJtllениi решения

на один lлаг} позволяет численно строить гладкуо часть прост9ан-

ственной кривой, являпцейся граФико}r вектор-Функции I(е)
оеOrения систеr.н. Благодаря прияенениD парамеrри9ации в сочета-
нии с цеtодоt{ HbDToHa, неп9ерчэное продолrение раrения реали -
зуется и в Tol,i случае, когда иr.еет }aесто эет!ление 9ешений по

параметру Q типа "поворот'|.
Как о(в3алось, для It ( 2 cylecTByeT "критическое" эна -

чение s = Ъах, когда Gоответствушleе значсние Т = Т*
еце конечно. на рис,l приэедена хар9ктерная 

""an"n"o"r" 
q(TT

при Д=1.3д.сь Тцах = 4.5z5, ъв- 1.15l .при с > ъgх
рёшение интегрального Ураэнения (l) опрсдалсно дrя всех t>o.

Вахно отirетить, что пр, t )Т*- рсrвнис систсшr (7) те-

ряет Физический сrarlсл по отнqдсниD к llнтегрально}iу ура!ненио
(!), так как некоторьЕ иэ значениМ [J(t) стаl,iовятся болше l.
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Тем не ..leнee, преобразование интегрального уравнения (1) к ви-

ду (2) позволило определить Qддх как значение пара!tетра

9 , при Koтopol,i имеет место ветвление речlений (7) типа "пово-
рот". Программа SYSTEM дает возножность эФФективно найти как

Т."- , так и ъах= q(T,'ax) .

на рис.2 представлена зависиtiость Ъах " Ещах от

D . 0братиr.r вниtliание на неограниченнчй рост Тr", при стрем-

лении п к 2, что подтверждает предполо!(ение, высказанное

автору Влади}rирола Никифоровичем Вилюновым.
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