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В эа,,iетке [ l ] авторм бвло определено понятие Е -опре -

дели}iой r.одели в допустиr.оri нноrестgе как обобцение понятrя

конструктивизируе!iой моделЕ (ск. [2]). 0дной из главвьlх целей

такого расlllирения понятия конструктиаизирlaеисЕти бчла возliоr-

ность рассиотрения и несчеtнUх raоделей.

В настояцей статье б)rдет изучено я9ление Jlеsснгейr.а-ску -

лема (спуск) и !,|альцева (пqдrеrr) для r.оделей, определиr{Uх в ло-
пустll'чх r.нохестgах эида Е( 11Z ) , .ле XIl иr.ее, хатего-

ричнуD теориD. Мя целей настоачего исследоаания нет необходи-

raости ограничиваться Е -определенияrи ; единственфш.. ограниче-

ниев явлштся счетноGть язUка кодели rl " a"arrn , язчка

определиr,rой iiодели.

Теореха о спуске (теореr.a Левефгейr.а-Схуrrеха) легхо будGт

следовать из следушего неслqного Фаrта.

ПРЕ/lЛOIЕНИЕ l. 8с
лецпарная поOлоOель

лч h <w(ttt)
п(?rt))', ,о |7
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r7Y') Оля поОrоdяцей доаеlц t|t'<Vt. а
Следуqlее утэерi(дение явлrетс, следствrеra TeopCl.U Ка9п

работа Ечполнсна при оlхансоаой померfке Российс(оrо lь)l.ma
Фу}ýаяенtальнuх исследований (9]-0l l -t506).
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йо4 Й,t -нас*ценвая .1одель ?lf, .rа*ая, 
"-о

yl

с'
Е.

dел
u - 0оспапоцно на -

1flo - nt, ,

йо4йr,
0но леaко вuтекает иа определения, премоrеllия 2 и суцесr-

8ования (r-насшlенньaх ноделей. о
3А}lЕчАния. l. во всiкой достаточно насuценфой t{одели

trft о"ал"эуеtс, всякий (не обязательно полнчй) а9иФrrетический

тип из Формул с ограниченньll. числоя пере}rен кванторов над ко -

нечнuи Uo g |dt|. Является ли это уGловие эк9и9алентнu'1

достаrочной нась{llенфостиrавтору неиэвестно.

2. Jмая полiая теория (счетного язuка) lE с бесконеч -
нutaи воделяни иr.€ет счетнур достаточво насrценнуо rrодель. Это

следует из Teoperu JЪвенгейraа- Скулена , предлоlения l и суцество-

ванил Ф -насuценнuх lоделей теории Т .

вслкая полная категоричная теория т иrеет досlаточно
riного {о-насuценнuхяоделей.

ПРЕДO[ЕниЕ 3. 8сли Е полца u lr, -капеzорuчха,
п() л|,rб.l л иооель пеорuu т lr-fiасrценна.Еслu т
flолц!,l u Фl-каЦе?орuчна, по всякая несчепная llо -

lJеllL пеорuu Т нdсuценна (Ter.r более ш-насuцевна).

перэая часть предлоr(ения леrко следует из теоgеl'lu Рuлль-

НаDдзевскоrоохарактеризации Ф-категоричнвхrеоDий (см.

теооему 2.3.t3 "з [4]), а ил{енво из того, что иr,rеется конечное

чrсло типов над лпбuи KoHerrHUx iaнorecтBoii. вторая часть хоро-
lло извесrна (ci,, нап9rr.ер, следGтвие 7.1.|5 в [q]).O
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3АИЕЧАНИЕ. 
'lля 

Ф, -категоричнt х теорий не всякая счет -
ная модель явлiетсi достаточно фасцценной. например, справед -

лив следуоций Факт.

Паспо Е - пеорuя алzебраuческu зqllкнупdz пс -
лей Еаракперuспuкu 0. Еслu г

)
о В, F |Е ,по rШ(Го) 

=
по2dа u полоко по?dа, коеdа лuбо Ео u.|

il]

tri uлеюп бесконецflуlо сflепено прансценOенпноспu наё

Q, лuбо сmепенu прахсценаенпноспu lo и l,, Had Q
конечна u равнu,

Пусть !€ Ф; полагаеri

Фо = w(il g фr9 ... i
Д€ 0l , |t€ ?о, d < tP опред.п"" эле"еrт rr( )е НF(Ш)
следурцlим образом: пусть l,- ! Д + Ш определено так:

Л-(i)=дr, 1<о ,.о'" 6= (доr...r цrr_r)i отоб-

раrение л- одно9начно продопхается до отображения

л1 : фr= ш(п) -Е(ш)! так что Ц("о,..., aJ+
+ {r,| (е.) ,..., Л: (at) ) для лDбого l.Hox(ec'Ba

(не праэленефта) { ао ,. .. ,аa}е ш(п) ] тогАа

цd.

€ !е пqкuе, чпо Ьо = Ш( о) ,

n(={i] ic в} ) ) ;

= Е(о) . Дя лобuх

ho,hr€ lп( пt )

Пусть 8uРр Ьо -

Bupp hо -

t|^+
U

п€о t^

ТЕОРЕйА l. ЛусrrlD О| - dосmапочrlо ,lасdценная ло-
Оель. Еслu Ьо,hrс W(Ot) , ,о .unn tш(а?) (hо ) ,
tш(at)(hr) эпllЕ эле!,lенпов в Еr(ft ) совпаоа-

tоп поеdа u польrlо mоеоа, ttoeda сушеспву,оп д€ Ф ,

" *n,
hr = (frr)

Во' Дt

tu at(q) = tпt(б1).
дOкмАтЕльств0. необходимость. лусrь

, tш(?r?) (ho ) = to1*;(hr).
носитель hо - имее' ц элеr4ентов и

Il



- i":,..., rl_.' } ; тогда легко виАеть, что носитель tтакl(е ииеет

'акой, что

. * (бr)

коaо, что

бой ФоФ.улr. 9(flе t*(fro)
о€
гАе

Д элементов и что суцествует

для подходящего

l.t €

hо = ,t(4), Ео i (,!,...,r]_r),
бr= (nj,...,Bj_r) ,а-

suРР hr = t ro' ,. . . , 'r]_, } . Более того,для ло-

h,

суцествует перестановка

но тогда суцествует о € в
n

" t?,g(fi'o) = t-(o(frr)).

h. = ъ(о(fir)).
h., = и(о(Е1))

О не суцествует, то мя лобой о €

- lr(о(бr)), счч."т.rет Оо(Е)

оо(Я)/tr6(о(fir)); пусть

.д" Ba i {о] о СВ., {
oo(i) е t *(fiо) ,ия эсех

е tav (а) . По отнеченнояу вuще суцествует Оо€ В}

такая l что о(Х-) С t zz( оо (бr) ) ; но тогда и

ино,хесYва Ц такая, что

o(Бr) ; (п]lg) ,.... .J(o-r)) '
такая, что

9(i)e tr21(o(fr.))

8о такой, что hr =

е t ?x(fr) такая, что

Дейстэительно, если такой

еЕ) + А"" оо(fl.

)) = hr} ; ,3* как

о€ 8} , то 9(Е) е

ooo(i) е t?t(oo(fir))i противо9ечrе. Итак, суцеству-

ет О€8} ,акаr, qто t й(fiо) =tm(
Ь, = rt(o(nr)).

)) ,

доGтаточность. пусть lt € *r' ао

i

й' еЁ
ro{fr) = t?ft(а)
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используя предложения 5.1.7(ii) и 5.1.8 из [4], вайдем

элемефтарное 9асluирение m| лодепй Tt, хоторое является

специальной модельD. Так как ?Х' Ф-насьпценна, то

Ю(m) < Ю( ?7t'). тогАа rit(d) =tn(fr) -

= tat (d) = t vtr(fr1) и из слециальности ?7е
следует суцествование автоliорФиз.aа 9 }rодели ф такого,

что е(fiо) = frr; проАол*r" 9 до авто орФиз}.а 9tt
одел. |= й( |7|,.); тогgа 9ОlЦао)) =x(9ol(fio)) =

- ъ (qGо ) ) = х{йr ) ; следовательно, t4 ({бо )) .

= t2({fir)) " Ъvtt)(rr(fio)) = t4(п(Ыо)) -

- t, (х(fii)) = tп(и(йr)) .в
'06p"Tn"c" теперь к изучению liоlцвости определиrчх яно -

шеств.

ПРЕДЛOIЕНИЕ \. Пуспо 7Тt q,-насацен8а;

бесконечное лнохеспоо Е опреёелццо в /J|
lýl > с

Пусть 9о(ХrП.' l 91(aryrDJ - Форirульl, определiпцие

8 g ?t; Х-= Xor...r la_ti 7= Уоr..., Уо_1 ;

йеlЁ; E+{E|Eelf , lirtts е(Е,Ф}; 6+ {(E,b-)l
Е,Бе f , й(ь 9о(Е,Ф л 9о(ЙФ л рr(Е,Еfi)} - ",_
ноOение эк9и9аr!ентности на Т и

Рассraотрим liвorccтBo констант

слqдупцее множество предлохений:

(оо(6р,Е) l p<c}u (rо.,(Еuо,Ерr,fr) l Fо < F., < а},

еслu
,По

ý=т/6
о;, Р ( а, t < п, ,

где Еr= О!r..., "Г', В(с. Это..нохество предлохе-
ний вrrпольиr,rо въ ?tt ia некоторuх наборах а. с г ,р
Р ( с , так как оно лохально вuполниtо ( 8 бесконечно), а

lз



'7t 
(a -насtrенна. }lo тоrА.

iluc т, p<ci (Тр ъ ) сь,,
0 l

Nlr

l0оряулая.r

обцностr,

пустD xнorecтao 8 опрсделиrrо а

Oo(xrt), 91(ХrУrЕ) ( зайетr}r, что,не ),r.еньшая

riolбo считать паранстр€riи набоD праэлеп€нтов

[Epo]6l q']6

99(Р.,(с" ]В| Zc=t((a
яJ":l"1""'."Ъi&,

8(??t)
f r r,

8"' Fl
в* + (rr(d | ас т*}/

бхg((Еý)| Е,Бе Trr

Тогда 8tt ý 8, бв-

g Teopэr.r, l
заrrкн}.тU orrao-

Еr€г ,

Е е lЁ , а т€орэтикфtноrествэннуа конст9укц,, в

пolaол т ограничитьс, случаеr., когда Ц . l, т.е,
У-, у) . С ,16.r.r !€ о, КФ, ctrrGri r.HoreGT!.

Се t, п(Оd в оо(r(Ф,д-) },
/О }t*ta 1 Тс Т*}а i. отноценtе

о(rr) ь9r(r(Е),r(Б), fi)) .

oTHcrсHllG эк.r.алaнтliост.,l на Тх и l8*l =

3arrcTrrx, qто ecn" 7ft достаточно Hacr]eнHa, то r
lтx/6x] .

t(аz,il(а = tlaz,61(E') l to Er € !*l t если

( ý.Dе 6*, t121,61(d,Б) = t(1tл)(Е'ý') длr н,ко -

тоЁ.х rl ,Б'е f r то 1Е' ,Бl1 G 6* . 0тlстиrr

GлGдlraт r что нно Gстaо !!* и отноtвние ба

ситёлlю Tшto. н.д Е. т.е. ссл, Е€ tD*,

тafia оraзa..rдноG соотноlсняс

B-U
в tl u вх

0всЕг,l.€
вU

( )!
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ПРЕДЛО ЕНИЕ 5, П!спь В>g, ?t - в-насuценная
цоаель, uдеrоцая Ф-хапееорuчхуlо пеорuр. Еслч лно -
хеспво В опреёелuло в w(rz), по лuбо dля
люаоео ъ еЫ(u) ццоrеспво 8х конечпо, лuбо

|В] ас.
б€сконечно дпл нскотоЁц 

'1€ 
(.,

бесконечно. как отrrечею alre,тогда и

личиliого вюrестэа Е
с . тогда мя ,!6чх

Пусть S
Е|. ./ бх

,t€
raHflCcTao
t.

Тх И ОТНошение 6* заrrкнутu относ11тельно т.lпоa над Е .

Ьаепь t!;(?lt) 0-каrеrорична ll.след(вателDно,иiе€?лlitD
конечное число (а+1) -Trn* , (Ьl}тmовi отGaда спэ-
дует, что xHotecTaa l[* rr 6* Фор+rчльrr над 4lt ,ю тог-

Аа по предлоtrенrп Ц иlrесн lTx /6r] : с. 
'так, 

иr€Grl

]gl > lB,.] = |T*,/6*l Z с .о
ПРЕДЛОrЕНИЕ 6. Пуспь с ) Фr |J| - q,-хасuцеlная

доdель, члеюцая Ф-сmабuльнуlо пеорчю, Еслч хесчеп -
ное лноrесmво В опреdелuцо а В(йt),п" |6] еС.

так ках ]8| ) Ф1 8 = rсh1.1в* 
и ]ш(о)| , о,

то с)цествуDт лa ]r , rc +. такхе, что ]s*] > о.
Вчбере}r последовательноGть Eue Il r 9 ( ar так!,a, чtо

К = (Epl Р < 0r} EtBx, (Еро,Е9, ) l6* яl'i !с.х

9о < Fa < cli И9 доказатсльст!а Teopelr J.|.23 ш [4] crre-

дует, что в ,.одел" ( 2?t ri) ro,.Ho з169атr тотar!ьно н.раз-

личиr.ое помrоrество Er ý r хошlостrl lr' . Не yrraxb-

ща' обq}.осrи будеrr считать, что Е| = Е . licпольaу,

с"нл€tценность ?7t, ,юпю раguирить l до тотально нераз-

,, = tagl ЕрС

Р9 <Р1 <С
lP,
и|€Сra

F < С} 'rqнoc?,ttеzдl(Ечо,
ОрrrФ = t( аtril(ЕоrЕlrd и, следоват,льно, по

,еоое"е l1 В(Пr) = 1or(r(Eooh(Epr) rfi) , т!|( rсаK

l5



w(ПY) в r9r(и(Ео),х (Er) il,
а €т (так как t('.и;fi; (Еu,Ф=

1{

1€ т" ). Тогда бg = lEd/6ri}

ТЕOРЕ}Ц 2 (Teoperra Левенгеййа-Скулеr.а-1,1альцеэа). Пуспо
Т - полцая Ф-капе2орuцпая uлu Ф-спабuJlDнdя пео-
рuя, ?7| - dоспоrочно насdценцая лоОель Е ч не -
счепхая лоОело ft опреdелчда в 1ifi{?7( ) . Тоеdа
ёля лrобаI бесконечiаr карёчrlалов в u ? mакu|, чпо
С S || 7f || S Р, суцеспвуоп dоспапочпо цасdценнdе

6rt 
'

( -%,er) /
кроне тогоrочевидно, что

= t(пt,й)(Ео,fi)

Kil s lтx/6ill=lsxl

лоOелu

йп4

9
и

s ]s1.o

ра чз

mв u nlB пеорuu lI пdкuе, чпо

Пt. ?Тц < a?Bi йlп соdеwuп парадеm-
Пt , чсполозуелпе'в опреёеленuu ?t ; еслu

7(d u frв - эпо иоdелц, опреаеляелdе в

Ю( 
"ZtB) 

ц 8( ?7ri соопвепспвенlо пелц хе Фор-
л!ладч u парадепралч, чпо ч 7t' в Хr(Vt ) , ,о
ll?,rШ = с, || ?ull = F .

Суцествованиё нуrной модели Йв aра"у вфтекает из обьlч-

ной Teoper.U Леgенrейма-Скулеraа и предло ени, l; прrчеri Йп
,..опно .чбраrь такиNr что llZ//tnl = С. Далес, вtби9ая

Р -нэсчценное эл.вента9ное расщирефис mЬ r.одели Пt ,

ииееr. 8( ilr) ( ffr( ?2tl) ,, e.nn ' пL оп9еАелима

. ю( ?пL) теrrи хе ФорIуламп , n"o.r.ro""i,"ro n 7r

" Нr( Й) , rо по п9едлоrениях 5 и б будем ийеть

|l7l ill Z Р . Опять применяя обuчнуо теоgе у 
'Ъвснгейr.а-Ску-леrа и лр€длохение l, }roxнo найти такуо элейентарнуо подrrодель

Ю(rrB) ( НГ( Z2t!) ,.,о tltns ',et, (тоrда и

mв '< atB ), ||17tpll= 9 " |l2?pll ; р . о
ЗА}lЕЧАНИЕ: Если Т - оl-катеrо9иqна, то попно aýl-

рать mо tакой, что П < Пt". }iox'o ли .ссгда вu -

Uo.r. ,"* 
-Р 

7tu, аэtооч *.r""."r"о.О

lб



трудность в нахо!{дении J7| о ках расщирения VY "ос,
тоит в Tor"r, что }lоцность Т <"ло.i ^ 

и больlлая Ф ) raoxeт

б9ть строго r.еньше riqцности tt .
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