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В работе 9асс..lатриваотся полино}.иальная деко..позиция и

полиноr.иальнне канонические Форr.ru булевЕх Функций. для этих

целей плодотворнуl.{ оказался операторнuй подход. Ифогие из ра3-

лохений , рассйотренньlе в [1-4],являlотся частнur,rи случаями раз-

лоI(ений, вводилiчх ниfiе.

Индуктивно олределим операторч, используемне a дальнейOrеr.

и3rюжении:

birf (x) = f (o,x2,...,:.,,) , b;rf(x)= t(l,x.,...#o),

eirf(x) = f(Tr,x.,..., ха),

а_о_ f (х)
ot = t(x)

= tlx)

f(хl,хзr..., an),

для h €(Р, d) ,bi.,t{")

d; ::.. :;",,",1,..., xn)

где дSп,лr,явсеl< h€

[о; : : :.,J;:yt-',", *",]

{b,d,p}.

т
h,}t

a

0перат,rчы Ь,Рrd н.]:]не.lвr(.л соответственно операrора-

}.и подсrановкй, ворваrlизпliии, лиlr,dп,t)l,ч ц.рооii ния .
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Введем также однородно сl.,tешанные из

t , которче опредеrrяотся по набору

t.€ {Рrd}, следуюlцим образоr"r:,

r*
{lf(x) = f(x), tirf(x)= 

{n:

Р и d операторь
(trl...rto),

f(x),

где

d,;

f(x) , ""nn t.= Pi
t

t
если t =l

фС*l=о,где

t= l "" 'т!
1 r... F,

Другиrqи словаr.4иrпри однородно с}tешанном операторе по каrrдой пе-

ременной действует либо оператор Р , либо d в зависиr.lости

от набора (tlr..., tr). В дальнейшеt4 такие операторы бу-

Де}4 НаЗЫВаТЬ ПРОСТО ОДНОРОДНЫlttИ.

flоговоримся о Tol"t, что если у оператора нет верхнего ин -

ДеКСа, ТО ИНДеКС СЧИТаеТСЯ РаВНЫ1,1 0.

Функцию назовеl.t выроlкденной, если

', = О при =l суцественной переr.rенной и 'a = 1
при *1 Фиктивной, а невыроrхденной в противноr.i случае.Функ-

ция назuвается суцественной, если все ее переr.iенные суцест-

венны.

ТЕOРЕМА l. Для любоео оdнороdно?о операпора t
сацеспвцеп разлохенuе вudа:

f(x,z) = ?з 9"оф(х,tY(о,z)) <r>

поеОа u mолёко поеОа, коеОа g(XrV) - суцеспвен -
ная неварожОенная фунlсцuя, еОе т = \В(Хr1) ,

з(х) = ф [r]: ::::'Ii;l'r,-,],,.o" ц s п.
т

Р"о = qЪ!ф(х,т).
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ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. Предэаоительно покаlеr,r, что иr.еет несто
следуощее равенстао: [9roJ.[co.J = Е, где Е -еди-
ничная иатрица. Рассяотрим эле!iент произведения этrх r{атриц:

"6r= З = в \iidс(*,ч).qь!ф{*,ч) =

= uiýФtч"l.a"i}t","t]. (2)

Лусть 6= т и Х., r... l ХЕ - обцие аргуяентu Функций

\t|B(x,v) Тогда (2) мохно запи-qф{т,")
сать в аиде;

,

a

э

rАе

Ь[.с"].' =т"L

[5t!"B

[qti'B

пI:

Pi,

г,]!)
t

-})

ввиду равенств {,'

получаеlr:

т

(х n
l

t l
l ,

tп

| откуда следует, что

ф(х,ч) = ф(х,у)

тt

т
rд(i., аL

т
J,

],(х

1

r t а
r...rJ(r l]

(=,

(*'

)

)

iч 1

?
х

1
(

,х

,V)f,
n 

,V)

а
(х.,

Fli t

Х'=(Хr r..., Хa), Xn=(Xraar.. .,Хr, ), Т'= (Тr r..., Тr) .

*".)t
t

да и только тогда, когда Функция g (rЕ, v)
е", = 1 тог-

нев9рохденнаr.
rд(хr ',..., {" )

Пусть б f т. Есл, ихеется хотя б!. одна Фикти!ная
переr.енна,, то е6" = О . ПDи отсутствrи Фиктивнr|х пере -

l66



НеННuХ пУсТь Х.r;о..1Х - переr,lеннuе, входяцие в запись.t

обеих функций qфt=r"l " qt}(x,v). по.*оп"*у
остальнче переraеннче р33деленч, прои9эоднве по этиri переriеввшв

берутся по соtiноrrителям отдель}к), Представляя пЕюизtlоднuе в

СОi,|НОliИlеЛЯХ В ЭИДе СУrl,a И ВЭЛВ ПРОИЗВОДНЧе ПО СООТВ€ТСrВУШlИи

перехеннrп, преобра9уен (2) к виду;

ебт= \... *. [[, ч"'4',.. .,d',o.*r,...,o.,")]

-[u *-]' ,... ,r.].,о"*. ,... ,o",rl]] ,

всен наЬ9ан

х

(оrr...rо").где оба сунrаирования ведутся по

8зяв пDоизводнце по Irr...r

".,= 
, 

[[
i1

alв
?

;...1(la

- l , получаем i

Lroa*ar..., ОоrY) ,(

,. 

[вqpt.l',... я].,о.*.,,...,"","J]

( О. , . .. , о.) .О*е-
(о,rr..., оr) ,

Ед

F"оFY(о,о)\tlв(х,ч) + t}(*,o)J .

п

Такиar обра9ов' при

будеla преобразо9rвать

внецlняя сушttа беретс, по Bcerr наборах

видно, что во 9нещней cyr.rie на наборах

(ar ,. .. , ar) слагае..Dе совпадаDт.

бfТ получаем 
"6r= О

Мл докааательства равенства (|,)

еrо flравуЕ часть:

u"З Ъ.{еС=,fY(о,з)) =

=ЕЕот
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=ý
о

Расс}iотрих сумну

[:u-Чфс* v)]tT1o,o;6

9 j !В.офс-,оl, 
(з)

эр"о= о"\i1*(х,т) = ч[чФсr,"l1.
Эта clrrrra отлична от нуля тоrда и To,tlbкo тогда, когда на-

бор t содер,rит iули на iестах, соответствуDцих оператору

диФФеоенцировани, в заданнох операторе. Дя упроцения излоне -
нrя пусть эти йеста cooTBeTcTByloT J(rrolor Х!. Тогда и}rсем

равенства:

п врrоф(х,о) .

ч,...-.[":::;::::;
тпZ 5(х,О)а
lt

в(rr,...л", *а*', ... ,{О ,о) .э!G
Tgl,rr.-,Т,, Т., l. .. rTa

..., То для кашой Ф)rнкции

Е
Тa*i r", rt1

Е
Tts+l r ", rto

ta* t
п

Поiкольку сумr.ирование ведется по Bce}r набораra Тa*1 ,...

{"rОr, то суниэ не зааисит от tl+lr...r Io;

g(T.,..."- {ii',...

Е(tr r... rT1 rТц1l,... rТо rО) .

B(Tr,...,r*,{ii',..., r]",o) =

l68



ё о 9Фtх8(аrо) = (Е 8(Trr...,To,o) =

0кончательно получаемi

При Х=6 иrrесrr

= а g(х,о) = \в(х,1) о1 = Т .

Продолжиl{ преобразования в первоЙ части cyMrru (3)

с Frо\ф(*,")= с\ьlф(х,ч) qф(х,ч) =

с 5tlв(х,ч).а{ф(х,ч).

Е \ьiф(х,тl.qь!i}t*л) = 
f;аоз 

Fто .

[lолученная суl.iца равна l тогда и только тогАа, когда б = о,
по определениD Рот и Аоказанноllу сэойству [ F"oJ .

= [aоa]-'. такиr. образо}irиr.еет место раЕенстэо

€ рот \ф(х ") = *]',..., -]".

Исходя и3 полученнчх соотношений, продолtхиii прсобра3ова -

нил праэой части равенства (l):

Е [П"u*ь'Iв1х,ч)]ty(о,а)9 ?: ро"ф(хл) =

а.I
п

:ri'.....*]" ty(о,z) Ф

а
= Е X.r

о
i " fY(o,z) оТ =

l69



9 з*:',...,*]"т = :,i,,.
rЕ

о

а
.. ..I

п"(tY(о,z) Ф? =

*]'.....*]..з(о,z) = f(x,z).

Теорема док€зана.

вахнUii частнчй случаем неварожденнuх Функций явллотся

Функции,реализуемuе бесповторнсми Форнулаr,rи. Форtlула над r,rHo-

хествой переменнuх является бесповторной, если си}rвол каlхдой

переменной входит в ее запись не более одного раза, и полной,

если капдая переменная ииеет вхоrдение. Полная бесповторная

Форйула над систе}rой Функцrй Гr. rvr I r l rфlфlФr*}
определяет суцественнуо Heвýpor(дeнHylo Функцио, поэтоху непо-

средственно получае}i следупцее

слЕдст8иЕ. Для любой полной бесповпорной форлалd
г(-) суlцеспвуеп разлохецuе BuOa:

ртоф(х)f(о,z),

еое t - любой оdнороdнай операпор в.о= i!f,}t*).
На основании приведеннýх ра3лоrевий поrrучи|,l достаточно

большой класс полиноaaиальфчх канонrческих Форl,tул булевuх Функ-

ций. С одной сторонý, каноничсск9lс oopllu вогут бuть полученu

aю одной невr.ро*денн(Я Функции действиеr. ра3личнъ|х однороднuх

оператороэ, с другой сторонш, действиеr. одного опсратора на

различнне невrрожденнне Функции. ИзЕесrнuе полиноriиальная со-

аепденная норнальная Форяа [Ц] и поJlr9изованнчй полиноr. Iегал-

кина [5,6] являDтGя чаGтнчйи случаями канонических lDopм над

одноооднUa.и оператора}rи. От}aетин, что в [7] рассяатриrались по-

линониальнýlе каноническиеФоФrч над произвоrlьнчrи систеaaаии

Функций.

f,(x,z) = f цтб
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TEOPEi.IA 2. Разложенче наО обраэалu фчцкцuu

по люболу оОнороОноцу операпора l вuёа:

f(x) = Е вт{д(х)т'
являепся канонuцеской форлой поzdа u полько поеOа,

ко?Оа в(х) - суцеспвенная неварожdеflная фун,сцuя,

?ое в" = оr[t(х)фtх)] .

ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0. Из Teoperru l в случае разлоlения по Bce}t

аргунентаr. Функции 5(Х)V и путе}i подсчитuвания 1и Р"о

получиt: у = а*в(:).1 = 1, Fто = qf,!{tBc*)v) =

. ь!f,3t*)

f(r)= Е в p"ot](B(:)tv(o))= i Е pTot}(x)f(o) =

P.of(o )]. ф(-) =

= в [в
t Lo

(:)я(о)J.фlх).

= 1[зоlфt=l 
з(о)],t}t*) =

= 
1 

а_ [i3сзltсх)].фtх),

с(х)

ов[в
TLo

a

что и требовалось.

В обратнуD сторону доказательство очевидно, так как cyr,фia

вuрошеннчх Функций явлrется эuроl(денной.

СЛЕДСТВИЕ. Лиспо !(Х) -полная бесповпорная фор -
аула, l - оанороанай операпор, по?ёа разлоrецuе
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f (х) = д ртф(s),
т

еёе рт = чF(I)
фор!аой булеоdr фчн

(=)] , я€ляепся r|аноrluческой
кццli

3то следствие лолучается аналогично следствио к тео -
peie l.
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