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Введение
Метрические инвариантu граФов используотся для приближен-

ной характеризации структуры объектов или отношений r.rехду ни -
ми, представиr/tuх в виде граФов различных видов. Мя коли-

чественной оценки сло){ности структуры при^iеняется дистанция

граФа - метрический инвариант, равный cyrqr.re расстояний }iежду

всеми параl.lи верulин граФа [l r2], Наприl4ер, в органической хи-

l"tии топологические индексы (инварианты) молекулярных граФов ис-

пользуются для прогнозирования свойств хиt{ических соединений

|3-7j. Аналогоrа дистанции граФа здесь является индекс Винера

(число Винера). 3начительное число работ посвящено изученио

свойств этого индекса для графов гексагональных систеt"t,включаю-

цих }rолекулярные граФы бензоидных углеводородов [8-t3],Для аро-

l"tатиЧеских углеводородов установлены зависимОСТи },rех(ду иХ Фи-

зико-химическиFrи свойстваr.iи и значениями индекса их },tолекуляр-

ных граФ()в Рассматриваltись свойства дистанции также для гра-

Фов 1lол!4циклических систе}.r с циклс]ttи произвольноЙ четной дли-

ны ,lЦ,l5
В н.эстоящс,й р.зботе будут продолжены исследования свойств

дистанции лля граФсrв с циклами нечетной длины - граФов нераз -

ветвлс.нных пентагоhальных систем, начатые в [l6,17]" llля гра-
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Фо! этого клэсса будут установлaнш гранtцч aозноtнчх 3начений

дистанции, построенu прияереr граФоa с совпадаalц}+aи значения и

дисtанцrи, исследоaана реалиgуеr.rость произвоrlьнцх чисел ках

8начсний дистанции граlOоэ.

!. 0сно9н}€ определени, и вспоr.огательнuе результатU

Рассaaотрих класс плоских граФов, в Koтoptx зсе внутренние

гDани лвляDтся пятиугольвrDaи, и две произэоJlьнче rрани либо

я!ляотся сri€жн*lи, т.е. lll.a€oT единственнов обце€ ребро,либо не

иr{еDт обчих верlлин. При aтora никакие Tpr граф}l граф не r+reo'

обцих вепдин. другоэ mределенис граФов этоrо класса основано

на понятии характеристического гDаФа. Постаaиa з соотaетствие
каtfiдоЙ пятиугольноЙ грани новуо верщину и соaдиниз такис эa9 -
щинU, если сооlaетстaупll€ грани ямяотся cricжHural., п(urучи

зарахперuспцчесtuЙ граФ исходноrо граlDа. Пятиугольнуо

грань aпесте с ее границей будеh нasuэать кольцод граФа. 06о-

Еначиri Р. класс граФо3, состояцих из h колеq, дrlя котосчх их

характеристическийграФизоiорOен простой цспи. концевое
кольцо граФа и}iеет обцее ребро только с одниli коrtьцоr., тогда

как лЕбо€ другое сце)fiо с двуця кольца.{l. Если коrlýца граФа

изображать на плоскости правильньOaи пятиуголlникаatи, то ребра
могут пеDесскатьсл. На Dис.l классу Рh прNнадлеtат граФ9G| и

G.. 0че!идно, что чхсло вевдин прои9lQльного граlф из h колец

равно 3h+2, и все вевдинU граФа и}tеDт степенr 2 или 3.
06означии %(чrr) рассто"rие riецд). эершинави ч и ч a rра-

ФеG равное мине кратчайUей по чlrслу рGбер цепи, соединяЕlей

ведлинч ц , ч аВ. Дчспанцuл вераuнd v в граФе G есть cyri-

ма расстоянkй от v до всех других всршин граФа Dc (v) .
- Е d.(ц.ч), а ёuспанцuя 2раФа олоелел)еtся как cyluia

ц€V(G ) "
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расстояний rеr(ду всеraи его вецлинаtlиi

D(c ) - Е
ч,ч€ч(G )

{.tu,v) . } v€v(c )
п" (v) .т

Рассхотриi ве9lлинч v,u и ч| степенk 2, принадлежацие кон-

ц€вону кольцу (рис.2а). Веп!ину ц,блиrайщуD к веллина.а (h-2)-го
(ольц€ граФа, назовел блuхпей верlоиной; веплrнu цl и v на-

Еоэеl4 ёалёней , среоней веплиной концевого кольца соответ-

ственно. Ребра (u,v) и (urrv) будей назuвать блutнчл u 0аль-
нlлi, реброя концевого кольца.

ПуGть к rраФу Gh_l , ивешlсяу h-l хоrlьцо, прrсоединяется

но!ое пятиугольное кольцо (ак |юказано на рис.2б. Представиr,a

дистанцrD aерOrин vl , ,2 " "3 " 
граDе Сh чере9 дистанции gеплrн

.l , u2 " граФе Gh_l .

лЕtlм l, дLспахцuu верчuн ul,'2 u uэ

на puc,26 раехr Don(v, ) = Dch_l(u| )+]h+2,

. oon_,'rr) + эt'+2 u oon'ur' = oon_,'ur)

ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0. Ия верlлинu vl и},еси

Dл (v,)
'h)

+ бh-2.

,€V(G n-, ) -',

в ?рабе

d(u,lx)

Gr,

DGn(,r,) . 
*Йп_,)О(",,*) 

+ d(v,,vr) + d(vt,vз)'

+ d(v,,vr) . d(ч,,riз) ,

(d(v,,u,) + d(uгx))+ d(чl,чl) +

+

€v(Gb-t )-цl

+ (|v(ch_l)|-|). о . oon_,'o,' + Зh+ 2.

Дlя эепlrньl v аналогично
]

onn(vr) _ 
rсч(_,ld("з'*) 

+ d(vr,vr) + d(vз,v|) -

+ 3h + 2.'Dc
h-l

(ur)

Jп



3аr.rетин, что кратчайUие расстояни, от v2 Ао верUинч ц! и чз не

проходrт через aершину ч2 . Дл, !единч v2 иrеем

%
(v 

r) Е
l€vGn_, )-{u, lur,ur)

d(v,x) + d(ч2,чз) +

h

+ d(vrlur) + d(vrlur) + d(v2,vl) + d(v2,vr).

Так как d(vrrur) - d(vrlur) + d(ч2,цз)-| и d(v,u,) - d(ч2,ц2),

то

Dc (v
2

Е
x€V(Gn_, )-u

Dл (ч-) +

'h-t '

(d (v2,u2)+d (ц2,х)) +2
h

Дистанции бли(ней и дальней вепrин в граФе Gh пDедставле-

н!l через дистанции сiaежнчх с нlаaи веплин э граtDе Gh_l , дистан-

ция средней вепlrнu в Gh вь.рапена чеD€а дистанцио веп!инU в

Gh_|, сr.епной с блиrней веплиной э Gh.
В [16] показано, что д..станцио г9аФа Сh io|rнo представrrь

через дrстанциЕ гDаФа Gh_| }r дистанции асрOlин, к которь}. присо!-

динrется кольцо.

УТВЕРtДЕНИЕ | ll57. Дuспахцuц ераФов Gh_| и G h сбл-

эана соопночеiuел D(Gn) = D(Gh_r ) * oon-r'.r ) +

+ 2Dл (чл) + 2(6h-1).
'h-| '
0тнетиr., что в lфрr,rуле из утsер.(дения l ).дэаивается дrс-

тaнция вершинч a ch_|, cr.erнo.i с блиrней !ерJиной в Gh.
llycTb u и цl являDtся п!юиазоJ!ьнUхи сr.еlrнш.и !ерUинами a

граФе Gh. Пост€alфa в соответстэие вепuине ч слсдурltие внопaст-

ва аерщин v*(u) - {v|d(v,u) . d(v,ur)-l}, V.(u) . (v|a(v,u) .
. d(v,u,)) и v_(ц) - (ч|а(ч,ц) . d(ч,цtFl}. Будев считатr,что

веплинц ц и чl в них не вклочаDтся. Тогда эти raнofi{ecтBa поalар-

но не пересекартся и v(Gh) = ч+(ц) U ч.(ц)u ч_(ц) u {ц,чl}.

2

2(.lч(сh-l ) l-| )+ 2 - ъ (ua}r 2(3h-l ) .
h-l

87



с

з

1

ч

Рис. t

Рис. 2

Рис. 3

Чь_п t
<l_

Цlt Yц

б)

l

2

v
п

а)

а) 6) в)

ч ч
Y

Fз

t

G з

88



Аналогичные MHorKecTBa lttoжHo определить для вершинн ur. 0чевиА-

но, что V_(u) - V_(u,), V_(ч) = V*(u,) и V+(u) = V_(u,).
Пусть верчlины ч и чl степени 2 принадлежат концево}tу коль-

цу граФа и d(uru1) = 2 (рис"2а). Полоlкение этих вепшин в граФе

обеспечивает для ltнo,xecTB Vt(ч), V_(ч) и V_(u) вuполнение всех

указанных выще свойств.

ЛЕtt}tА 2. РаспреOеленuе BepauH ерафа Gn по !!tножесп:

вам \t*(ч), V_(u) и V_(u) опреOеляеmся преця rcонфuеу-

рацuя!4u, uзобрахеннuдu на рuс.3 ФаrOая верuцна оп-
дечена знаlсом соопвеmсmвуrошеео множесmва) :

а) чuсло лuнейно соеduненfldх 1солец k а ерафе на

рuс.3а являепся цепнац, k > Ц. В эпом слуцае uцееr|

Iv* (u) 
| Zn-r, |v_(u)l = 2, |v_(u)l= эr, _ 

3п_,,
6) цuсло лuнейно соеОuненнаа lсолец k в ераФе на

рuс.36 являепся нечеmilац, k > 5. ТоеOа ваполняепся

|v*(u)l= ]r, - trn - Ъ, |ч_(u) l= z u |v_(u)l= JtK-ll;
в) dля сл!чая k=2 (рuс.3в) справеОлuво |V_(u) | =

= 2, IV* (u) l = ]h-5 u lv_ (u) | = з.

ДOКА3АТЕЛЬСТВ0 леммч следует из структурý граФов на рис.3.
лЕ}l},tА 3. для )uспанцuй верuин ч и ul в ерафав . на

puc.3 всееOа ваполflяеmся неравеflспво Do(u) < Do(ur).
ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0. Разность дистанций вецllин lloxeT бчть пред-

ставлена как DG(u) - n"(u,) - |v_(u)|-|v*(u)|=|v*(u,)1-1v_("r)l.
fuлее нужно применить лемму 2"

2. Интервальl реализуеltости дистанции

Oбозначиl.,t D . (h) наи!iеньщее значение дистанции для гра -вl.п
Фов пентагональных систеil, т.е. Dr.o(h) = bin{o(c)lG € Рп}.По-

каже}4, что величина Drro(h) есть кубический полиноl,t от h и

найдем его явный вид.

89



llycтb некоторuй rраФ Gа получен поисоGдrнениеra нового пя-п
?иугольногО кольца х блиlнеr.у ребру граФа Gh_l , а граФ Gi -
присоaдинениев кольца к дальнеr.у ребру ch_|. По ).тверкдениD l
и леr.r.е 3 вUполняетсЯ неравенст9о п(сп)< п(сi).слеаовательно,
rrorнo сра9у оf!редслить способ построефия граоа с с наиненьщиra

значениеi дистафциr. Новое кольцо всегда присоединrется к блrr-
нецу ребру очередного гра(в. начива, с сдинст!енного г9аФа Gз.
На рис.4 показаНU п9rraсрt| г9аФов с наrлlенDцих Значениеr. дистаЁ-
ции.

УТВЕРЦЕНИЕ z, Наuлехьчее значепче чнOекса Вuнера
0ля ерафов класса Рh опреаеляепся оараЕеrluвл Dmin(h)=

= 1 (]ь].ztь2_ бh + lЦ).
2

дOкАзАтЕльст80. согл.сно утзaрпдсн}Ф l. мя наивaньU.го

tначснrя дrстaнции г9аФоl l.оцно эаписатl

Рис. l

рaкуррсirЁого уDr.нaнх, Dc

(\_| )+ 2(6b-l ) , (t )DDin(h) - Dmin(h-| )aDG ('h-, F2D
сh-|h-l

гле (vn_r, цh_l) язпястся блlпниr Dсброr a граDa Сh_|, на ко -
торох дрсiиrаетсi D!iц0-1). По ncrrr.a l дистанции всNшЕ v1_1

и uh_l xofrr.o lupa8riTb чGDсr дхстaнцrO блиrней aзпдинD| прaдr.ду-

цGго t,раФа. ТогАа Аистaнцr., фt.dнaй aaрUинu vh ! сh

Ч)'ос]т-тз
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+ Зh}2rгде DGr- 6.В результате получиl.{ Dcn(rrn) - }1ЗЬ2+ZЬZ)"

|]ля дистанции средней вепцины ъ иriее}i Dcn("n) - Oan_r(rn_') *

+ 2(Зh-|) - }tЗЬ2*13h-6). Подставив полученнче вчражения ;lля

дистанций вершин в граФеGh_t " уравнение (l)rполучии Оrrо(h}-

- Drrrr(h-tl * !ь2* Эtь -t2, Dnin(2) = 55. рещение этого ре -

куррентного уравнения определяет Dшiп(h). l
В таблп1 приведены наименьщие значения дистанции мя гра-

Фов класса рh, 4 Sh S 14.

Таблица 1

Oбозначиl,t D _ (h) наибольщее значение дистанции мя гра-Dдх-
фов пентагональнь.х систе}i, т.е. Dr"*(h) - пдх(Р(G)lС е Вп}.По-

кажем, что величина Dr"*(h) есть такпе кубическиЙ поrtино..a от

h.
УТВЕРХДЕНИЕ 3. Наuболоuее эflачеflче ufldехса Вuне-

ра 0ля 2раФов ,сласса Ph опреOеляепся вuраrенuел

Dmax(h) = in] * *2n' + ф1" l ?ое с = о при h чап _

нолц с = -l/8прuhнечепнол.
ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. Способ поGтроения граФов с !Еlксиr,tальнчil

значениен дистанции таюIе следует из утверlцения l.HoBoe коль-

цо всеrда присоединяется к дальнеиу ребру очередного граФа,на-

чliная с граФа Gr. Пчсть к граФу и9 клаGса Рь приGосдинrвтся

h 4 5 6 7 в 9 l0 ll l2 lз lц

l{. (h)
Ецц

259 691 l0l5 I t23 l92!l

2l61

36

2527 1 5038 бl 39

W (h)
mах

26з l+58 73z

6

1098 l

20

2885

7z

5988 7378

lPbI 2 3 l0 t36 528 l 056

9|



новое кольцо, изобрах(енное на рис.5 пунктирной линией. Соглас-
но утверlцению l, для вычисления дистанции при известно|il

а)_б)
Ъ_. Gh_.

wч tlч v1+ ,rе
,

z

1
l
DY" {t

+ ,
+ ,

Рис.5

Dr"*(h-1) необходиl.,lо 3нать дистанции средней и дальней вершин

в граФе Gn_r. Вешlины чl и ч2 являlотся дальнеЙ и среднеЙ для

четного h (рис.5а), и веплины ul n u2 такие х(е для нечетного h
(рис.5б). В гра9е Gh_l ," рис.ý верчlинu из V* (u, ), V_(u1 ),
V_(ur ) и V* (vr ), V=(vr ), V_(vl ) отr.rеченu энакаl.{и cooтBeтcтBylo-

ЦИХ l"tHOЖeCTB о

Вuчислиl,t дистанциlо дальней верurиные

Пусть h четноо По лемме 1 для верчlины vl в граФе на рис.5а
вь.полняется Oan'rr' - Oan_r(ur) + 3trr2. Выразим дистанцио даль-

ней вецшины v, в граФе Gh через дистанцик) дальней вецлины чt в

граФе Gh_l. Иrqеем oan-,'ur' - oan-, (ur) - |v* (u,)lnn-, * 
'

= oan-,'rr, - in- 3, тогда oan'r,' = oan-'(.l) * }n - ,.

Пусть h нечетно. Согласно лемме ! для дальней веп!ины ,з
выполняется D. (w.) - D,, (vr) + 3h + 2. Далее (h-t четно) име-

'h ' 'h-l z

"" o.n_,(vl) - DGh_,(vr)"-'|v*tv,)l.n_,* ' - oan_'(vr) - 2rо* 
1,,

тогАа D.n(wr) - o.n_,(r1) * ;r - +.
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В ре9ультате дистанцr.rо дальней ве9щинu v raorlнo найти иэ

рекуррентного уравнения Dл (v) . Вл 1у1 + }t - с, rде
h 9h-l z

Ц (v) = 6, с - -l при h чaтноrt с- -|l2 при h нечетнох. Реще-

"r. "rо.о 
уравнсния есть D"o(v) -912t tb* "r, .л" .| , 2

при Ь четвой ь с, - 5l4 при h нечетно.r.

Вччислиl. дистанцио ср€дней вепllинн.

Пусть h четно. По л€ra}rе 'l инееи DG (vr) - Do (u, F бh-2.
h h-l

Представиr,a дистанциD !епдинu ul череЕ дистанllиD эс
предuдуцену (h-l нечетно) *""" Dch_t('rl) . oao_,'u

тогпа Dao(vr) . oan_,'.,' * tb. r.

рlлинц ч2. По

,)-iь+з,

Пусть h нечетно. 8 соответстэии G лaн}.ой l имссв Dch(U2)-

= D_ (v.) + бh-2. пDедстав.rr. диставциD веDOинч v2 ч€рез дис-
'h-l

танциD веплинч v,. По пр€дьц)щеrrу (h-l четно) вuпопнястся

o"n-,'u,, ' oon-,'rr' - in- i, тоrпа Dan(wr) - oao-,'u,' +

Рекуррентное уравнение для дистанцаи средней вaрlдинýl

иi.еет вид Dco(r) = onn_,'r'* }bt "r, rде DG|(v) - 6. с2, l

tin-*.

при h четнов, h 24, и c2,1l2 при h нечетно.., h:З, В р€-
о,

зультате получим Dл (v).ih'r Зh+ сзrrде сз.l nprr h чет-
'h

Hor. и с- = 3/Ц, при h нечстноll.
5

Подставим вuраuеfiия мя АисrанциЙ GреАней и Аальней вер -

lllин в урввнение и9 утaе9шениi l. В итоге для наиболшЕго зна-

ч€ния дистанции получиr рекурDентное у!ввнaнйё Dшsr(h)

= Dr.r.ft- 1) * \Ь2, tb* .о, rае Dr"r(2) - 55, со ' l5l4 при
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h четноrr и cq . Ц при h нечстноr.. Раtенr€ последнего ураaненrя
опред€лrет D

mllx
(h).f

в табл.l приa€денu наибоrtьuие значенr, дисlанции для гра-
Фов класса Ph.4sh 

= 
14.

3начснхе дистанt|и, проrзвоJlьного граФа с е Рh закльчено !
ПРеДеЛаХ Dпinft) S D@) S Dmax(h), гдс г9аниц!l достигаDтся на
посrDоеннчх вшЕ граФах.

КоJrичест9о граФов неразветвленнUх пентагокlльнух систеr,l
из h коrrец дается эrрацениен [16]l

}-4 + 2Ф-ь) 12, при h четно.,
lPb| -

2h-4 + 2(h-5)/2, при h нечетно..

0предел}rм raнопaство во8}rоrнчх эначенrй дистанции для гра-
Фов класса рh как Еh. [Dшiп(h),Dшsх(h) ] . HHorecTBo Eh ямя -
ляется целочисленньr. интерваrюi. r.оцности lЕhl . (Dшsх(h)

- Drrо(h)) + t.! з9-
тп 1*n -'- с, где С. I/8 при h

нечетноil и с.0 при h чеrноi., h Z4. количество граФов клас-

са Ph при увсличснии числа кол€ц !оарасtаеl лропо9,1"оaалr"о 2h,

в то вре}aя как количест!о 9озмоrнuх значений дистанцrи графов

рaстет лиlJь *а* h3. Классо" вuроIцения мя элемента из Вh на-

зоaеr. под ножество граlDов и9 Ph, дистанция KoToDux совпадает с

даннtia значением, Следоэательно, 9 средне!l для каrдого Bo3вot{-

ного 9начения дистанции в Ъ i.q|tнocTb его класса вчроtIдения

ивеет экспоненциальнýй рост. В [16] содерхатся даннuе о всех

классах эU9оtцения дистанции граФов иэ Рh с числом колец

l, s h s15. В табл.2 при!одятся количество г!вlфэ з классах Рh,

воlцности ,нт€рвалоэ lBnl " aa*rrc о количест!с грaФоэ Шш8х в

r.акси..альнgх по !елrч}rне класGах эчрокдени, дл, 9<h= 27.впср-

!D€ неrриaиальнuе классu luроrдснrя дистанцl.и пояaлrloтсl среди

граlDов с число}r колец h . 9. В прrtпоrснии прr!одrтся иэобрахе-

ниi aсех граФов из r.аксинальнух классоз мя 9 sh s 15.

h3_ 2
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h l"bI |пtвпt I |rь | Nllax D(G ) Navт

9
l0
lI
l2
|,
lt
5
6
7
8
9

20
2l
22
2э
2ц
25
26
27

36
72

|36
272
528

l056
2080
ц l60
8z56

|6512
э28%
65792

lзl328
262656
52ц800

l0ll9600
2098l76
цl96352
8390656

32
60

l03
177
277
ll30
609
896

l2l7
l638
2,129
27цб
зq05
ц l8l
5003
59| 5
6937
80l9
9251

238
э59
5,|5
7|l
95l

l2q0
l 582
l982
2ц\\
2913
3573
42ll9
5005
581,6
бl76
7800
g922

l0l q7
l t479

2
2
4
5
8

l0
l8
l9
,2
li4
77

1l9
|96
э56
568
93l

l67o
28]!l
4860

20llб
2679
360|
44э8
57ц7
6977
8360
9920
12051
l397l,
| 668l
|9096
2l72l
25205
28337
з|7ц2
36l02
00335
4t502

2
2
2
2
2
3
4
5
7ll

lб
2ц
39
63

l05
l78
303
52ц
907

Таблица 2

3. Дурч в ,нтсрвале реализуености

3начение t € Еh будеи назuвать реализуеr.s{, если суцеству-

ет грsФ С еРh такой, чrо D(c) .t. 0боsначии liнoxecтBo реа -
лизуеl.uх значений дисrанции граФов из Рh как D(Ph),T.e. D(Рh).

- tD(c) | С€ Pn} .l,loltHocTb янопества D(Ph) для 9sb s 27 укаsа-
на в табл.2, в послсднaй кол(нке мя сравнения с Шша!( указан
pa9r.tep Krlilcca вцро,lцaния прl. равнФa распределении rраФов по

значенияi. дистанции, ll.rr"- [lГ"l ./ lnlBnl11 . 3апиш.х элеiентu

D(Ph) в упор,чоченноr{ схАе D(Рh). {D|,D2,Dз,..., Dr, }, гпе

Di ' Ditl есть блиlайщиa реапиауенrЕ значевия дистанции, Dr.

= Dr.r,(h) l О - О**(Ь), п. lBnI и Di (Di+l Аля эсех i .
. 1,2,.,., п-l. Тогда нно!хество не реализуеr.чх значений Zb-
. E(Ph)\D(Ph) }iorвo представить в вид€ объеАинения непересе-
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каulихся интервалов zh. U [Di+|,Di+t-l]. Какой величину но-
1

гут буть интaрэаrъl нa рaализуеr.uх значсниЙ дrстанцrй? Анализ

даннUх для граФов с число.a колсц h - 15 показал, что a этои
классе D,+t - D. € { 1,2,3,q,5,6,8,9, l l, l2,!5, 16,20,2q,]6,39,610,

70}. 0тнетия, что в классе Р.. суцеству€т 8 граФоэ с лоследо -|)
.этельнg..и значефияrи диставчииi 8371,8372,...,8378 (рис.6).

нaсrотр, на то, что lla кацд(ra aозriоцное 9начение дистан -
ции гроФa в Е" приходится a среднсl. экспоненциальное колrtaест-

п
во aDaФо!, хно,(ество значений 1 не ямrется nycrr.r. для лобого

hu 4.
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УТВЕРlШЕНХЕ \. Мноtеспво нереалuзуелuа значеfluа zb

соOерхuп uнпервала значенчй, чде'юцче лuнейнуlо по

цчслу колец h лоцiоспь.
Нипе будут найдaнч ,нтервалч не реализ)rе|iвх аначений,рас-

положеннuе на левоr. и прaвоtt краях интерв€ла Вh. ГраФ, ,*сurrй
8начение дисraнции Dk э л!орядоченном цно{естaе D(Po), заесь и

далее до хонца этого пункта будсТ обоsначsться Ck.

а)о 6) .)
.| вt

.!

е

ц

п

ll

Рис. 7

!l

т
чt

,|

Рэссяотри}r граФ G | иа h коЕц с наш.aньшсй д}rстанцисй
(рис.7а). }Ътруд}ю вltчrслить дистанции в€плин степени 2 a кон-

цсsом кольqе граrDа: D(ч) - (ЗЬ2+lь2) 12, D(v) . (зh2+ lзh_6) l2
и D(rr) - (зh2+l3h-l2)/2.так как G1 обладает наи|.ень]ей дrстан-
qиеЙ среди эсехr граФо!,то для получ€ни, грsФа с блrrайщей дис-
танцисй D2 € D(Ph) ноФе кольцо Hylliнo пDисо€дrнить к !ершинац

v и t , Тогда мя дистанции грaФа С2 и8 h колец нэ рис.76 вчпол-

няется D(Эr) . Dцi!(h-l). Ес,{r) " %r{") + 2(6h-|)

. (3h3 + 2lh2 + бh - 26)/2. слеАо.€тельно, перaчй иrrтер!ал не

реалиЕуе,4rх значений 1l . [D .ц(h)+l,D(G2)-l] С 1 x}re.T длrн!.

|тr| - 3(2Ь-7), h 25. 
'lля 

построения граФа с дrстанцией Оз

необходиr,ю знать дrстанциrr вэлtин rrа обоих ко+rцеrчх коrrец гра-

ФаG.. Д, !еплив одного кольqа !иееll D(ц) . (3h2+7tЁ6) /2,
D(v)'- 1ц2.rrп-2)12 , D(vr. (зh2+ t3h-8) /2, для верщин дру-

rоrо - D(u,) . (Зh2+|3h-l2)/2, D(vl) . (3h2+ l9h-26)/2 и D(w,),

- (3hZ+ l3h-tE) /2. Отсода слaдуст, что но.ое коrlьцо н!лно пDr-
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соединять к э€рlлrна.a v и l', в результаtе чсго получится граФ,

'{зобраяеннчй 
на рис.7в G дrстанциеl'l D(Gз).(Зh2+2lh2+ l8h-66)/2.

Дина второго ,нтервала не реализуенUх значениЙ I, . [D(G"Fl,
D(Gз)-!] равна lI2| = 3(2h-7), Ье9, и .o"n"o"J, с дir"оЛ
первого интераала.

Найде}r интервалч не реализуеraчх значений дистанции, рас -
полопеннче на другоr,r конце интервала En. 06означим Gп граФ из

h колец, ияеuций наибольlлуо дистанцио среди граОов класса Рь

(рис.8а).

а) о!

6) h нечетно

г) h нечетно

пl

lд
Gо_' tY

в) h четно Ц

1

ll п
т пY

.|

l

t

.i

G*. п

Рис. 8

д) h четно

Пусть h нечетно. В граФе Gr,, на 9ис.8а диGтанция всрllrин в

концево}. кольце равна D(ч) - (gb2+bhr9)/4, o(v).(9h2+ l2t*3)/2
n р191 . (9h2+ t9)/4. Структура граоа Gп_l со следупцей за Dп

наибольшей дистанциеЙ Dtг| € D(Ph) очеаидна и показана на
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рис.8б. llистанция граФа равна D(Grt) . (t8h3+45h2+34tЁ7l)/8.

ОтсDда длина первого интервала не р;ализуеиuх эначений Iз .
- [D(GEt)+r,Dfisx(h)] СZh со сторонu наибольщей Аистанции

есть |Iзl - Зh-lО, hZa.
IИя четного h веплинч u, v и t в граФе Gп ийеот дистанции

D(ц) - (9ь2+6lЁ8)/4, D(v) = (9h2+1Дtr4)/2 и D(w) - (gЬ2+zо)/4.

Ия этого случая граФ Gп_| показан на рис.8в и D(GtFr) .

- (l8h3+ 45ь2+з4ь+64) /8. Первчй интервал не реализуейrх значе -

ний Iз - [D(cr| )+ l ,D!OaxG) l с zn r+reeT Алину lIз l . Зh-9,

h е 4.
Найде}i вторUе интервалы не реализуеr.чх значений.

Пусть h нечетно. Ия нахождения rраФа Gо_2 с дистанцией

Dп_2 внчислий диGтанчии вевlJин концевых колец г9аФа Gп_l на

рис.8в (h-l четно). lИя веплин одного кольца имееri D(w|) =

,r'- (9b'+6t*8) /4l D(vl) . (9h'+6tЁ2о)/4,и D(u|) - (9h'-6lЁз6) /4,

для эеп!ин другого вчполняется D(w) - (9b2+6t*8)/4, D(v) ,

. (gb2+tar-a)/4 и D(u) - (9b2+l2)/4. оrсDда следует,что граФ

Grr_, и"еет структуру, показаннуо на рис.8г и дистанцио П(Сп_z),

- ( l 8b3+45b2+22b+l 3l ),/8. Такrcr образом, длина второго инlерва-

ла яе реализуеi{uх значений Iц = [D(Gг2)+l,D(cn_l)-t] равна

l14| = (3h-l7)/2, h28.
Пусть h четно. Ihя нахоlцения граФа ctF2 с дистанцией D2

найдем дистанции веп!ин в концевuх кольцах г9аФа на рис.8б. В

одноri кольце граrOа D(ц) . (9h2+6l*l)/4l D(v) , (9h2+|zt3)/4

и D(rr) - (9h2+r9)/4, а в другоr. o(u,) , (9b2-btrr З7) /4.,D(vl ),
. (9h2+6}p2l)/4 и D(t l) . (9Ь2+6tЁ9) /4. Для построения граФа

Gп_2 ноаое кольчо нух(но поисоеАинить к 3ердина}l ,l , "l
(рис. 8б) .Дистанция граФа равн€ D (Gп_2)- ( ! 8h"+ 45ь' + 22l* l 44) /8,
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а длина второго интер!ала не реалrЕуейuх значений I4,[D(G2Fl,
D(Gз)-l] есть llo| - <ЭЬ-ZZ'l lZ, h аS.a

ВDчисленrя подтвердили п9авильность всех найденнчх интер-
валов для граФов с чисrюir колец 5Shýr5.

4. Совпадение дистанции для граФов с разнuв чrсло. колец

В предUдуцих пунктах рассr.атривались граФýl с соападапцияи

значенйя1.и дистанции aн)rтри ,lножества Рh прl. заданноr.t значенrи

h. Суцествуaт ли граlФ с разнч}t числоra пятиугольнсх колец у|

соэпадаlt]иriи значенияии дистанции, т.€. такие граФU G € Ph_k

и Н € Р1l k > О, что D(c) - D(П). Расс},tотрий блишайщие хлассu

Рh_l , Рh. oчевиднul,t условие}r суцсствоэания тilких граlDов явля-

ется фGпустота пересечения r.HoпecтBa Bh_l 'Еh.
уТВЕРЦЕНИЕ 5. Еслu h(l6, по в классао Рh4 u Ph

не сацеспв!еп ераФов с совпаdарцuдu знаценuядu dчс -
mанцuч u разнал цчслол колец.

ДОКА3АТЕЛЬСТВ0. Условие Еh_|flъ J fl 9авносильно эuпол -

ненио неравснсtва Dr"*(h-t ) - Dпin(h) > О. И}.ее,. D'sх(h-t ) -

- Dmin(h) - i"' - Ч,
Hoi{ и с = -'|/8 при h четном. CooтBeтcтB)rшtlee уравнение иr.еет

один вецественнuй корень и пЕlинимает при h f lб поло)luтсльнý€

значения,априh< lб - отрицатсльнrе. a

2
+ Чп - Ч' с, гАе с , о при h нечет -

п

arr.l

Рис. 9
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ГрэФч С е Pl5 и П С Рlб на рис.9 иtiер, со!пaцаOlие дистан-
qии, DФ) - D(H) - 879l, прrrчеrr гр.Ф п обладает наtriены!ей ди-
стaнцrей ! классе Р|6.

Пусть k>l, тогд8 чrсrtо колеq, при KoTopIx огут с)цест -
во3aть граlDч с со!падаOlнl 3начениri.и дlсlанции в классах

Ph_k , Ph, воrно найти ,з нераaенстэ

Dпдх(h-k) - DDiп(h) . fr' - tп'оо..зэ1 . },1zъ2-1sкаt F

+ 
}1- lвtЗ* rsь2-5sl-5ф 8с (h_L) ) > о,

гдс С(Ь) опрGдслялось эtlлЕ. orqода слеауGт, что граФr. с соaпа _

дапрй дrстанциaй, чrсло колеq l KoTopUx разлrча€тGя на 2, rФ-
г)/т суцестaо.ать ToJtDxo прl' hl24. &rя k . 3 граФr. с этr+r свой-
cтlt)r. lюгут aстрётитlс, ! хлaGсе гDaФоэ с чrсло{ колсц Ь}32, а

мя k.4 }lx Gлaдуе, иска?ь срqдlr граФов с чrсJtой холсц hl Цl.
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