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8в ед е н ие

3qдача бнаруrения и оценивания iioMeHToB начала ' ийпульсов

квазипериqи(€ской послqдовательности возникalет во aa|фгю( при-

JDt|€нив(, связаннuх с б работкой н5lтдений или сигнаmв.среди

них liox}lo указать мqдициlу, криliин алис ти(у, геоФизику, aBToMat-

тиl€скуп сбоsотку ре(€вьа сигнаJрв и т.п. Рааноd разa.е пqдхо-

дов к рецtнlrо указанной задачи, оп}Gаннь0( в моноrраФиях, 69о-
рах и отдельнцх публикачиях [1-7], бъяснreтся Ёногобразr€ir
r.атематиl€ cKliD( l.iФеrЕй сигнаrD в или изучаеньо( явrЕний.

В данной р5оте приведен вариант ЕllЕния 9qачи для слу-
чая, (огда чисrр импульсов в вьборке неи99ест}lо. ПредaDлаrает-

ся, что ]оiпульс и его длительность Фиксированu и заданч, а ин-

тr рвал йеrqу началаlrlи соседнr0( иriпульсов лаlит в Hckoтopol,t диа-
пэзоне, lllирина которого не меныlЕ длительности самого и пуль-

са. 0собенносrьо приведенного ра!ения явлrетс, отсутстэие тре-

бования задания ивпульса в вl,!де какоЙ-лlбо параr.етричесхоЙ iio-

Аaли и ориенlациа на liHTepaKTrBH}ro обработку сигнала. эта осо-

бен}@сть позюляет создать алгоритli Becbraa привлехательный как

*) РSоra вumlrteна в palrкax проекта !Г 9r1-01-0l69a, пqдJqер*ан-
ного Российск}s,l ФоrФов Фу}gа}rентальнчх исследоэаний.
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для пред ва рите льного, так и для боJ€е детального l,|сследования

,te рlФд ичнос ти набIщаеr.aоrо вре}aенного ряда.
РецЕн}iе з4ачи опираетсi ха r,етqд }iаксиt ального праqдоaI)-

добия, а аЛГОРИТ аuЧИСrЕНИ' olEHoK - На ОПТИИИ3аЦЮННЕ r.eтo -
дш. В те prir+iax обцеп9инятой клa|ссlФикацrи предлагаеное рецЕнl.€

относится к аmстерюрнн},r riеlqдой оценивания, т.е . к raeтqдa}r

оценивания |ю llолной вьборке. Нарiду с (l]rcто теорaтическии ре-
цrенlеra задачи в работе прrвqдены результатu чl.tсленного t{сЕели-

рования.

l. lъстановка зтачи

tl).€ ть хп, п . О, tt, !2,.,., - врененнбй 9а, (6разован-

ньlй пут€rt rрчти lЕр9qическоrо поaтор€ния дете пal+lироэанной по-
сrЕдовательности (иrrпульса) urr, п - o,!,...,P-l, влинu р,т.е.

;rr-rrrl' "' ni'ni+l"",n,+p-l,

, nrn. + Р,...,Пi..1 -|,
-.-t;

гпе ...,п_i,...,п_!, по,пl,...,n._l, пi,..., - ]Dчти .tрlqи -
ч€ская ,|осJtдовательнФ ть iФlrентов вренени, Koropur. соответст-
9yDT начала иiiпульсов.

Усrрвиraся, |вд lDчт, гЕ рlrф ической детернинированной aD-

сJlе+lоват€льнФ тьп п., i. ortl,..., }iolleнюB временli lDни -
хать mсr!.tlоватaльность, для которой

pS Tni. S п. - ni_| s Тmах,

где Т . Т - lrr+lиl.альное и иаксиraальное расстоянlG' пtп- D8х
д вуriя |т)сrtдовательнu!iи иriпульсайи. значсния

считать иэвестнчraи. &личl.Фlа

Trirr' Тr.*

'i_l )

i . о, t l, i 2,...,

l

(|)

(2)

r.еIq у

6 удех

lt, #T
к
E(n

i--K
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есть средниЙ l.{те рвал ('']tрюд'') lDatорения импульсов в беско-
нечной aDсrЕдо ва те льнос ти.

ПЕдaDIрх}+r, что нsJцдаеr.uй вFraенной p*l искаlrётся atl -
дrтивной гауссовской lюиехой, т.е. :

у.х +е.п.о,tl, g2,...,-п n п-

где еп - гауссовская |Dсrtдовательность незав9lсивUх,

во распредеrэннuх случайньо( величl+l, иa{еЕц lя нуJЕво€

t€ское оrиданl€ .Иеп . О и дисaЕ pcllo М"2-о2.

П).сть набrцдаеrааi вборка i . (lo,r,,...,tn_, )

(4)

qинако-
математи-

длинч N

сфсрrит неизвсстное чисrо К 2l aрлньо( l.i,lпульсов Фиксирован -
ной длшU р и, возr{оцно, неполнЕ иraпульсч в начаrр и в концр

9ьборки (с}.. рис.l). бозначил. через n} е [l,p-l] такой io-
}ieHT в |,Iосrвqовательности чп, п = 0, | ,. . . ,P-l, опr.rсUваций и}r-

пульс, которuй соответствует началу вьборки. Тогаа P{*-l

х
п

п-! i р-r*-|

к

'ко,

K+l

ll-.!,]

п nK- 
|

n

начаrо
вьборки

конец
вьборки

рrc. l

есть rioMeHT окончаниi неlDI}lого импульса в начаJЕ вlборки, а

a_l '-a* - liorieнT начала этого и"пульса за преАелани вrборки,

llосrlедовательности по,пl r...,пк_t lЕСТаЭИri в соответствуt на-
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чаrв К rDлlýlr( иriпульсов. Номент начала незаверOЕ!{ного импуль-

са в конце 9ьборхи обо9начи}r пк.

3адача состоит в оценивании frc в!6о9хе i - (ro,rr,...
...,уш_t) длиtч Ш лrо}rентов вреr.ени п_l ( по ( ... a nK_| a nK,

начёла извесtн!0( иr.пульсов U . (чоrцl,...,чр_|) Фиксирванной

длцý р в кgазиltерюдrrеской lDсJЕдовательности, удоаrtтворiо-
цей о.раниqенm (2), а тахre дисlърсии о2 -*r, при неизвест-

Ho}i чl|сJt иraпульсов к 9 sьборке.

2. Функция праqдоaЕдоб ия

пrlотность распредеrЕния случайюго 
""*rор" 

i или сов!Ест-
ное распредеJ!нlс н5rmае}rю( случаfolьo( sеличп УоlУ1 ,. . . lУц_1 ,

как 9}qно из (|),(2) и (4), mлюстьо определется векторох

i - (хо,х|,.,.,\_,) и nroTHocTbo распЕдеrЕния э€кюра lлуиа

Ё - (eo,er,...,en_,). Ппи этоr. якdrиан преобрааования.EDer.eH-

нtх ео,€! " " ,eш_t в yo,)t|, ",,Уп_I единиl€н, Ъэтону пrот -

юсть распредеrЕния н5rцаел,рго 9ектора

7 -_- 2_p(Y/ х, о-) . p(Y/ U, п_,lпоr...rп1_;rпк,о-) .

ш-l
l

п..оt-
2

а ,D rа рlФr,tичсс ха я Фунхциi правдоподоб ил

l

(zr.o2 )N/ 
2

I

}
(у-х) (5)

(6)1 - ьn plili,o2) - - } b,,tz,,o2) 
*:* 

(yn-xn)2.

ot€raqно, что чrсл) aDJlHb0( и1,1пульсов э вьборке ,rех(ит в l.{Teр -

ваrЕ

N-l
тmlп

N-l
тmах

+ lSKS
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Предполагая, что вьборка длинь. N содершит Kf l полнuх иrr-
пульсов длин!l Pr cyrrMa 9о Bтopor. чЕне (6) Функции праадопqдо-
бия rqoleT бýть переписана а виде i

п -|о
Е(у

п.о
+

2.r2
п -хппs - s(по,п| ,...,\_l) -

nK_ 
l 
*p-l

N-l
Е(у

n.o

а (yn-xo) 2
N-l

Е
n.nK_ 

t 
*Р

(у -х-п п
,

)-+ + (7)

Воз.{ойu 2 случая расmrDl€ния сигнала хп в начаrв (конце)

вчборкиi l) начало (конец) вuборки совпад*т с одним из р от-
cLleToB и}iпульса, 2) вьборка нач!+l€Ется (заканчивается) участ-
Kora, гд€ сигнЁ}л хп приниliает Hyrreвble знаr€нияl т.е. иi пульс от-
сутствует. Такиrr образом, возяоrно 2х2 ситуации, Koтopuri соот-

ветствуот различнь€ Форtiu записи cyl,tttH (7).

Учитuвая квазиперюдичность ряда хп, пqдставив (l) в (7) и

обозначив

А |(n-l

p*n-1-1

).Е
п=о

(u2 -2v ч l- oi' 
r,r?-.urlr *n_,l,П-П-t 'П n-n-t з--rr_, J

N-l-k
). Е

j=o
tuj-zu.rr*l

(8)

(9)\(п*) = D-rк 'a a-пк

к_| ni+p-l

N-l
Е

",nk

(

,
{(по,...,пк_t) = ЕЕ(

i-o
)=n-'i

l

K-l р-! " P-l о K-l р-|. Е t (чi-2ч,ч- )-КЕ чi-2Е Е ч.у. .(!о)
' i-o j.o J J'J+ni j-o З i.o j.o J-J'ni'

грлучим
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S . S(п_|,по,...,пк_|,пк) .

|-р S п_, s -l, nK z ra,

sr(по, . .. ,п*) . 
n;] 

,]-оr".,...,rk_l)+\(пк),

S, (п_,, по, . . ., п*l -Ni]rj*n_, <r,_, l.о(по, . . .,пк_ 
t 

) +Ак(пк),

t-p S п_, S -l, t{-p+ l S n*S ш-l,

S2(п_|,по,...,k_,l- Ч' 
"}n_, 

b_l )+А(по,...,пк_t ),

s (по,...,п*_,) - 
Nil 

у]*льо,...,п*_,l,

n_t S -р, N-р+l SпкS Ш-l,

п_, S -р, п* l N.

(l l)4

СУмма s зависит от К+2 неи3весtных rioMeHToB времени n_|,
no,...,nK_t,rk. ТРИ Члена А_r, Д и Дк этой cy}ifiu соответствуот
началу, сеDедине и окончаниlо внборки. Член д_| описuвает окон-

чание импульса, начаrlо котороrо ocтarlocb за пределаr,lи вьборки.

}loмeнT вреiiени р-п*-| окончания этоrо неполвого иlrlпульса }tожет

,Et*aтb в интервале 0S р-п*-| S р-2, так что | S n*S p-l. Член

Ак соответствует концу вьборки. lloиeilт вDеиени lrк начала неза -

вершенноrо l'япульса rlохеt располаrаться в интерваrrе t{-P+l S

= 
пкS N-|. Наконец, член Д описывает посrrедоаательносt ь , со-

стояцуо из К полнuх инпульсов. 0цевидно, начаrrо по первоfо

и}iпульса ле ит в интервале о sпо s т!пах-l, а начаr!о пк_! пос-

ледне.о полноr о иliпульса - в интерваr€ tf-Tmax-p+ l S пк_| s t{-p.
g To}t случае, коrда вьборка содерl{иl ровно К полнuх имп)rльсов l,t

не содерrит неполнý.х в начале и в конце, членu A_l и Ак 8 Фор -
муле (lt) отсуrстgуот.
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3. 0rВнхи максиr.ального праqдопфобия

0ценки неизвестнчх параtетров по Е€бrтд*tому с""rаrrу i
находятся nyTeri максилiизации (5) плп (6) как Функции от вели-
чин,которuе пqдлецат оцениванио, ,.". о, о2, п_l,no,.. .,пк_|,

k,
В{rюлнив диФlDеренцирование (6) .ю о-, приравняв производ-

нуD HyJro и решив уравненlt праqдопqдб ия,получиri оценку диспер-
сии, зависяllуD от последовательности п_l,по,... rпк-t rпкl

!l- l
Е

п-о
62(._,,.о,. ..,ок- 

l ,\). +
2

для случая, когда сигнал хп извaстен.

Пqдставяв в (6) оценку (l2), найдем

,**. -}Lп[2пt2{п_,,по,...,п*_,,о*)J -}. (l3)

фшула (l3) tlоказuвает, что решенlе 9ада.1и состоит в t инrlrlи -
л2,зации оценки Аисперсии а-(п_l,поr...,пк_l ,пк), вuчисляеarой э

gиде (l2) на }rrol€cтBe эсевозriоюlых посrЕдовательност€й iоиен-

тов вреriени 1пlК+2- {п_,}х(по}х ... х(п*_,)х{п*}.Пои этом orBH-

ки liаксимальноaо правдопqдобия }lcKo}abo( raoraeнToв вренени и дис-
lЕDсии, с учсюr.r (ll), даотся Фор.,lулани:

.'
8-(п_,,по,...,п*_,,п*),

(у-х) (!2)

(l4)

t6_1,ао,...,iк_l,iк] -

. дrв

( шiп

{о)к'2

шiп

{о)К*2

S (п_, ,по, . . . ,п*_, ,n*)),

s (п_ 
l ,по, . . . ,\_l ,\) .
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4. Алгоритrr оцрн}rвания

cyr,rr.ra s raoЕ т бчть записана в вl4де;

S(п_,,по,...,п*_,,п*) .

N-l
=Е

п.о

р-|tч2
+

N- l -n_-

?* в ^,r?*
J ;-6 .J

p-l
кЕ
j,o

2ц.-
J

к P-l2Е Е
i.-l j.O

u5У5 +n. , (l5)

Тогда, учитuвая (8) и (9), Фопаулу (16) lош{о перепrсать в ви-

де:

j.-п- 
l

бозначим чере3

п.+D-!1'
А.(п.). Е чr 1 п-п.п=п. l

l

mlп пiп
{rr)К*2

s(п_,,по,...,11_,,п*) -

р-|
(ч_ _ -2у_). Е ч.(ч.-2у.._ ), (l7)

' ''u 
, -

i - o,...,K-l.

N-l

п.о

к
Ед

i.-|
u2*,n .(п.).l1

(l8)

из (!4),(|5) и (|8) вrrдю, чю для рецЕния задачи оценива-

ния несбходиl,р вtчl,tслить Ена(€нrе Функции

S S(n_l,по,...,nк_l,nK) -

к
D(п_l,по,...,пк_l,пк) . 

.Е_! Ai(ni),

п-

п-о
+

,,

уп
к

miп Е

inlK+2 i,-t
А, (п.).

1l
( l9)

Оорrула (l9) .DказнвlЕтr что задача вччисленrя sD.п свqдится к

задаt€ arоиска riининуна 4витивного Фунl(цrФнала,представлmцего

cy},rмy вUпуклчх Функций

l9l
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с огрвниitния}lи на цеrDчисrЕннЕ lЕрейеннЕ пt

OSroS Тr"r, Ш-р+l Sn*S n-p+l+Tr"*l

т. Sп.-п. .5т . i - о,...,к. (2!)!пlп r l-| пах'

[lОдрбнье задачи зDФект]€но рещаотся r.rеюдаr4и диrаraи(€скоrо
програмлlирования [8]. 8 вrлаею; зада(€ неизвестtое чисJк) илl-

пульсов является искоraчra чисJDll состряний в схеi€ гtоlлаговой

опти}iизации.

при

распо -
лояения HeaDJr{b0( иипульсов в начале в!6орки и в ее конце дос-
таточво использовать r.HotrecтBa {п_r} - {-в,-п+l, ...,-|i и

{пк} - iN-р+ l,N-р+2, ...,N). [lри этоrl tЕцени, (оченки) n_, -
. -р и пк - N являотся иlдикатораli, отсутствrя неf!олньо( иri-

пульсов. Таки1.1 абразоrl, областьо поrска экстремуца (20) явля-

ется объqд rfieнa€ raнolecTB

tl . {._t) U {noi U ... U i\_l} u {п*) . i-p,-p+l,...,N}. (22)

ка).яая из Функций д. определена в каr(дой точке MHot{ecT-

ва ш. такиt 6разо1.1, рaцlсн]€ исхфlой задачи свФится к зада-
r€ .юиска йиниli!.йа аддrтlвного Ф)rнкционэла (2о), (оторuй я9 -
ляется ФункционаrDи от l1осrЕдовательности }aесюпоmlений и}a -
пульсовr с огранrченияliи на црrDчlслевньЕ пе ре!Еннне п.;

-pS п_| < по (...( 
"K_r 

a 
"KS N, T.i,, S п.-п._, S Тшsх. (23)

Восmльзуемся пру0l цигlоti опт!оaальности и состави Функцю-
нальнuе у9авнения.

0пределим

d*(-p,N) - пiп,D*(п_,,по,,..,.к_t,пк), К, -0,0,1,... ,
tnj,

Замети}l, что в соответс?вии с (ll), A_r(n_r) . О

n_t S -р и \{n*) - О пои п* 2 Ш. Ъэтому для анализа

тогда
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d.(-р,п).

di(-р,п),

шiп
-рSпSп

пiп
-р 

=шs 
п

чiп
п-т SпSп-Тпах пlп

(Ai (п) + d._l(-p,n)} .

Д,(ш) + dr_,(-p,1), п. -р,...,N.

или,учитчв8я огрЕlич€ния (23) на mсrвдоваlельность lФ.€нтов
начала п.пульФвr

Аr(ш) + d._,(-р,ш) . (24)

Ъсlrc очевцднчх преоб разований Функцюнальнuх уравнений (2q)

рекуррентнь€ 0рр}rулу, (6еспечиваоta.Ё t иниr.r3ац}ш критерия, 5у-
дут иr.эть вид:

d(-p n) , шiп {л(r) t а(п-т S шS п-Тllax шlп

п - -Р,. ..,N.

Tsкr.rr сбраФя, cxgaa вччисrtний, рaалrg)mlая алгоритй
воЙ оптп.изации вllглаит сrtsдупцр сбраэь:

d(-p,n) ,9, tlI(п).9, п r _р,-р+l,...,Ш, )
rt(-p,n) . lin {д(ц) + d(_P,D)),

п-т SцSп-Тцах дlп

I(n) . 8Еg чiп {Д(п) + d(-р,ш)},п-т Sп(п-Т .цaх Dtn

шiп
Ш-р+ l sDs N

-р,ц) } , (25)

(26)

(27)

(28)

aDцаlо-

d-шtп

в этих Фор}rулах I(n) - укаýатель оптиriальюго пути }rз точки -р
в точку п. Форllула (26) задает начальньЕ усrD!ия. 8tчисJtвия
.lo lioФ,ryrЕ (27) обеспсчr.ваот .|оlлагов}rэ оптlф.r8ац..D Функциона -
ла. Наконец, Оорвула (28) опрqделЁт гrЕбальнuй экстреrrу}.r.
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Такин б разоra,

drr,r' rt*(-P,N)' Brrn(fr-,,io,...,Q-,,a*).

Чисrlо иt,tпульсов (состояний) и их распоrDtrcнrе в вьборке опре -
деляlOтсЯ ре куррентнy.{И вuчисrЕнияr.И В бpaTHoll порядке :

ol . arg miп (а(п) + аl-о,.11,' N-р+ISшSN

п. .I(п._,), i . 2,3,,..

вь.чисrЕния заканчиваDтся при Taкo}l i . i*, что I(п * ) . 0.
i--l

при этов получаеr. последователь}rость 0
l

D.+_, r' "'П1 ТаКУD,

'ТО 
Пr+- f,_,, .r*_, 'iо,...,П, '\. ВСли ?_, . щ,.- -п, ю

неmлнuй и.iпульс в начаrЕ вrборкr отсутств)'eт, а ссли f,* - п,.
- N, то }€полнцй импульс отсутствует в хонце вьборки.

Т9удое}rхость алгоритиа есть всличина, проaюрцrlональная про-
и3веАенriD t}(tl+p+ l ), где tr . шах(р,Тrвх - T.in), при линеЙ -

нuх по N затратах на память.

5. Ре9ультатч фелирования и обрSотки сигнаrDв

Проэсрка работосalособности алгоритца ос!цестэлена на ква-

9и]t риqдrч€схrх aDследовате льноGтях б -иr,пульсов ( иrrпульсu qд и-

ничной длительносrи) искаraнньц га)rcсо!с(и!i щуr.о}i. На рaс. 2

приaqден граФих 9ксaЕ9rr.ентальной зависr!ости числа ошrбок (э

t ) оtЕниэания tlorDll€Hия )фrпульса в посrЕtlователь}lости от от-
ноllЕния а}aплитуАu иипульс8 к cтarцapтHoray отхtDнaн}Ф, т.е. от

l,
отюцЕфия U/o. каlвая lт)слqдовательносi ь содерхала l0' иrrпуль-

соa пDи т . loo. Велrчина т . и9r.енялась случаЙньa{ сбраgом' inax пlп
по равнохернону захофу в интерваrЕ [50-100]. при эmr. carl },lм-

пульс располагался случайно в эюr. не ,HTepвarre.

t 9l,
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0 Kar.BcTBe работы алгорит!|а ..lolнo судить также по 5солот-
tюй величине разн(rсти оlFнки 62 д,п"rrр""и гауссовской поlЕхи,
пqдсчитанной непосрqдственно по сгенерированно}lу шуr4у, и оцен-
ки 6], *пчч""ной по привqденноtttу алгорит!tу. }Ьгда алгорит1,1

точно вьвеляет полюжения иttпульсов в вьборке, оценки дисrврсий
совпадаDт. (Ъrq больчр чисrр ошtбок допускает алгорити, тем зна-
чительнее разность lterцly оlрнкаtчи. На рис.3 в в}iде граФика при-

вqдена зависиr.r'ость величины |а2 - a:llOб от отношения U/о. Oцен-

ки полученч по вьборке длиной l0o отсчетов сигнала.

Привqденньв даннче rюказываDт способность алгоритма обра-

батнвать квазипериqдические последовательности в усrrовиях по-

мех. Алгоритм гDдтвеmил сво() эФФективность при анализе зашуl.i-

,Енны)( rюсrЕдовательностей и!tпульсов синусоtgальной фор}iы lл

иltiпульсов, представляпц]r( затухашll,в сl,нусо}f,ы. При интерактив-

ной циФровой фработке сигнаrDв даннчй алгорит}t окаэывётся по-

Jlезныl,i(инструл,iенто}| в рук€rх исслqдователя. Наприrер, при ана -

лиэе ре,.Евьaх сигнаrкrв он по3воляет эксперту автоtiатиt€ски выч-

'tНЯТЬ УЧаСТКИ Реt€ВОГО СИГНаЛа, СООТВеТСТВУllЦИе ИМПУЛЬСаl.i ОС-

tк)вного юна (циклаr.r колебаний гоrкrсовш( связок), после указа-

lJ/ о

l95



ния этаrDнного иrrпульса. ]мобнuн б paaoir даннuй алгоритм бuл
исl1ользован для полуr€ни, эта,pннчх сигнаrDв синтеаатора Dечи.
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